
:.-f- -r    ■ 

'^tr^y-'Àx 
..  ̂ *-f< 

'■  ■<"'-  ï'  '^\ 













JOURNAL 

MATHÉMATIQUES 

PURES  ET  APPLIQUÉES. 



IMPRIMERIE  DE  BACHELIER , 
rue  du  Jardinet,  1:1. 



JOURNAL 
DE 

MATHÉMATIQUES 
PURES  ET  APPLIQUÉES, 

ou 

RECUEIL.    MENSUEL 

DE  MÉMOIRES  SUR  LES  DIVERSES  PARTIES  DES  MATHÉMATIQUES; 

PAR  JOSEPH  LIOU VILLE, 

Membre  de  rinstitot,  professeur  d'Analyse  a  l'École  Polylechniqn sseur  Cl  Analyse  a  J  r.c 

TOME  CINQUIÈaiE 

ANNÉE  1840. 

PARIS, 

BACHELIER ,  IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

DE  l'École  polytechnique,  du  bureau  des  longitudes,  etc  , 

QUAI     DES    AUGUSTINS,     N°    55. 

184-0 



Gfi 
I 

t. 6 

vx> 
7Jl^ 
c^« 



yi'WlAA\WVWVWVVWvWVWVVWW*A'VWV    (ft'WVVW WVW*WVlA*V■W^A.'VVWWV » VVWVV^ 

TABLE  DES  MATIÈRES. 

Paies. Mémoire  sur  la  propagarion  et  la  polarisation  du  mouvement  dans  un  milieu  élas- 

tique indéfini,  cristallisé  d'une  manière  quelconque;  par  M.  Blanchit   l 
Addition  à  la  Note  sur  le  principe  fondamental  de  la  théorie  des  équations  algé- 

briques ;  par  /•  Liouville        3 1 

Note  sur  les  transcendantes  elliptiques  de  l '^  et  de  2°"'  espèce ,  considérées  comme 
fonctions  de  leur  module;  par  le  même        3^ 

Démonstration  de  deux  propositions  de  M.  Caucky,  par  M.  Terquem        3^ 

Note  sur  la  théorie  de  l'engrenage  de  White,  par  M.  Delaunay        38 
Sommation  de  quelques  séries;  par  M.  Lebesgue        4^^ 

Extrait  d'une  lettre  de  M.  Lejeune-Dlrichlet  à  M.  Liouville        72 

Note  sur  la  détermination  du  nombre  des  racines  réelles  ou  imaginaires  d'une 
équation  numérique  comprises  entre  les  limites  données.  —  Théorèmes  de 
RoUe ,  de  Budan  ou  de  Fourier ,  de  Descartes ,  de  Sturm  et  de  Cauchy  ;  par 

M.  Moigno.        75 
Mémoire  sur  les  inclinaisons  respectives  des  orbites  de  Jupiter ,  Saturne  et  Uranus  ; 

sur  les  mouvements  des  intersections  de  ces  orbites;  par  M.  Le  Verrier        gS 

,..     ■       ,      1''^  pos  x.xdx  ,,    ̂   .  /  Q 
Note  sur  lintegrale    /        — ,   -r-  ;  par  M.  Catalan   10» 

</o      (1  -t--^  ) 

Note  sur  l'évaluation  de  l'aire  de  l'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  ;  par  M.  Lobaito.    1 1 5 
Mémoire  sur  les  forces  centrifuges  développées  dans  le  mouvement  des  corps  qui 

roulent;  par  M.  Paul  Breton.      1 20 
Note  sur  les  engrenages  de  White  ;  par  M.  Olivier      146 

Méthode  simple  et  nouvelle  pour  la  détermination  complète  des  sommes  alternées 
formées  avec  les  racines  primitives  des  équations  binômes;  par  M.  Cauchy      1 54 

Sur  la  sommation  de  certaines  puissances  d'une  racine  primitive  d'une  équation 
binôme ,  et  en  particulier,  des  puissances  qui  offrent  pour  exposants  les  résidus 

cubiques  inférieurs  au  module  donné;  par  le  même      log 
Note  sur  un  théorème  de  Fermât;  par  M.  Lebesgue      184 

Note  sur  une  formule  de  M.  Cauchy;  par  le  même      i8t> 
Observations  sur  un  Alenioire  de  M.  Paul  Breton;  par  M.  Delaunay      189 

Sur  l'irrationnalite  du  nombre  r  =  2,718    .    ;  par/.  Liouville      192 

Addition  à  la  Note  sur  l'irrationnalité  du  nombre  e;  par  /.  Liouville. .         193 

Mémoire  d'analyse   indéterminée,    démontrant  que   l'équation  ,r' -|-  r' =  2'  est 
impossible  en  nombres  entiers;  par  M.  Lamé      ipS 



vj  TABLE  DES  MATIERES. 

l'Jfes 

Ra])port  sur  le  Mémoire  précédent,  par  M.  Cauchy    211 

Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Liouvilie  par  M.  Stern    216 
Sur  les  variations   séculaires  des  éléments    elliptiques   des  sept   planètes  prin- 

cipales :  Mercure,  Vénus,  la  Terre,   Mars,  Jupiter,  Saturne  et  Uranus;  par 
M.  Le  Verrier    220 

Note  sur  un  théorème  de  Mécanique  ;  par  M.  Delaunar    255 
Problème  de  combinaisons  ;  par  M.  Catalan    264 
Note  sur  une  certaine  suite  de  fractions  ordinaires;  par  M.  Stouvenel    265 

Démonstration  de  l'impossibilité  de  résoudre  l'équation   x:  -\-  y-,  -^  z'  =  o  en 
nombres  entiers;  par  M.  Lebesgue    276 

Sur  la  limite  de  (  i  -|   j  ,  m  étant  un  entier  positif  qui  croît  indéfiniment;  par 
/.  Liouvilie         280 

Résolution  de  l'équation  du  second  degré  à  une  inconnue  par  les  fractions  conti- 
nues ;  par  M.  Lebesgue    2b  1 

Sur  quelques  formules  pour  le  changement  de  la  variable  indépendante  ;  par  J. 
Liouvilie                3 1  , 

Mémoire  sur  les  coordonnées  cur\nlignes ;  par  M.  Lamé      .  .  3i 3 

Addition  à  la  Note  sur  l'équation  x'  +  r'  -I-  z'  ̂   o;  par  M.  Lebesgue    348 

Lettre  adressée  à  JL  le  Président  de  l'Académie  des  Sciences  ;  par  M.  Jacobi    35o 
Note  de  l'Éditeur  à  l'occasion  de  celte  Lettre.    35 1 

Sur  les  conditions  de  convergence  d'une  classe  générale  de  séries  ;  par  /.  LiouvUle. . .  356 

Sur  l'équation  Z"  —  Y»"  =  laf;  par  le  même    36o 
Jlémoire  sur  les  inégalités  séculaires  des  éléments  des  planètes  ;  par  M.  Binct. ...  36 1 

Des  lois  géométriques  qui  régissent  les  déplacements  d'un  système  solide  dans  l'es- 

pace, et  de  la  variation  des  coordonnées  provenant  de  ces  déplacements  consi- 

dérés indépendamment  des  causes  qui  peuvent  les  produire  ;  par  M.  Rodrigues.  38o 

Mémoire  sur  les  transcendantes  elliptiques  de    1  "  et  de  2"'  espèce ,  considérées 
comme  fonctions  de  leur  module  ;  par  /.  Liouvilie    44  ' 

Solution  nouvelle  du  problème  de  l'attraction  d'un  ellipsoïde  hétérogène  sur  un 
point  extérieur;  par  M.  Chasles    465 

Tables  des  matières  contenues  dans  les  tomes,  I,  II,  III,  IV  et  V    489 
Table  des  matières  par  noms  d'Auteurs    49" 



ERRATA. 

PugC!.  Lignes 

,1  t              I         j       ̂            ,2'^        I             ̂           l'-l-i    aftw 43,  14,     du  lieu  de     2  cos  *'   ,     lisez     2  cos   .   
^  P                                    -^          P 

^,  3,     au  lieu  de    an  i8o8— i8ii,     liiez    ann.   i8o8 — i8ii 

45,  g,   II,     au  lieu  de     ea.6(yo).6  (y'a)...  ,     lisez     6i.9  (f&).9  (œ*6). . . 

48,  3*,     au  lieu  de     ̂   +  "',     lisez     q~n 
,  ,                                       l-            J              •       ;>    —    '       ̂tTT             ,.                    .        p  —    1      ft^T 4Q,  i.i,    17,     au  lieu  de     sin    ■   ,     lisez     sin  — —   
^^'  '     /  '                                       1          p                                2        p 

/  o               I         j         •     /"  —  '    *"        I.             •    P  —  ̂     ̂  4q,  io,     <iu  "fu  <fc     sin    .-7-,     /ijfi     sin!   
^^'  '                                     2        /i  '                           2        ;> 

5o,  3,     au  lieu  de     sin  —,     /wc«     sin — ^ 

5o,  7  en  rem.,     au  lieu  de    sin——»-,     lises     sin'    '        ■- p        2                                  2        ;, 

5i,  6,     au  /i>u  de    de  quotients ,     lisez    des  quotients 

52,  2,     au  lieu  de     (A/)' -h  2i -t- i) ,     iiiez     (*/)'+ai'-(-  j) 

52,  l3,     au  /ieu  de     (*î'-t-j),      '"**     (*/''+') 

54,  II,     au  lieu  de     (—  l)A  +  '-7,     /ùeï     (—])*+'•» 
55,  dernière,     au  iieu  de     deux   valeurs   ±  o±  y^p.  Or  les  valeurs,     /«« 

trois  valeurs  o,  ±  </p.  Or  la  valeur 

56,  I ,     supprimez     +  o 

56,  I ,     au  lieu  de     répondent,     lisez     répond 

56,  3,     au  lieu  de    des  valeurs,     lisez    la  valeur 

58,  7,     "»  '''e»  de   /{t)  =  i,     lisez  y(i)  =:  2 

59,  dernière,     au  lieu  de    l'équation  (u),     lisez    l'équation  [v) 

60,  i5,     au  lieu  de    l'équation  (uî ,     lisez    l'équatioD  (c) 
60,  2  en  rem.,     au  lieu  de     Téquation  (i),     lisez     Téquation  {y) 

61  ,  12,     au  lieu  de     =  —  i  ,     lisez     =  ( —  l)''  r=  —  1 

63 ,  I ,     au  lieu  de     i  -(-  9  -  ',    ,  ,  ,    i  -t-  q~  (  r  —  ')  ̂     lisez     i  —  i/-',...,    1  —  .j  —  (f  —  ') 

62,  9,     au  lieu  de     \±ijl'  ̂      lisez     liiztf^i' 

62,  10,     au  lieu  de     —  ( —  1)    '     y/—  1 ,     lisez     =:  —  ( —  1)    '     1/ —  1 ihir     ,        ihrr 
— .sm  1.   . . . 
ip  ip D2,  12,     au  lieu  de     sin   .sin2.   ,..,     lisez     sm  — — .sina. 

c  1  ,        j        ■    P    '*''       ,-  ■    P   ̂/iir 
02,  13,     au  lieu  de     sin-.   ,     lisez     sin-,   

■i      p  2     2/> 

63 ,  I ,     au  lieu  de     x'  —  ix  cos   i  ,    liset     x' 

2ir 

lieu  de    sin'.-  —  1  -,     /. 

'"■■(f-), 

P  \2         J  P 

63,  10,     au  lieu  de    p  :=  ̂ ij  -t-  1  ,     lisez  2p  =  Sp"  -h  4 

63,  16.     au  lieu  de     p  =i  ̂ ij  —  1 ,     lisez  p  =^  Hp" 

66.  4,      au  lieu  de     (  ̂) ,      „...      (  ̂) 

rr,  ,.        .       /'m  —  h.h\       ,  /m  —  ih\ 06,  12,     au  lieu  de     (     j,     lisez     l    2 — J 

67,  I  et  6,     au  lieu  de     au.      lise:     aux 



69, 

69, 

69, 
"9, 

7o. 

ii3, 
ii3, 

Ii3, 

355, 

355, 

355, 

Lignes. 

6,  au  lieu  de     s: 

7 ,  au  lieu  de     si 

8,  au  lieu  de 

9,  au  lieu  de     6: 

lisez     sio^  a  .  — 

usez     sin*a. — P 

/ijei     sin'n. — 
P 

lises     siD  a.  — 

4  en  rem.,     au  lieu  de     —  '9-17,     '"^*     —  '9-\/l' 

9,     au  lieu  de    je  n'ai,     lisez    je  n'en  ai 

II ,  au  lieu  de  rrCotAnffa- — .  lisez  Trcotanffa.  —  =cotanga. — cotaiiffa  —  .cotant' a  — . 
"     p  p  I'  P  P 

dernière,     au  lieu  de    i<2,     lisez     i  <C  n 

lieu  de     infini,     lises    nul 
en  rem. , 

1  en  rem 
supprimez 

r(n) 
dans  l'équation  (9) 

3,     même  correction  pour  l'équation  (10) 

l3,     même  correction  pour  l'équation  (12) 

1."; ,     au  lieu  de   \T{i)T{n  —  i] ,    lisez    -  ̂̂ '^i^^"~'^ 
3  en  rem. ,     au  lieu  de     Or  on  Toit  dans  la  Mécanique  analytique  (t.  H,  p.  108),    lisez 

Or  en  se  bornant  au  cas  ordinaire  des  forces  inversement  proportionnelles  au 

carré  des  distances ,  on  sait  depuis  Euler 

dernière,  au  lieu  de  cherchées,  lisez  qu'Euler  a  données  aussi ,  mais  qui  sont  plus  cachées, 
dernière,  au  lieu  de  se  déduiront  donc,     lisez    se  déduiront  donc  immédiatement. 
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MÉMOIRE 

SUR  LA  PROPAGATION  ET  LA  POLARISATION 

DU    MOUVEMENT 

DANS    UN    MILIEU    ÉLASTIQUE    INDÉFINI, 

CRISTALLISÉ    d'lNE    MANIÈRE    QCELCOXOCE  i 

Par    m.    P.-H.     BLANCHET, 

Professeur  de  Physique  au  CoUcge  royal  de   Henri  IV.    [*" 

I.  M.  Poisson,  dans  un  de  ses  beaux  Mémoires,  a  traité  complète- 

ment la  propagation  du  mouvement  dans  un  milieu  élastique,  homo- 

gène, non  cristallisé  :  je  me  propose  ici  tl' interpréter  les  intégrales  dans 

toute  la  généralité  de  la  question.  L'étude  des  lois  du  mouvement  dans 
un  milieu  homogène,  élastique,  indéfini,  cristallisé  dune  manière  (piel- 

conquBj  n'est  peut-être  pas  indigne  de  l'attention  des  géomètres. 

J'intègre  par  une  méthode  connue  [**];  mais  j'en  tire  un  parti  nouveau 

pour  mettre  les  intégrales  sous  une  forme  qui  n'a  été  donnée  mdle  part. 
Les  résultats  sont  parfaitement  symétriques. 

[*]  Ce  Mémoire  a  été  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  ,  le  6  août  i838.  Voyez  le 

rapport  île  M.  Sturni,  Comptes  rendus  de  l'j-lcadcmie  des  Sciences,  tome  MI,  page  1 1/(3. 

[**]  Employée  avec  élégance  par  M.  Caucliy,  dans  ses  leçons  au  Colléije  de  France. 

Tome  V.  —  Janvier  iS^o.  I 
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2.  Les  équations  générales  du  mouvement,  que  nous  voulons  consi- 

dérer, sont  {Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  tome  X,  page  078  i  : 
d'i     .     rfP,     ,     dÇ,     ,     dPi 

~d^   '^~dz 

dans  lesquelles  nous  avons  pris  p  =  i .  Nous  avons  aussi  remplacé  u, 
t',  IV,  par  0,  )i,  ̂ .  On  a 

W  P.  =R3,     Q.  =R.,     P.  =  Q3- 

Les  quantités  P,,  P^,  P,,  Q,,  Q^,  Q3,  R,,  R,,  R3  se  réduisent  à  six,  qui 
sont  toutes  de  la  forme 

l^\      T  * ''^     ,    T)'^"    ,    ..  ̂'Ç    ,    T.A/'»       dl\  (dl       dl\  (dl       d„\ 

d-c    "^     dy  ̂      dz^      \dz^  dy)^      \dx  ̂   dz)^     \dy  ̂   dxj 

Nous  supposerons  le  corps  homogène  et  partout  à  la  même  tempé- 

rature, de  telle  sorte  que  les  36  coefficients  tels  que  A,  B,  C,  etc.,  se- 

ront constants  ainsi  que  la  densité  p,  que  nous  avons  pu  prendre  égale 
à  I  par  cette  raison. 

3.  Pour  intégrer  les  équations  (1),  prenons  d'abord 

/  0  =^Ue("'  +  ''-^  +  "'"'''^^, 

(4)  ;     y^      _yg("X  +  ..r  +  W5)l/=",^ 

'  r  —Y^e^'''''^''^''"^^'^~'- 

U,  V,  W  sont  des  fonctions  de  i;  m,  v,  w  sont  indépendants  des  variables 
x,j,  z,t. 

On  a  évidemment 

<^-''    |  =  ̂ <V=^'     f="'?V= 



PURES  ET  APPLIQUÉES.  3 

Par  la  substitution  de  ces  valeurs,  une  quantité  de  la  forme  (3)  deviendra 

[(Am  +  Fp  +
  Ew)0"l        +  {Fu  +  Bv  +  Div)>i      V—  I, 

+  (Em  +01»+  Cw)rj 

ou,  pour  abréger, 

(7)  T  =  (T'^  +  T">i  +  T'T-  v/=7, 

si  l'on  pose 
(  V  =  Au  +  Fi^  +  Ew, 

(8)  j  T"  =  Fu  +Bv  +  Dtv, 
(  T"  =  Em  +  D(>  +  Ctv. On  aura 

g=T«  v/=^  =  -  (T'Ç  +  T".  +  T"'C)«, 

^9)  (  f  =Ti.  V/-^  =  -  (T'e  +  T".  +  T"'0  i', 

~  =Tw  V^^  =  -  (T'f  +  T"»  +  T-'C^'. 

Si  l'on  fait  les  calculs  analogues  pour  les  quantités  P,,  Q,,  R,.  P^ ,  Qj, R.j,  etc.,  on  aura 

(''')  <S  =  —  (^'?  +3rL,«+  «3O, 

en  désignant  les  coefficients  de  Ç,  «,  Ç,  par  —  4^, ,  —ait,,  — ^to,,  —  a , , 

— ^'a»  — ?.3>  — ^))  — ■^2,  — ^3.  Toutes  ces  quantités  sont  des  poly- 
nômes entiers  homogènes  du  second  degré  en  11,  v,  w. 

Si  maintenant  nous  multiplions  respectivement  les  trois  équations   \o\ 
par  ai,  iih,  G,  et  si  nous  les  ajoutons,  après  avoir  posé 

^     '  A,  —  us,  -  £  —^' et 
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nous  aurons 

on  en  tire  par  l'intégration 

/    r\                                                                  ^    ,          sinst 
(l4)  «  =:  «qCOS^^  +   «,    , 

en  désignant  par  «^  et  b,  les  valeurs  initiales  de  «  et  de  ̂   poin-  f  =  o. 

Les  équations  (i  i)  donnent 

(i5)  I  AjJl,+  (311.2  —  5')  Di  +  $,£  =  o, 
(1^3X4-  $3111,  +  (X3  —  5-)3  =  o. 

On  tire  des  deux  premières 

"~"  (-ti—  S')  (3ILj  —  5-)  —  A,  a,' 

et  par  suite 
X  DL  e 

(16) 
,A,— ^,(3n.2— ̂ -)      ̂ s^i—'S,  (-Ci— ̂ ')     (-(Li— 5')(3"-2— ̂ ')— ft.<^=  ' 

substituant  dans  la  troisième  les  quantités  proportionnelles  à  cH.,  iib,  e, 

on  aura,  pour  déterminer  s^, 

^^")        \  _a,a,(3I,3— 5-)+a,î',^3    +^l^S^3i 

Cette  équation  est  du  troisième  degré  en  s-,  elle  aura  trois  racines  s"-, 

s"-,  s""^,  qui  donneront  pour  -A,,i)l),S,  trois  systèmes  de  valeurs  A',  nV,  C, 

X",  1)^",  ©",  .^l.'",  ifo'",  ©"',  et  par  suite  trois  valeurs  de  »  : 

(18)  U"=  X'  1+  Hb"»!  +  G"^, 
(  s'"  =  JU'"^  +  ilb'"/)  +  G'"^. 

En  désignant  par  Ço>  "o»  Ço>  Ço  ̂i)  >  Ci  >  ̂̂ ^  valeurs  initiales  tirées  des  ex- 
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pressions  (4)  quand  on  fait  t  ̂ =o  dans  U,  V,  W,  on  aura  pour  les  va- 

leurs initiales  des  »  et  des  —  : dt 

(19)  j  "ô  =  '^'  lo  +  '^'  "0  +  e"  Co, 

et,  en  vertu  de  l'équation  (i 4), 

,  ,     .      ,  sin  s't 

(2,) :«o  C0S5  /î-|-  » 

»   =  »  „'  COS  j'"^  -)-  «7  — 3; —  • s 

D'ailleurs,  des  équations  (18),  on  tire,  par  l'élimination,  des  expres- sions de  la  forme 

!!  =  «'»'  +  «"  »"  -\-  a'
"»", 

X  =   c  »'  •+■  c"k"  +  c'"»"; 

et  comme  ces  valeurs  doivent  rendre  identiques  les  équations  (  1 8  ),  on 
en  conclura  les  conditions  suivantes  : 

(a3) 

(^4) 

a  X'  -J-  i'  iH)' 4-  c'e'  =  I, 
a"X"  -f-  b"  a)),"  -I-  c"  G"  =  i , 
a'".A,"'+  ̂ ''"»)l/"+  c'"G"'=  I, 

/  «l)'  a"  -f-  1)1)'  è"  -|-  G'c"  =  o, 
LJL'  a"-f- 1)!,'  A^H-  G'  c"=  o, 
'jl,"a'  -|-i(!,"6'  +  G"c'  =  o, 

|Jl,"a"'+a)J,"è"-|-  G"c"=  o, 
fx'V  -I-  iPo^A'  +  G^c'  =  o, 
^  J^'^a"  -f.  ̂ '"b"  _i_  ©"c"  =  o. 

Si  l'on  substituait  les  valeurs  de  «',  «",  «"'  des  équations  (18)  dans  les 
équations  (22),  on  devrait  aussi  avoir  des  identités,  d'où  l'on  conclu- rait encore 
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a'alb'  -H  a'illi"  +  a'ifj)'"  =  o, 

a' S'  +  rt"C"  +  a"'G"'  =  o, 

b'-J^  _t_  è"  A."  +  è"'a.'"  =  o, 

(^5)  ^  5'  e'  _,_  ̂,"  e"  +  è'"©'"  =  o, 
Cet,'  4- c'a"  4-c"'.l"'  =  o, 
c'ilî)'  +  c"-!)!}"  +  c'aiy  =  o, 

!aX  +  a'X
"  +  a"',.l."' ^  

i , 
J'iA,'  +  J"ilî,"  +  è^H'd™  =  I , 

c  e'  -)-  c"  ©"  +  c'"  £'"  =  I . 

Si  l'on  prend  les  valeurs  de  »„',  «J,  «ô,  «,,  «î,  «ô  dans  les  équations  (19) 
et  (20)  pour  les  substituer  dans  les  équations  (21),  et  si  l'on  substitue 

ensuite  les  expressions  de  «',  «",  «'",  dans  les  équations  (22),  on  aura 
/  ̂        ,1,1         I    .     Il  ,  Il        II         III  ̂   III        m  s;        /   '  .  /Sin/f  .     „  ,  „%vas"t       „  ,  „%vas"'t\  ̂  
/  £  ̂=  [a-X,  Q.o%st-\-a  A>  cosi  t-^a  A  cos5  r)£o4-  \aX  —j — \-a  A.  —;-, — \-a  A  — — —  jf, 

/  /    '        '         //  ,«        Il         III  > .»        w  s  /  '  ,,sinyV       „  ,,^in/7       .,    ,^inj*A •  (a  »J!)COS*i+a  Dî)  cos5  t-\-a  itî)  cosi  i)r;o-l-    ai)î)  — ; — \-a  w>  — ;; — \-a  W\>  — -;r—  «, 
'  \  s  s  s:     J 

,  ir^i         I    .     it^ii        II         iii^m         III  s»    ,    f  1^1  sms't        „_,^in^'7  .      ,„_,^inj"'A^ (aScosi<4-«S  co&s  t+a   S   cos5  t)(^f,-\-\a^  — -, — |-û  ̂   — ;; — ha  S  — i^^Ki- 

,,,    ,        ,       711,11        I,       im    III         m  v>        /ir    (Sins'V     ,„    „sin/V     ,,„    ̂ ms'"t\ 
r,  =  [O  X  coss  t-\-o  Jo  coss  t-\-b  A,   cos5  940+  (  b  A  — ; — \-b  -X  — - — \-b  A  — -^j—  If, 

f      \l          ̂ j<  ,w        /       TU  .11        II       Tw„in        «N          /T'nïSiniV      ,„    .,%ms"t      ,,„.„siny"A 
(27)/      -j-  (è  ll'o  C0S5  t-irbM'^coss  t-\-b  yS^  coss  t)rn,-\-  f  &  lO)'  — ;   \rbM\^  —^  +&  Hb  ■     J>î, 

^7'^(         '    ,   iii^ti         II    ,   iiii^iii         w  ̂ o    .    /'ï. -/Sin//^     ...^i^ini*/      jm„i»sin/"A^ 
•  (è  S  cos  5  ?+è  G  C0S5  f+i  £   cos s  /)^o+  (  è  ©  —7 — f-i  £•  — tt-  -1-  b^  —tt-  K  1  • 

t-       ri,'         '    .    Il  ,  I'         Il    .    lu  -,  w         III  s.    .    f  I  ,  ,sin*V       ,,  ,  „sin/'f       ,„  ,  „sin/°/\^ 
I  ̂  ̂  (c  A     CO%St-\-C  A    COSi  t-\-C    A,     C0S5    <)£o+  I  c  A,    — -J   \-C    -X      ;;   \-C    el^      jj—  ]?, 

/  ■  .w         '    .     (/  .//         ff        w  .m        w  N  f  I     /Sin/f       „     .,sin/V       „     ,^in/'A 
■{cVa   COSi^+Clt!)    C0S5  ?+C    D'o    COS.V    Z)r;o+      c  llb      ■   \-C   llb      ;   \-C    ift»      rr—   m, 

/  1^1         '    .    w^ff         »        m^iii         lu  NO        Z'  ,  ̂ ,sin/f       //„/rsini'V       o/„»sinf"'A^ 
■(c  S    C0S5f-|-C    S    COs/f+C    e     COS5^)i^o+(  c    G     ;   hC    ©^— 77-  +C    S       ;;p-    (^,. 

Si  l'on  fait  f  ̂   o,  les  conditions  initiales  sont  remplies  en  vertu  des  équa- 
tions de  conditions  (25  ;  et  (26). 

4.  Pour  former  les  valeurs  de  Ç,  «,  Ç,  on  peut  mettre  tant  de  termes 

qu'on  voudra  de  même  forme,  même  une  infinité  de  termes,  tous  les 

éléments  d'intégi'ales  définies  propres  à  représenter  les  valeurs  initiales 

On  pourra  donc  écrire  : 
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a.    .a.  a. 
a.     a.  a, '^    cScS 

i  a. 

jf"       =£^       v:;    ̂ ^-hS,    ̂  

+   +       + +  +  + 

O     Ô    .£ 

ji  0)     4      '^       co +        + +  +     + +  ++  + + 

\ 

"-i    ~^  O    -^ 

i  i-ir-irlh 
"^  0)      =1         ̂          0) 

+  + V  w 

+ -~  -^  %  L    ""  L 

8  S  i'    -aj 

\ 
+  +  +    +  T 

+  +  +  .+  .+ 
to  ">    'S.    a  V^    a  \  ■ 
o  o    o  .5       .a 
o  u  ̂ o    <«  I       «I 

"=f  -^^   (i)     fi        ̂  

■  +  +     +        + 

^ 

-\è 
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Toutes  les  intégrales  sont  prises  de  —  oc  à  +  oc. 

3.  On  peut  facilement  vérifier  que  ces  formules  satisfont  aux  équa- 

tions (i).  En  effet,  à  cause  de  l'exponentielle  commune,  si  l'on  substitue 
pour  Ç,  >i,  ̂  leurs  valeurs,  les  quantités  4^,,  SV.^,  3Ï.3,  <îl.|,  A,,  ̂ ,,  ̂ 3,  $j, 

'i'3,  se  reproduiront,  et  les  termes  affectés  de  cos*7  disparaîtront,  si  l'on  a 

Ia's^  =  ̂ ia'+  âi^b'  -f-  ̂ aC, b's'^  =  ̂ ia'+  DXlib'  +  <î,  c, 

c  s*  =  ̂ ,a'-f-  <?s  b'  +  SLsC. 

Or,  les  équations  (i  5)  doivent  être  satisfaites  par  les  quantités  .1',  \i'„',  £', 
/;  on  aura  donc 

/\Ç_i^l.'  +  ̂,\)!,'  -f-  ̂ ,G'  =  cl.'/', 
(3o)  }  ^j.i.'  -I-  3n.5ifi.'+  <S,  G'  =  -ui'  /% 

(  ^3=C  +  $3  ilL'  +  X3S'  =  G'  /^ 

Si  l'on  multiplie  respectivement  par  a',  h',  c',  et  si  l'on  a  égard  a  la  pre- 
mière des  conditions (28),  on  trouve,  en  ajoutant 

On  a  aussi 

v3a)  I  ^sc^"  +3ii.2i)»>"-|_  f  j  G"  =  afc'V», 
•f  ̂jjt"  -i-çp,    ift,"-|_3Hi3G"  =■  G"/'. 

Multipliant  respectivement  par  a',  b',  c',  ajoutant  et  ayant  égard  à  la 
troisième  des  conditions  (24),  on  trouve 

(;«)(^,a'+Jl,è'+^3C>r+(Aia'-l-0rt,fc'-^'i'3C>V'-)-(^,«'-f-'Psi'+0^3C-')G''=o. 
de  même  on  trouvera 

(34)(41_irt'+Ajè'+^3c')=l.'''+(A,fl+3î:,2è'-f-'-r3c')i)V''+(^,fl'+'Jt'8è'-t-c)î,3c')G'''=o. 

Si  maintenant  on  multiplie  les  équations  (3i),  (33),  '^34),  respective- 

ment par  a',  a!',  a'",  et  si  l'on  ajoute;  en  vertu  de  la  première  des  équa- 
tions (26)  et  des  deux  premières  des  équations  (25  ;,  on  aura 

^,a'  4-  Aib'  ■+-  ̂ 3c'  =  as'-. 

C'est  la  première  des  équations  (29).  On  démontrera  sans  peine  les 
autres.  On  voit  par  là  que  a',  b",  c',  comme  =i>',  nb',  G',  satisfont  à  des 
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t;quations  de  même  forme  que  les  équations  (i5  ,  mais  qui  ne  sont  pa 
les  équations  (i5). 

On  olitiendra  des  résultats  analogues  pour  a!' ,  b",  c",   à",  b"\  d" . 

Il  suit  de  là  que  les  rapports  des  quantités  «',  //,  c',  sont  déterminés 

comme  ceux  des  quantités  ,1.',  d'./,  £';  mais  ces  quantités  elles-mêmes  ne  le 
sont  pas.  En  effet,  si  dans  les  équations  de  condition  (aS)  on  fait  varier 

4.',  ifc',  C,  dans  im  certain  rappoit,  il  faudra  que  a',  h' ,  d ,  varient  dans 

im  rapport  inverse.  11  en  sera  de  même  pour  X' ,  Db",  3"  et  a",  b" .,  c", 

pour  X" ,  \)i>",  £"■  et  d" ,  h",  d";  et  alors  toutes  les  équations  de  condi- 
tion (^4)  seront  aussi  satisfaites.  Admettons  qu(>  toutes  ces  quantités 

soient  réelles,  comme  on  le  verra  plus  tard  ; 

On  peut,  si  l'on  veut,  fixer  les  valeurs  de  toutes  ces  quantités  en 

prenant 

(35)     a'^  +  b'-  4-  c'-  =  I ,     a'"^  -h  b"'^ -+-d-=  1 ,     u""^  +  b""-  +  d"-  =  i . 

On  peut  concevoir  une  droite  menée  par  l'oi-igine,  de  manière  à  faire 
avec  les  axes  coordonnés  des  angles  dont  les  cosinus  soient  a',  b',  d,  et 
deux  autres  droites  déterminées  comme  la  première  par  les  valeurs  de 

a",  b",  d' ,  a'",  b'",  d".  On  aura  ainsi  trois  nouveaux  axes,  obliques  en 

généra] . 

Remarquons  maintenant  que  s',  s",  s'",  en  vertu  de  l'équation  (17)  et 
de  la  composition  des  coefficients  J^,,  SK',,  3(^3,  ̂ 2,  'JP3,  ̂ 3,  ̂ ,,  Sx.,,  Si^, 
sont  des  fonctions  homogènes  du  premier  degré  en  u,  v,  w^  En  vertu 

des  équations  (35)  et  d'équations  telles  que  les  équations  (2g),  a',  b',  d, 
a",  b",  c",  a'",  b'",  d",  sont  des  fonctions  homogènes  de  degré  nul.  Il  en  est 
de  même  des  quantités  a',  ub',  £',  ._l,",Db",  S",  x'",-^",  £" .  De  plus,  à  cause 
des  équations (35),  les  quantités  a',  b',  d,  a",  etc.,  ne  seront  jamais  infi- 

nies; il  en  sera  de  même  de  a/,  ̂i^>',  £',  A,",  etc.  ;  car,  si  par  exemple  A' 

était  infini ,  Tib'  et  £'  le  seraient  en  même  temps  à  cause  de  leurs  rap- 
ports constants  avec  X',  et  a',  b',  d  seraient  simultanément  nuls,  à 

cause  de  la  première  des  équations  (aS),  et  ne  pourraient  satisfaire  à 
la  |)reiuière  des   équations  (35). 

(».  On  peut  vérifier  que  les  expressions  (28)  satisfont  aux  conditions 

initiales,  pourvu  que/i^r,  j,  s^,y:  jt,  j,  z),fja:,j,  r),  i/x,  y,  z\ 

faC-^^jr»  z)>  U{x,y,  z)  soient  les  valeurs  de  0,  n,  ̂,  ̂ ,  ̂̂ ,  ̂  pour  t=o. 
Tome  V.  —  Janvier  1840.  2 
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En  effet,  si  l'on  pose  t  =  o  dans  les  formules  (28  i,  les  sinus  deviennent 
nuls;  les  cosinus  prennent  la  valeur  i .  Dans  la  valeur  de  ̂   le  coefficient 

def,{A,  pL,  v)  devient  égal  à  i  ;  les  coefficients  des  autres  fonctions  s'éva- 
nouissent en  vertu  des  équations  de  condition  (2  3)  et  (24).  Donc,  d'après 

la  formule  de  Fourier  étendue  à  trois  variables,  Ç  se  réduit  kf,(a:,j^,z), 

qui  est  sa  valeiu"  initiale.  Il  est  facile  de  voir  que  ~  seréduit  àf,(x,^,z), 

parce  que  les  sinus  et  cosmus  se  changent  en  cosinus  et  sinus  par  la 

différentiation.  La  vérification  est  la  même  pour  >i  et  ̂ . 

7.  Cela  posé,  pour  interpréter  les  expressions  (28)  dans  leur  état  gé- 
néral, nous  observerons  que  les  diverses  parties  des  intégrales  sont  de  la 

forme 

(36)      ,-^/'"   /■"    /'"    /■"   /'"   /■*eW-^)+^^-")+->-'»»/-'.cos.v./(.,^,/./„rf.w/<..^../^./,, Ov'  J — xJ —xJ —X'' —  ccJ —xJ —X 

,0   '  '      r^-    r--^    i^r-     1-^     r'-^    r^     i;„(;a-_x^+,.(r_jii)+Wi;3-ïi]l/— i    sin  st  s,     ,     ,     ,     ,     . 

3?  0-1/  /  /  /  /  /         ̂   -rv/     ̂ ^-1-.  ^   f{x,u,,)du  di>dw,lxdfid.; '  ihr',/ — y,J  —  xJ  —  xj  —  xJ — xJ — X  s 

cette  dernière  rcAieiit  à 

&r','oi' — it.' — xJ  ~  xJ  —xJ — cci'  —  00 

Il  suffit  donc  de  considérer  d'abord  l'intégrale  (36)  dans  laquelle 

f(h,  fx,  V)  désigne  une  fonction  quelconque  des  variables  A,  ̂m,  y;  i'  et  « 
des  fonctions  homogènes  de  u,  v,  w.  la  première  du  premier  degré,  la 

seconde  de  degré  nul. 
Posons 

ix  —  A  =  ap 
 =  f  cos  «ar, j  —  a  =  ê(0  =  p  sin  '3r  cos  9, 

s  —  V  =  ̂ p  ̂   p  sin  -ar  sin  9  ; 

p  sera  le  ravon  vecteur  mené  du  point  J^,  ) ,  zi  au  point  dont  les  coor- 

données sont  A,  w,  c  ;  'ZJT 4- ■;t  sera  l'angle  qu'il  fait  avec  l'axe  des  x;  ô 

l'angle  que  fait  avec  le  plan  des  x,j^  le  plan  qui  passe  par  l'axe  des  x  et 
par  le  rayon  vecteur;  a,  S,  y,  désigneront  les  cosinus  des  angles  du 
rayon  vecteur  avec  les  axes  des  a:,  des^,  des  z,  pris  en  signes  contraires. 
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Transformons  encore  les  quantités  u,  v,  w,  regardées  comme  les  coor- 

données rectangidaires  d'un  point  en  d'autres  coordonnées  rectangu- 
laires, et  remplaçons 

/  ic  par  an  -H  a'f  -t-  a"iv, 

(4o)  <  i'   par  en  -(-  ê't'  ■+■  &'w, 

y  w  par  yn  -+■  y\>  -\-  y'  w. 

La  quantité  u{x — A)  4-  v{j — lu)  +  w{z — v)  deviendra  pu.  En  dési- 
gnant pour  abréger  par  x(p)  ce  que  devienty(A,  iul,  r),  nous  aurons 

(4i)  J'Kx  —  ap,  j—  êp,  z—yp)  =  x(p), 

et  l'intégrale  (36)  prendra  la  forme 

(42)  ̂ ,  /       I      f       i  II         c^"  \co%stx,{p]f^  >lii  df  dw  d'-ûns:  d^  M, OTT  Jo     .'o  l'o      •' — ca  J  —  v.J — y. 

dans  laquelle  a  et  s  seront  des  fonctions  homogènes  en  11,  c,  w.  de  même 

degré  qu'avant  la  transformation. 
Soient  maintenant 

(43)  V  =  pu,     u'  =  (/M ,     cii>  =  udp ,     dw  =  udq  ; 

on  aura,  à  cause  de  l'homogénéité  selon  le  signe  de  n, 

(44)  s  =  ±1  nu ,     a  ̂   ni;  [ * ] 

n   et  ni  désigneront  des  fonctions  de   p  et  q  seulement.    L'intégrale deviendra 

(45)0-3/        I     f      I         I         I       c^  'mcosuntx(p)f''i''  dp  d/j  du  dpsin'adz!-  dS. 

[*]  A  cause  de  la  fornae  des  quantitts  41,i  -i  311»,  OZ3,  'JP,....  ,  par  la  transformation 

indiquée,  ce  sera  le  facteur  11'  qui  deviendra  commun  à  tous  les  termes.  Par  suite,  d'a- 

près l'équation  (17),  s  sera  véritablement  de  la  forme  n  [u'Y .  On  devra  donc  prendre 
-}-  nu  quand  u  sera  positif,  —  nu  s'il  est  négatif.  De  même ,  à  cause  des  équations  (35), 
»,  qui  représente  des  quantités  de  la  forme  «-A-,  ail!),  sera  de  la  forme  m[u')"  =  m,  dans 
tous  les  cas. 
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Oi  peut  se  débarrasser  du  facteur  u-  en  écrivant  sous  la  forme 

(46)     0—5-;-    /II/  II'''  m  coslunt)  x(p)— fiu  dpil<i  d^î.'in'S!  di:^  clh; Htt^  df^  J  o    JoJo    J— œ. '—»./  — X  '     «* 

gfK     I  ̂   cosp//  H-  \/—  I ,  sinpM, 

e'"        '  cosiint)  =^  cospu  cosunt  4-  \'' —  i  sin pu  cos imt. 
cos  u  h  —  nt]  +  cos  u  \s  +  «/; 

cosc?^  cos  unt  :=   i   '■   . ■  2 

La  partie  imaginaire  disparaîtra  de  l'intégrale  parce  que  u  entre 
—  00  et  +  32  donnera  pour  sin  u  des  valeurs  égales  et  de  signes  con- 

traires. Les  éléments  de  l'intégrale  multipliée  par  V^ — 1  se  détruiront 

deux  à  deux,  et  l'on  aura,  au  lieu  de  l'intégrale  (46\  la  somme  de  ces 
deux  autres  : 

Un)   7^-7^-1/        II)  /  /        cosu(f—nt)^x{p)d"dpdcjdçsinz,dz:di, 
*^"        dt^liyps-^Jo    JoJoJ—xJ—xJ—x  n^ 

d'       I        /*2t   i^t   /^:c  /^  oc      /^  oc      /'ce  ///n? 

(48)— — -TT-i/        \      I      I  1  1        co%ii{^+nt)-^xç)dudpdqdr.imid-^d(i. ^^  '       dt^xKiTi^Jç,     Jo  i' o  i'— 3o>'  — cet'— OC  n 

Si  dans  la  première,  nous  considérons  seulement  les  intégrations  rela- 
tives à  ̂^  et  à  ):,  nous  aurons  par  la  formide  de  Fourier, 

(49)  ̂ \^  \2^ co%  wp—utY-xif^dii dp  =:  t-x i «0  ' 

et  l'intégi'ale  (47)  deviendra 

(50)  — 7^8^/      /    /        /       t'inx{nt)dpd(]s'm-7rdnrc/9. 

Si  dans  l'intégrale  (49)  on  remplace  p — nt  par  p-\-nt  sous  le  signe 

cos,  elle  s'évanouit,  parce  que  la  valeur  p=: — nt  n'est  pas  comprise  entre 

les  limites  de  l'intégration  par  rapport  à  p.  Ainsi  l'intégrale  4^  dispa- 

raît, et  l'intégrale  5o)  représente  toute  la  valeur  de  l'intégrale  !^& .  Il 
faut  réduire  encore  l'intégrale  quadruple. 

8.   Pour  y  parvenir,  observons  que  les  racines/^,  s"-,  s'"-  de  l'équa- 
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tion  (  1 7  j  doivent  être  réelles  et  positives  pour  toutes  les  valeurs  de  »,  c,  w; 

autrement ,  la  propagation  n'aurait  pas  lieu;  car  les  cosinus  et  sinus  de 
l'un  des  arcs  Vt,  s"t,  s"'t,  se  transformeraient  en  exponentielles  réelles  et 
croîtraient  indéfiniment  avec  le  temps;  par  suite  les  quantités  0,  rt,  ̂,  ne 

resteraient  pas  très  petites ,  ce  qui  est  contraire  aux  conditions  de  la  mise 

en  équation.  Si  donc  nous  laissons  s-  pour  désigner  l'une  quelconque  des 
trois  racines,  nous  aurons 

(5i)  s  =  F(u,  V,  w) , 

et  la  fonction  F  prendra  une  valeur  réelle  poiu-  toute  valeur  de  //,  i',  w; 
par  la  transformation  v^=pii,  ir  =^qu,  nous  aurons 

1 52  i  s  =  ±  uFi  I ,  p,  f/),     n  ̂ F(i,  p,  q); 
donc 

(53)  iif  =  tF{ I , p,  (j),  nt  —  F (<,  Ip,  tq). 

Observons  encore  que  si  l'on  regarde  u,  v,  w,  comme  les  coordonnées 

rectangulaires  d'un  même  point  de  l'espace,  et  si  l'on  fait  la  quantité  s 

constante,  l'équation  (5 1)  représente  une  surface  qu'un  rayon  vecteur 

mené  de  l'origine  ne  peut  rencontrer  qu'en  un  point;  car  si  l'on  prend 
«  =:  «ï. ,  v^=  bt,  w  ̂   et,  on  aiu-a 

(54)  s  =  x,¥{a,b,c\     ï.= 

F(n,6,rV 

Il  n'y  aura  qu'une  valeur  de  t  pour  chaque  système  de  valeurs  de  a,  h,  c. 

foutes  les  surfaces  ainsi  comprises  dans  l'équation  (5i)  sont  sem- 
blables entre  elles  ;  et  en  vertu  de  l'équation  ̂ 54)  il  en  peut  passer  une  par 

chaque  point  de  l'espace  ;  car  il  existera  toujoin-s  luie  valeur  de  s  conve- 

nable pour  que  x  devienne  le  rayon  vecteur  de  tel  point  qu'on  voudra 
dans  la  direction  déterminée  par  les  cosinus  a,  b,  c. 

On  peut  remarquer  aussi  que  s  a  une  valeur  finie  pour  des  valeurs 

finies  lie  »,  i»,  w.  Il  suffit  [lour  s'en  convaincre  de  considérer  la  forme 

de  l'équation  (17).  Donc,  F(rt,  /;,  c)  n'aura  jamais  une  valeur  infinie. 

D'après  ces  considérations,  les  surfaces  comprises  dans  l'équation  (5i) 
peuvent  entrer  dans  un  système  de  coordonnées  et  servir  à  transformer 

les  intégrales.  Nous  pouvons  concevoir  que  chaque  point  de  l'espace 

soit  déterminé  :  i"  par  une  surface  comprise  dans  l'équation  (5i),  pour 
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une  certaine  valeur  de  s  qui  sera  l'une  des  coordonnées;  2"  par  un  |jlaii 
perpendiculaire  à  l'axe  des  u  ;  3"  par  une  coordonnée  quelconque  prise 
dans  ce  plan.  En  effet,  la  coordonnée  s  et  la  coordonnée  u  détermine- 

ront une  ligne  coiu-be,  et  la  troisième  coordonnée  déterminera  nn  point 
sur  cette  ligne  courbe. 

Entre  quelles  limites  ces  coordonnées  devront-elles  varier  pour  éten- 

dre une  intégrale  triple  à  tous  les  points  de  l'espace  ?  Si  l'on  regarde 
d'abord  comme  constantes  les  coordonnées  u  et  s,  la  troisième  coordon- 

née, quelle  qu'elle  soit,  devra  varier  entre  des  limites  telles  qu'elles 
donnent  tous  les  points  de  la  courbe  d'intersection;  si  l'on  fait  varier  en- 

suite la  coordonnée  ii,  on  aura  toutes  les  intersections  de  la  surface  par 

un  plan  perpendiculaire  aux  u,  et  cette  coordonnée  devra  être  comprise 

entre  les  valeurs  qui  déterminent  parmi  ces  plans,  les  deux  plans  tan- 

gents extrêmes  ;  on  devrait  encore  partager  l'intégrale  pour  toutes  les  va- 
leurs de  u  qui  rendraient  le  plan  tangent  à  la  surface  des  u,  c,  iv.  On 

aura  ainsi  tous  les  points  de  cette  surface.  Enfin,  en  faisant  passer  .v  de 

o  à  ce,  la  surface  passera  par  tous  les  points  de  l'espace  [*]. 

On  pourrait  encore  s'y  prendre  autrement.  Après  avoir  obtenu  tous 
les  points  de  la  courbe  d'intersection  par  la  variation  de  la  troisième 

coordonnée,  on  pourrait  faire  varier  s;  alors  la  courbe  s'agrandirait 
ou  se  rétrécirait  dans  son  plan.  Elle  se  réduirait  en  général  à  xui  point, 

si  la  valeur  de  s  était  une  de  celles  qui  correspondent  au  contact.  Pour 

s  =  ce,  elle  s'étendrait  à  l'infini;  il  faudrait  donc  faire  varier  s  depuis  la 
plus  petite  valeur  qui  donne  un  contact  jusqu'à  oc;  on  devrait  aussi, 

dans  certains  cas,  partager  l'intégrale  pour  les  contacts  intermédiaires 
s'il  y  avait  solution  de  continuité.  Enfin,  il  faudrait  faire  varier  u  de 

—  ce  à  ce  pour  que  le  plan  parcourût  tout  l'espace. 
Si  nous  faisons  u  =  t.,  nous  aurons 

(55)  *  =  F(/,  V,  w). 

Si  nous  reprenons  v  =  tp,  w  =  tq,  nous  aurons 

(56)  nt  =  F{t,  tp,  tcfi  —  F{t,  V,  w)  ; 

[*]  Cette  manière  de  prendre  les  limites  se  rapporterait  à  une  autre  méthode  pour 

traiter  la  question.  J'ai  préfère  la  deuxième  dans  la  suite  du  Mémoire ,  parce  qu'elle  mène 
un  peu  ))lus  rapidement  au  même  résultat  que  la  première. 
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et  si  nous  remplaçons  lit  par  s,  pour  abréger,  l'intégrale  (5o<  cle^ienclra 
V     .  (P.      /'27I    l'a    /•  ce       /.ce 

setco  sont  composées  comme  précédemment,  excepté  que  u  est  rem- placé par  t. 

Or,  on  peut  concevoir  que  i'  et  w  soient  deux  coordonnées  rectangu- 
laires qui  déterminent  tous  les  points  du  plan  dont  l'équation  est  «  =  ̂  

Pour  transformer  l'intégrale,  on  peut  déterminer  autrement  la  position de  ces  points.  Nous  imaginerons  qu'on  prenne  s  pour  l'une  des  coordon- 
nées. Chaque  valeur  de  i' déterminera  une  courl^e  dont  l'équation  sera 

s  =  F{t,  V,  w),  et  qui  sera  l'intersection  du  plan  u=t  avec  la  surface 
s  =  F(«,  V,  w).  La  portion  du  plan  u  =  t  comprise  entre  deux  courbes 
correspondantes  à  .  et  à  .  H-  ds,  sera  la  dilïérentieile  de  l'aire  de  la 
courbe  correspondante  à  la  valeur  de  s  que  l'on  considère.  Soit  cette 
aire  représentée  par  =r,  sa  différentielle  sera  %  ds.  Cette  portion  de  sur- 

face infiniment  petite  sera  partagée  par  la  seconde  coordonnée,  cpielle 

qu'elle  soit,  en  parties  que  nous  pouvons  représenter  par  J"  '''d.s.    Tel 
sera  l'élément  différentiel  de  la  surface  du  plan  u  =  t.  Cet  élément  dev  ra 
remplacer  dv  dw.  L'intégration  relative  à  s  devra  s'étendre  depuis  la  plus petite  valeur  de  .v  pour  laquelle  la  surface  donnée  par  l'équation     S.  , 
touche  le  plan   ic  =  t,  jusqu'à  .  =  -^.  La  plus  petite  valeur  que  l'on puisse  donner  à  s  satisfera  en  général  aux  conditions 

q...  donneront  pour  ̂   et  w,  et  par  suite  pour  .,  des  valeurs  proportion- 
nelles a  t;  on  aura  donc  une  expression  de  la  forme  s  =  N/  pour  la  plus 

petite  valeur  de  s.  D'ailleurs  l'intégration  qui  se  rapporte  à  cT  doit  être étendue  à  tout  le  contour  de  la  courbe  dont  l'équation  est 

(^9)  "  s  =  F(f,  V,  W), 
dans  le  plan  u  =  /. 

L'intégrale  (^57)  deviendra  ainsi 
(60) 
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dû  est   maintenant  une  fonction  homogène  de  degré  nul  de  /,  s,  et  de 

la  coordonnée  à  laquelle  se  rapporte  la  caractéristique  S- 

Soit  maintenant  l'intégrale  définie 

(61')  icD^    j   =  (fifj,    S), 

<p  {t,s)  sera  luie  fonction  homogène  du  premier  degré  en  t  et  en  s.  L'in- 
tégrale (60)  deviendra 

1 62^1  —  -j-,ô--,i  I     /!(■«')  <P (^?  •S'  I  ̂•^  sin-js-  dtsr  dd. 

Si  l'on  effectue  la  double  différentiation  indiquée,  et  si,  pour  abréger, 
on  pose 

^53^,  Jl^  =  ̂ (^,  s\      — ^  =  <p"(^  s); 

si,  déplus,  on  observe  que  les  principes  de  l'homogénéité  donnent 

(64)         ;p(r,  N?)=<^(i,N),  (p\t,-^t)—(p\\,^\  ^"(>,  jNY)=^9"(i,N),       , 

on  trouvera,  au  lieu  de  l'intégrale  (62),  l'expression 

(65)  ̂   /J"  /J>'[^  ̂̂ ^<'(i,N)4-a;(N0<P(i,N}+;k{N/)^'(.,^-)  —  /^^^,A:W^"(^^)'/-']sin^  ̂ -^  rfé. 

Si  l'on  fait  s  =  <^',  on  aura 

et  par  suite  l'mtégrale  (65  1  sera  remplacée  par  la  somme  des  quatre  m- 
tégrales  suivantes  : 

/        (TT  /''''/''N^<P('i,Ni'^  v(N<isin'3rr/'3r/r/^ I  O^T*  i/o     .'0  ^  '  dt       ̂  

) -H   q\  /^' /''N  (pi  i,N)%(Nf')sin'Zîrrf'ar(7Ô 

(67;  <^  , 

1+  g^j^'"'/^''N(p'ii,N)%(NOsin^./.t«r^« 

\ —  s~»  /      /    /     -X.(^-^)?"(ij'^' )^•*''siIl'^''''^^^• 

Telle  est  la  réduction  de  l'intégrale   36  . 
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9.  L'intégrale  (38)  à  laquelle  se  ramène  l'intégrale  (37),  ne  sera  pas 
plus  difficile  à  obtenir.  On  aura  un  résultat  de  même  forme  que  l'inté- 

grale (65)  qu'il  faudra  multiplier  par  clt,  et  intégrer  depuis  o  jusqu'à  t. Il  suffira  donc  de  faire  la  même  opération  sur  chacune  des  inté- 
grales {6'J^. 

10.  Nous  allons  maintenant  examiner  les  intégrales  dans  le  cas  où 

l'ébranlement  initial  aurait  été  circonscrit  dans  une  certaine  portion  de 
l'espace  autour  de  l'origine  des  coordonnées,  et  où  le  temps  t  serait  de- venu très  grand  [*]. 

Pour  introduire  cette  condition  dans  le  calcul,  nous  concevrons  que 
les  fonctions  arbitraires  s'évanouissent  toutes  les  fois  que  les  variables 
se  rapporteront  à  un  point  situé  hors  des  limites  de  l'ébranlement  pri- 

mitif. kms\J{x,j,  z),  par  exemple,  aura  une  valeur  très  petite  entre 
ces  limites  et  nulle  au-delà. 

Si  pour  savoir  quels  sont  les  points  de  l'espace  en  mouvement  après 

le  temps  t,  nous  prenons  les  expressions  de  J ,  J* ,  ̂J,  les  intégrales  de 
la  forme  (67)  y  donneront  des  intégrales  de  la  forme 

ù^  flfl  ̂^  (  ^  '  ̂  )  ï  '^(^^)  «i"-^  ̂ ^  ̂^' 

D'après  Ja  remarque  du  n"  9,  l'intégrale ',37)  ou  (38)  donnera  des  ex- 
pressions analogues.  Il  y  aura  seulement  une  difFérentiation  de  moins 

par  rapport  au  temps. 

[*]  A  proprement  parler,  c'est  la  quantité  Nf  que  l'on  regarde  comme  très  grande  et 

comparable  à  une  très  grande  distance  r  de  l'origine  à  un  point  (x,  y,  z).  Il  sera  aise  de 
s'en  apercevoir. 

Tome  V.  —  Jamvier  1840.  3 
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Si  nous  nous  bornons  à  la  partie  la  plus  considérable  de  ces  ex- 

pressions, à  celle  qui  contient  le  temps  en  facteur,  nous  aurons  à  con- 
sidérer seulement  des  expressions  de  la  forme 

(69)  8^  pjf^  N<  <p(  I ,  N)  ̂  %(N0  sin  -ar  d'sr
  dQ, 

(70)  ̂ -fjflm<p{i,-^)''~  xm^m'urd^S-, 

or,  d'après  l'équation  (40'  ̂ ^  fonction 

(71)  y^{^m)=f{x—a.m,  j—Ç^t,  z—ym). 

Elle  n'aura  de  valeur  qu'autant  que  les  quantités  x — a.'^t,j — Ç^t, 
z — ^N^,  considérées  comme  trois  coordonnées  A,  ju,  v,  seront  com- 

prises entre  les  limites  de  l'ébranlement  primitif;  mais  après  la  transfor- 
mation des  A,  w,  y  en  p,  (zs-  et  9,  les  valeurs  de  p,  iep  et  9  doivent  être  com- 

prises entre  des  limites  qui  se  rapportent  à  la  même  partie  de  l'espace 

pour  que  la  fonction  x(p)  ne  soit  pas  nulle.  D'après  cela,  si  pour  des  va- 
leurs attribuées  à  'ZJt  et  â  de  manière  à  ce  que  le  rayon  vecteur  traverse  la 

partie  de  l'espace  où  s'est  fait  l'ébranlement  primitif,  la  quantité  N/  ne 

se  trouve  pas  égale  au  rayon  vectein-  f>  d'un  point  de  cette  partie  de  l'es- 
pace, l'expression  X(N/^)  aura  une  valeur  nulle;  donc  l'intégrale  (69) 

sera  nulle  aussi  si  la  surface  dont  l'équation  est 

(72)  p  =  m 

ne  rencontre  pas  la  partie  de  l'espace  primitivement  ébranlée. 
Elle  n'aura  de  valeur  sensible  que  pour  les  éléments  correspondants 

aux  points  de  cette  surface  ,  compris  dans  le  lieu  de  l'éljranlement initial. 

Or,  d'après  la  transformation,  p  exprime  la  distance  du  point  x,j,  z, 

au  point  A,  w,  i'  ;  donc ,  réciproquement ,  pour  tous  les  points  de  l'es- 
pace qui  ne  seront  pas  à  une  distance  d'un  des  points  A,  u,  v,  égale  à 

Ni,  l'élément  de  l'intégrale  relatif  aux  valeurs  correspondantes  de  /nr  et 
ô  sera  nul. 
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Il  suit  de  là  que  pour  connaître  les  points  de  l'espace  en  mouvement 
après  le  temps  t,  il  faut  déplacer  la  surface  p  =  N<  parallèlement  à 

elle-même,  de  manière  que  l'origine  du  rayon  vecteur  p  se  promène 

dans  toute  la  portion  de  l'espace  où  l'ébranlement  initial  a  eu  lieu.  Il  y 
aura  une  surface  enveloppe  extérieure  et  ime  surface  enveloppe  inté- 

rieure à  la  surface  p  =  N<,  dans  ses  diverses  positions,  et  les  points  de 

l'espace  non  compris  entre  ces  deux  surfaces  enveloppes  seront  en  re- 

pos, si,  d'ailleurs,  d'autres  intégrales  que  l'intégrale  (69)  ne  donnent 
rien  pour  ces  points. 

La  propagation  se  fera  donc  suivant  ime  onde  et  les  dimensions  des 
surfaces  limites  de  cette  onde  croîtront  évidemment  avec  le  temps. 

La  vitesse  de  propagation  de  l'onde  sera  constante  dans  chaque 

direction,  du  moins  tant  qu'on  ne  considérera  que  l'intégrale  (69^. 
Elle  changera,  au  contraire,  avec  la  direction,  à  cause  de  la  variabilité 
deN. 

On  pourra  appliquer  des  raisonnements  semblables  à  toutes  les  par- 
ties des  expressions  (28)  ;  ainsi  la  propagation  du  mouvement  par  une 

onde  n'est  pas  douteuse. 
1 1 .  Occupons-nous  maintenant  des  coefficients  <p  ( i ,  N  ). 

La  fonction  (p[t,  s)  est  donnée  par  l'équation  (59), 

(73)  .        fo>S'%  =  <P[t,s). 

Quand  le  temps  t  est  très  grand ,  un  point  x ,  j,  z  où  l'ébranlement 
est  parvenu  ,  est  très  loin  de  l'origine  des  coordonnées.  Les  valeurs  de 
'sr  et  5  diffèrent  très  peu  des  valeurs  FI  et  0  qui  se  rapportent  à  la  direc- 

tion du  rayon  vecteur  r  mené  de  l'origine  au  point  x,  y,  z.  Par  suite , 
a>  diffère  peu  de  la  valeur  H,  qui  est  ce  que  devient  a»  quand  on  y  rem- 

place «za-  et  9  par  FI  et  0. 
De  plus,  observons  que  nous  voulons  calculer  (p  [t,  s)  pour  y  faire 

ensuite  s  =^1.  En  vertu  des  équations  (58),  cette  valeur  répond  en  gé- 
néral au  cas  où  le  plan  u=z  t  serait  tangent  à  la  surface  .y  =  Fin,  v,  w); 

car,  à  cause  des  équations  citées,  —  et  y-  seraient  nuls.  Donc  il  nous  suf- 

fit de  considérer  le  cas  où  la  surface  s  un  peu  différente,  donnerait 

pourtant  une  section  très  petite.  Les  points  de  contact  de  cette  section 

3.. 
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seraient  très  rapprochés  les  uns  des  autres  [*] ,  et  par  conséquent  n  va- 
rierait très  peu  pour  ces  différents  points  ;  donc  on  peut  faire  sortir  H 

de  l'intégrale  qui  se  rapporte  à  la  caractéristique  «Ten  lui  donnant  la 

valeur  qu'il  prendrait  à  la  limite  s  —  N<,  l'équation  (73)  deviendra 

(74)  ç[t,s)  =  nfy£  =  a^.       n 

(T  s'évanouit  pour  ̂ =  N/,  mais  sa  différentielle  ̂   ne  s'évanouit  pas  dans 
la  même  hypothèse.  Il  serait  facUe  de  faire  voir  en  vertu  des  équa- 

tions (58),  que  c'est,  en  général,  le  quotient  que  l'on  obtient  en  divisant 

par  ds  l'aire  de  l'ellipse  caractéristique  [***]  de  la  surface  s  =  ¥{u,  v,  w). 
Quand  le  plan  tangent  devient  perpendiculaire  à  la  direction  de  l'axe 
des  u,  ou  plutôt  à  la  direction  du  rayon  vecteur  r  qui  diffère  très  peu 

de  la  première ,  le  calcul  de  —  n'offrira  donc  aucune  difficulté,  et  la  va- 

leur de  cette  quantité  s'exprimera  au  moyen  des  coefficients  différen- 

tiels du  deuxième  ordre  de  la  surface  des  u,  i>,  tv.  Soit  donc  -f  =  -^(t,  s) 
à  la  limite ,  on  aura 

(75)  (p(i,N)  =  a4(i,N), 

et  l'intégrale  (69)  deviendra 

(76)    «b  ̂'  nfi  ̂-^ ( '  '  ^)  £ '^(^^) ^"^-^  '^'^  ^Q- 
On  pourrait  même  écrire  N-\/.(i,  N)  hors  des  intégrations  en  y  rempla- 

çant -jsr  et  5  par  FF  et  0. 

D'après  la  forme  des  intégrales  (36)  et  (37)  comparées  aux  intégrales 
(28),  ùù  représente  des  quantités  telles  que  a-A.,  «nî,,  etc.  Ces  quantités 
sortiront  donc  des  intégrales. 

Si  maintenant  on  considère  luie  nappe  particulière  de  la  surface  s. 

[*]  Ainsi  que  du  ])oint  qui  repondrait  au  contact. 

[**]  0.  devient  aussi  indépendant  de  ?  à  cause  de  l'homogénéité. 
La  position  du  point  de  contact  de  la  surface  j-  avec  le  plan  u  ̂   i  est  indépendante  de 

la  direction  arbitraire  des  axes  des  nouveaux  v  et  «•  ;  pai'  suite  la  valeur  de  Cl  en  est  aussi 
indépendante.  Il  est  aise  de  s'en  assurer. 

[***]  M.  Charles  Dupin. 
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celle  qui,  par  exemple,  répond  à  s"  des  intégrales  (28),  pour  que  les 

valeui's  des  parties  correspondantes  de  ̂  ,  t^  ,  ̂  ,  déduites  de  ces  inté- 

grales ne  soient  pas  nulles,  on  devra  avoir  p  =  Wt  en  désignant  par  N'< 

ce  que  nous  avions  représenté  par  N<.  Comme,  en  général ,  /'  et  s'"  sont 
différents  de  s',  les  valeurs  correspondantes  Wt,  Wt  différeront  sensi- 

blement de  Wt,  en  sorte  que  les  parties  des  intégrales  où  entrent  s"  et 

s'"  disparaîtront  si  les  parties  où  entrée  subsistent,  et  les  valeurs  de 

■^,  ̂  ,  "7-  déduites  des  intégrales  (28)  seront  proportionnelles  à  a',  h',  d 

qui  seront  sortis  des  signes  f  en  vertu  de  la  réduction  exposée  précé- 
demment. Par  conséquent,  la  vitesse  de  vibration  aux  points  x, y^  z  de 

l'onde  dans  la  direction  déterminée  par  17  et  0  sera  parallèle  à  la  droite 

déterminée  par  les  cosinus  «',  h' ,  c',  quand  on  a  remplacé  'zsr  et  5  par 

n  et©.  Pour  la  même  direction  déterminée  par  H  et©,  la  nappée'  de 

la  surface  s  donnera  aussi  un  mouvement  vibratoire  pour  d'autres  points 

X,  y,  z  donnés  par  la  rencontre  de  la  surface  p  =  N'7  avec  le  rayon 
vecteur  indéfini  mené  dans  la  direction  FI,  0;  et  les  vibrations  seront 

parallèles  à  la  direction  constante  a",  h",  c"  ;  on  raisonnera  de  même 

pour  s"  et  d\  b'%  c'" .  Ainsi  l'onde  aura  trois  nappes.  En  général  les 
points  situés  sur  un  même  rayon  vecteur  aiu'ont  des  vitesses  de  vibra- 

tion parallèles  entre  elles  dans  la  même  nappe,  et  parallèles  respecti- 

vement pour  les  trois  nappes  à  trois  directions  a',  Z»',  c';  a!',  h",  t";  à\ 
h'",  c'"  ;  fonctions  de  la  direction  du  rayon  vecteur.  C'est  ainsi  que  le 
mouvement  se  trouve  polarisé  quand  le  temps  est  devenu  considérable 

par  rapport  aux  dimensions  de  la  partie  de  l'espace  dans  laquelle  le mouvement  initial  a  eu  lieu. 

12.  Les  résultats  ne  sont  pas  toujours  aussi  simples.  Il  peut  se  faire 

(jue  la  surface  des  11,  v,  w  devienne  plusieurs  fois  tangente  au  plan 

u=zt  pendant  que  .y  passe  de  o  à  -|-  oc.  Alors  la  fonction  <j  changera 

plusieurs  fois  de  forme  sans  cesser  d'être  continue.  Mais  on  tloit  la  diffé- 
rentier  par  rapport  à  s;  sa  différentielle  ne  sera  pas  continue;  il  faudra 

donc  partager  l'intégrale  relative  à  s  toutes  les  fois  que  cette  circons- 

tance se  présentera.  Ainsi  dans  l'expression  (62),  au  lieu  d'une  seule 

sonnne  de  la  forme  /     ,  on  aura,  par  rapport  à  s,  plusieurs  sommes 
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11  r^''       r^>'       r^  .    ,    .    ,      .       , 
telles  que   /         ~^    1  ■      ~^    1        ̂ ^  après  les  intégrations,  la  partie 

du  résultat  qui  se  rapportera  à  la  limite  supérieure  de  l'une,  ne  sera  pas 
détruite  par  la  partie  qui  viendra  de  la  limite  inférieure  de  la  suivante, 

à  cause  de  la  discontinuité.  On  aura  donc  pour  N,<,  Nj^...,  des  résul- 

tats semblables  à  ceux  qu'on  a  trouvés  pour  Nf .  Il  peut  donc  arriver 

que  l'onde  ait  plus  de  nappes  que  la  surface  des  u,  v,  w. 
13.  Lorsque  le  temps  t  est  devenu  très  considérable,  les  points  de 

l'espace  ébranlés  sont  sur  l'une  des  surfaces  comprises  dans  l'équation 

p  =  'St  dans  laquelle  le  rayon  vecteur  p  part  du  point  dont  les  coor- 
données sont  A,  /u,  V.  Nous  allons  chercher  l'équation  de  ces  surfaces 

par  rapport  aux  coordonnées  primitives. 

Reprenons  les  équations  (Sg),  la  transformation  (/jo),  les  conditions 

(58)  et  la  relation  qui  en  résulte  entre  set  t;  joignons-y  l'équation  (72)  ; 
accentuons  les  nouveaux  u,  v,  w  pour  les  distinguer  des  anciens  et  rem^ 

plaçons  u'  par  t  ;  nous  aurons 
X  —  A  =  ap, 

(77)  {y-'^  =  ̂h 

!u  =  at  -\-  af
v'  -f-  a"iv', V  =  ̂ t  -\-  Q'v'  -t-  Q'w', 

^  n'=  "yt ->r  y'v'  -ir  y"W; 

's 

dJ  '       dw' (79)  î>  =  0'     è'  =  0'     s  =  Wt,     p  =  m. 
Nous  aurons 

n    V                     ds            ,  d^     ,         ,   ds                     T-, ,  ds         T., 

^8°)               'iH-^'lû--^'^^'^'-^'^  -dt=^- 

ids               ds ,        p    ds    ̂           ds  „ 

ds             ,  ds          /3,  ds     ,        ,  ds 

I     ds         „  ds         p„  ds  „  ds     

\  dw'  du  dv        '     div 

Si  l'on  multiplie  les  trois  dernières  équations  respectivement  par  et.  ê, 

y,  puis  par  a',  & ,  y',  par  a' ,  &',  y",  et  qu'on  les  ajoute  chaque  fois,  il viendra 
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,„    ,  ds  _-  ds  io»T  ds  -T 

Si  l'on  met  pour  a,  Ç,  ̂ ,  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (77),  et  si 

l'on  a  égard  à  la  dernière  des  équations  (79),  on  aura  les  équations 
,,,ov  ds  ^  ds  ds 

(83)  t-=x-h,     t-r=jr-f^,     t-=z-v, 

auxquelles  on  pourra  joindre  l'équation 

(84)  u  [ce  -  A)  +  v{j  -  fx)-\-  w{z  -  v)  =  st, 

qui  en  est  la  conséquence,  et  que  l'on  obtient  en  ajoutant  les  équa- 
tions (83)  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  m,  v,  w.  Pour 

avoir  le  lieu  géométrique  du  point  x,  y,  z  eu  regardant  A,  m,  c  comme 

constants,  il  suffit  d'éliminer  u,  v,  w  entre  les  équations  (84)  et  (85).  Si 

l'on  suppose  de  grandes  valeurs  au  temps  t  et  aux  coordonnées  x,j, 

z,  et  que  l'on  néglige  A,  ̂ ,  v,  on  aura  par  l'élimination,  une  équation 
en  X,  jr,  z  rapportée  à  l'origine  primitive  des  axes  coordonnés.  Ce  sera, 

dans  l'onde,  comme  une  surface  moyenne  de  laquelle  les  surfaces  li- 
mites extérieure  et  intérieure  différeront  très  peu.  Elle  indiquera  donc 

la  forme  générale  de  l'onde. 

1 4.  Il  y  a  luie  autre  manière  d'amener  la  réduction  de  l'intégrale  (36). 
Après  lui  avoir  fait  prendre  la  forme  (4^) ,  on  peut  transformer  les  u,  v, 

w  en  coordonnées  polaires ,  en  posant 

!M  =  t,  cos/> 
 \ V  =  t.sin/3COS9>     et    s^=ui,     03  =  xm; 

w  =  x,%\np  sin  q) 

on  trouvera  que  l'intégrale  (4^)  devient 

\oo)     g-j  I       lit       j     I    ̂   mcos(x.nt)-^(p')p^i-s'nipsinc!fhtlprI</Hc//c!ff6. 

^^7)    -âT'Â'Jo    .UoJo    JoJo    "  mcos{.nl)x{p))^,s\nzz,k<lpdq.lpduHO. 

en  la  traitant  comme  l'intégrale  (46)  on  peut  la  ramener  à  la 
somme  des  deux  intégrales  suivantes  : 
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(oo)   fi~3  /Tj   /         III         II     cos«/(pcos^ — nt)  -^  y(p)shif)sinT3dtc/prlg(lorit!(i6. 

Nous  négligeons  la  partie  imaginaire  qui  renfermerait  le  facteur 

—  sin(tpcosp)cos(ïn^),  parce  que  ce  facteur,  entre  les  limites  de  l'inté- 
gration ,  reprend  la  même  valeur  au  signe  près  quand  on  y  remplace /> 

par  TT  —  ̂   et  ̂   par  cj  ±7r.En  effet,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué, 
les  fonctions  J  et  û»  ne  changent  pas  quand  on  y  change  à  la  fois  le 

signe  de  u,  v,  w;  donc  les  fonctions  ?i  et  m  ne  changeront  pas  non  plus 

quand  on  y  remplacera  cos  p,  sin  p  cos  ̂ ,  sin  p  sin  ̂   par  —  cos/j, 

— sinpcosiy,— sinp  sinçj',  tandis  que  le  facteur  sin  (tpcos/?)  changera  de 

signe  sans  changer  de  valeur.  Donc  les  éléments  imaginaires  se  détrui- 
ront deux  à  deux. 

L'intégrale 

se  réduit  à 

pour  toutes  les  valeurs  positives  de  cos  p,  c'est-à-dire  pour  toutes  les 
valeurs  de  p  comprises  entre  o  et  -.  Elle  est  nulle  pour  les  valeurs  de  p 

comprises  entre  -  et  tt. 

Pour  le  démontrer,  on  peut  poser  pour  un  instant  p  cos  p=p\  ce  qui 

donne  o  =  -^ ,  dp  =  — ^,  et  ensuite  faire  l'intégration  par  la  méthode 
'         cosyj        '  cos/)  ^  ' 

de  De  Fiers,  comme  pour  l'intégrale  (49^5  ou,  si  on  l'aime  mieux,  on 

peut,  comme  M.  Poisson  en  a  donné  l'exemple,  introduire  en  facteur 
une  exponentielle  e~^,  dans  laquelle  g  désigne  une  quantité  infiniment 

petite  que  l'on  fera  nulle  après  les  intégrations.  Cette  exponentielle  doit 
même,  à  la  rigueur,  éh-e  introduite  dans  les  intégrales  (a8).  Elle  serait 

alors  sous  la  forme  e-i?i/'''+^'+"''  i[  convient  de  faire  voir  que  les  inté- 
grales (28)  ainsi  modifiées  ne  cessent  pas  de  remplir  toutes  les  condi- 

tions de  la  question. 
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Il  est  visible  d'abord  qu'elles  satisfont  toujours  aux  équations  diffé- 
rentielles. Si  pour  vérifier  aussi  les  conditions  initiales  on  fait  t  :=  o,  la 

valeur  de  ̂   par  exemple,  devient  d'après  les  remarques  du  n"  6, 

'9»>  s = é?.cj:j::./:j::/_V'^'-*-*"'-"'--^-''-''-^-^"'"'^-'^('.-)*-»**- 
Par  la  transformation  déjà  indiquée,  en  observant  que  les  imaginaires 

se  détruisent,  on  trouve 

(93)^=^-3   /         /        /"/"l  /      e~^cos(i.(>tos/'}t'?'/.(j — «.-.r — 'P'^ — yf)  dx,  dp  sinp  dp  (il/ sins^  dzr  dO; O^    ̂ 'o        t'o       t'o        .'o        Jo         Jo 

or 

/    cos  (t-f  cos p) t p  smpdp=:  2sin(itp). 

L'intégration  par  partie  donne,  à  cause  de  la  petitesse  de  g, 

(94)  j  ̂e~°^sm(if)xf  dx  —  j     e~^'^co%[xf)  dx,  =  TTTl- 

Cette  quantité  n'a  de  valeur  sensible  qu'autant  que  p  est  très  petit;  on 
peut  donc  négliger  les  termes  af,  ëf,  yf>,  dans  la  fonctiony^.  En  effec- 

tuant toutes  les  intégrations,  on  a 

ainsi  l'introduction  de  l'exponentielle  n'a  aucun  inconvénient. 

Cela  posé,  d'après  la  valeur  de  l'intégrale  (90),  la  première  des  inté- 
grales (88)  et  (89)  devient 

(95)  --ht  r  r  r  r  ̂̂"^  %  (—)  ̂ -^  ̂7  sm  ̂  d^  d^. 
la  seconde  deviendrait 

(96)  +  TfTÎ.  rrrfU^mx(—Y^^  dc,..n^d^dl^: ibie' dt' J  o    JoJo    J^  ^  '  cos/)/    cos  7;         ' 
1 

or  s  =  F{it,  i>,  iv); 

donc  n  =  F(cos/>,  sinpcosq,  s'mp  smcj); 
Tome  V.  —  Janvier  1840.  4 
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par  suite ,  pour  oos  />  >  o  , 

^97)  ~=Y{t,ttangpcoscj,  ttan^psmq). 

Soit  t  tangp  =  R,  on  en  tire  -^  =  dR,  et,  en  désignant  pour  abréger 

par  s  le  deuxième  membre  de  l'équation  (97),  et  par  ro  ce  que  devient  m, 
on  aura,  au  lieu  de  l'intégrale  (gS), 

Si  l'on  pose  Rcos^  =  n',     Rsin^  =  t', 
on  aura 

(99)  -ihijTU-JZ'''^^'^  dvdw.inra
r  d^dS. 

Quant  à  l'intégrale  (96),  on  observera  que 

-^=F(— /,  -^tang/>cos7,  -nangpsin^), 

de    même   comme   (o    est   une   fonction    homogène    de    degré    nul  . 

donne  m  =  f  (cosp,  sin;?  cosq,  sinp  sinç), 

qui  conduit  à  m  =f( — i,  — taiigp  cos<y,  —  tangpsinq). 

Si  l'on  pose  —  t  tangp  =  R, 
on  aura 

— " — =F( — ^,Rcoso,Rsino'',,  m^ii —  i,Rcos(7,Rsin(7), — —= — ^R. 
— cos/>        ̂   '  '  ^  ^  ^"cos'p 

Si  l'on  fait  Rcost/  =  v,  Rsinr/  =  îv,   RdRdq  =  di>du\ 

on  aura  une  intégrale  pareille  à  l'intégrale  (99),  excepté  que  t  sera  rem- 
placé par  —  t  dans  a  et  s.  Mais  on  pourra  changer  v  en  —  f  et  w  en 

—  ÎV  à  cause  des  limites  —  oo  et  -1-  oc  de  ces  variables.  Alors  on  aura 

«  =  f(— /,  —V,  — w],  s  =  F[  —  t,  —i>,  —  tv);  mais  i^  d'après  son 
origine  est  une  fonction  de  polynômes  homogènes  du  second  degré 

en  M,  V,  w,  qui  ne  change  pas  quand  on  remplace  11,  c.  w  par  —  u^ 
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—  V,  —w.  Il  en  est  de  même  de  a  qui  représente  des  quantités  de  la 

forme  aA,,  rtU!,...,  d'après  la  comparaison  de  l'intégrale  (36)  avec  les 
diverses  parties  des  formules  (28).  Donc  F(— ^,  —u,  —w)  =  ¥{i,v,w) 

et  f(— ^,  —V,  —  w)  =  f(<,  i>,  w),  ce  qui  ramène  complètement  l'inté- 

grale que  nous  considérons  à  la  forme  de  l'intégrale  (99)  qui  pai-  con- 
séquent sera  doublée. 

On  aura  donc,  toutes  réductions  faites,  l'intégrale 

au  lieu  de  l'intégrale  (87),  comme  on  l'a  déjà  trouvé  au  n"  8,  for- mule (57). 

15.  Quelle  que  soit  celle  des  deux  méthodes  que  l'on  adopte,  on 

peut  mettre  sous  une  forme  plus  simple  la  fonction  %  p  !  de  l'équa- 

tion (4 1).  Pour  y  parvenir,  considérons  dansy'iA,  «,  i)  les  variables 
comme  des  coordonnées  rectangulaires,  et  transformons-les  d'abord  en 

d  autres  coordonnées  rectangulaires  A',  m',/,  en  prenant  pour  axes  des  A' 

la  droite  qui  va  de  l'origine  O  au  point  M(jc,j,  z),  et  deux  autres  droites 
perpendiculaires  entre  elles  et  à  celle-là,  menées  par  l'origine  O.  On 
aura  une  autre  fonction  que  je  désignerai  cependant  par/  (A',  ̂',  1'). 

Les  variables  A',  /u',  \'  pourront  se  rapporter  à  tous  les  points  de  la  por- 

tion de  l'espace  primitivement  ébranlée.  D'une  autre  pari,  imaginons 
que  l'on  transforme  les  coordonnées  <w  et  5,  et  qu'on  les  renqilace  par 
d'autres  coordonnées  polaires  que  je  désignerai  encore  par  'W  et  0.  Le 
nouveau  nsr  sera  maintenant  l'angle  que  fait  le  rayon  vecteur  p  avec 
l'axe  mené  du  point  M  au  point  O,  et  le  nouveau  ô  sera  l'angle  que  fait 
le  plan  mené  par  cet  axe  et  par  le  rayon  vecteur  avec  un  plan  quel- 

conque passant  par  MO.  11  est  facile  d'exprimer  A',  a',  v'  en  fonctions  de 
■^  et  6.  En  effet,  -zjr  est  maintenant  très  petit  .si  la  distance  MO  est  très 
grande.  Désignons  cette  distance  par  r.  A'  est  égal  à  r  diminuée  de  la 
projection  de  p  sur  r,  et  à  cause  de  la  petitesse  de  -ZcT,  cette  projection 

ne  diffère  de  p  que  d'un  infiniment  petit  du  deuxième  ordre  par  rap- 
port à  <7B.  Donc  on  aura  A'  =  r  —  p,  de  même  la  perpendiculaire  abaissée 

du  point  (A',  fj! ,  /)  sur  le  rayon  vecteur  r,  aura  pour  expression  fz^r.  On 
aura  donc  Sj  f/!^  -t-  1  '-  =  -arr.  On  pouira,  aux  coordonnées  w'  et  v' ,  subs 
tituer  ce  rayon  vecteur  dont  la  valeur  est  «ar/-  et  l'angle  qu'il  fait  avec 

4.. 
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un  plan  mené  par  OM.  On  peut  même  prendre  le  nouveau  ̂   poiu-  cet 

angle,  et  ainsi /(A',  /u',  v')  sera  remplacé  par  une  autre  fonction 

l^ioi)  J'ir  —  û,  ̂ r,  ô  , 
qui  sera  le  X[  P^  de  nos  formules. 

On  aiua  donc  aussi 

(102)  x{s)  =f{r-s,'srr,9). 

16.  On  pourra,  à  l'aide  de  ces  remarques,  présenter  l'intégrale  62) sous  la  forme 

on  écrit  'ïs-d'Ztr  à  cause  de  la  petitesse  de  <z«r. 

Si  l'on  pose  r—s  =  s',   <zîri=r^,  on  aura 

la  fonction  y  (y,  /■',  5)  n'aura  de  valeur  sensible  que  pour  les  valeurs  de 

s',  !■',  9,  qui  se  rapporteront  à  des  points  compris  dans  la  partie  de  l'es- 
pace primitivement  ébranlée.  Si  r  —  N^  n'était  pas  compris  entre  les  li- 

mites de  s',  on  pourrait  écrire  pour  l'intégration  par  rapport  à  s'  des  li- 
mites indépendantes  du  temps.  En  effectuant  la  double  différentiation 

on  aurait  une  seule  intégrale,  et  comme     "^  \^   '  serait  une  fonction 

homogène  par  rapport  à  /  et  à  r—s'  de  l'ordre  —  i .  Cette  intégrale,  quand 
le  temps  serait  très  grand,  de\iendrait  très  petite  par  rapport  aux  quan- 

tités que  nous  avons  conservées  :  on  devrait  donc  la  négliger.  On  voit 

donc  que  l'on  parviendrait  encore  par  cette  route  aux  conséquences 
déjà  trouvées. 

1/  .  On  peut,  si  l'on  veut,  développer,  dans  l'expression  (  loa;,  s  sui- 

vant les  puissances  ascendantes  de  'sr,  et  négliger  tout  ce  qui  sera  d'un 

degré  plus  élevé  que  la  première  puissance.  Il  n'en  résultera  pas  d'er- 

reur sensible,  car  'ZB-  est  moindre  qu'une  fraction  de  la  forme  -  dans  la- 

quelle ê  désigne  l'une  des  dimensions  du  lieu  de  l'ébranlement  primitif. 
Si  /est  très  grand,  cette  fraction  est  très  petite;  /zs-r  peut  cependant  être 

comparable  à  ê  et  ne  peut  être  négligé  puisqu'il  est  de  l'ordre  des  quan- 
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tités  qui  donnent  à  la  fonction  /toutes  ses  valeurs.  Mais  toute  quantité 

très  petite  par  rapport  à  f,  et  à  plus  forte  raison,  toute  quantité  très  petite 

par  raj)port  à  f^r  peut  être  négligée,  si  l'on  admet  la  continuité  de  la  fonc- 
tion /et  de  ceux  de  ses  coefficients  différentiels  que  l'on  a  à  considérer. 

Il  faut  que  s  soit  du  même  ordre  de  grandeur  cpie  r.  Dans  le  dévelop- 

pement de  s  par  rapport  à  'Zjr,  à  cause  de  l'homogénéité,  les  coefficients 
des  puissances  de  tir  seront  de  même  ordre  que  ̂   en  général.  Un  ternie 

de  la  forme  k'St^'^'  = /'zr.'sr'  sera  de  même  ordre  que  /•'îsr.ar',  et  par 
conséquent,  négligeable. 

En  général,  on  pourra  réduire  s  à  la  forme  S  -f-  >)''Z«r;  l'expression  de 
N/  prendra  la  forme  N/  -|-  N'^-zet.  ̂ (  i  ,  N  )  gardera  la  forme  (p ̂  i  ,N  ;,  mais 

N  (comme  N')  sera  maintenant  indépendant  de  <tiF,  et  par  suite  de  Q,  car 
partout  où  entre  ■ar,  on  a  des  quantités  de  la  forme  sin-zërcosô,  sin  "STsinÔ, 

ou  plutôt  «zs-cosS,  «arsinG ,  à  cause  de  la  nature  de  la  transforma- 
tion supposée.  On  peut  même  remarquer  que  r — Ni —  N7'Jër=  =  (é  dési- 

gnant toujours  une  quantité  comparable  à  l'une  des  dimensions  de  lé- 
branlement  primitif).  On  en  tire  /  =   — —  —  -.  Donc  on  peut  é(  rire 

approximativement  -  au  lieu  de  /  dans  le  terme  NV'Zêr,  et  la  (pianlife 

N^ -f  NV'ZZT  sera  remplacée  à  très  peu  près  par  N?  +  ̂ ^.  Toutes  ces 

notions  nous  seront  utiles  plus  tard  ;  mais  nous  ne  nous  arrêterons  pas 

davantage  à  ces  diverses  transformations. 

18.  Ce  serait  ici  le  lieu  de  montrer  comment  la  propagation  splié- 
rique  dans  im  milieu  homogène  non  cristallisé  est  un  cas  particulier  de 

notre  solution.  Le  succès  de  la  méthode  employée  par  AL  Poisson,  a 

laquelle  on  peut  remener  encore  le  cas  où  l'on  aurait  une  valeur  de  s 
de  la  forme  A«^  -j-  Bi'"  +  Cu'^  ou  même  de  la  forme 

\?r'  4-  I5i'=  4-  Oiv»  -f  Dea'  +  Env/  -f  Vin>, 

tient  à  une  propriété  des  surfaces  du  deuxième  ordre.  Si  Ion  a  une  sur- 

face du  deuxième  ordre  toujoiu's  semblable  à  elle-même  parce  que  son 

équation  est  homogène  et  ne  renferme  qu'un  paramètre  variable,  la 
différentielle  de  l'aire  d'une  section  plane  prise  par  rapport  à  ce  para- 

mètre est  constante  tant  que  le  plan  sécant  reste  parallèle  à  lui-même. 
Cette  propriété  est  facile  à  démontrer. 
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Il  y  a  aussi  des  conséquences  particulières  curieuses  dans  les  cas  de 

décomposition  de  l'équation  des  ii,  v,  w. 

11  faudra  surtout  examiner  l'influence  des  singularités  de  la  surface  des 
u,  i>,  w.  Cet  examen  se  rattache  davantage  à  la  généralité  de  la  ques- 

tion; par  exemple,  si  le  plan  u^=t  a  avec  la  surface  un  contact  du  troi- 
sième ordre  ou  un  contact  du  premier  suivant  une  courbe,  la  fonction 

(pi  I,  Ni  devient  infinie.  Le  développement  donné  dans  la  formule  67  > 

ne  peut  plus  servir.  Nous  ferons  voir  comment  on  peut  y  suppléer  poui- 
traiter  ces  diverses  singularités  dont  nous  avons  découvert  les  consé- 

quences et  d'autres  de  même  genre ,  qui  ne  seront  pas  plus  difficiles  à 
traiter.  Ce  sera  l'objet  d'un  prochain  Mémoire. 

Nous  nous  contenterons  aujourd'iiui  d'avoir  démontré  les  principes 

généraux  que  l'on  peut  résumer  de  la  manière  suivante  : 

i".  Dans  iHi  milieu  élastique,  homogène,  indéfini ,  cristallisé  d'une 
manière  quelconque ,  le  mouvement  produit  par  un  ébranlement  cen- 

tral se  propage  par  une  onde  plus  ou  moins  compliquée  dans  sa  forme. 

2".  Pour  chaque  nappe  de  l'onde,  la  vitesse  de  propagation  est 
constante  dans  une  même  direction,  variable  avec  la  ilirection  sui- 

vant une  loi  qui  dépend  de  la  forme  de  l'onde. 
3".  Pour  une  même  direction,  les  vitesses  de  vibration  sont  cons- 

tamment parallèles  entre  elles  dans  une  même  nappe  de  l'onde  pendant 
la  durée  du  mouvement,  et  parallèles  à  des  droites  différentes  pour  les 

différentes  nappes ,  ce  qui  constitue  une  véritable  polarisation  du  mou- 
vement. 

Nota.  Ce  Mémoire  est  iinjirime  tel  qii"il  a  été  présente  à  l'Acadeniie  îles  Sciences  de 

l'Institut.  On  reconnaîtra  sans  peine  la  possibilité  de  simplifier  quelcpics  parties  du 
calcul  et  de  supprimer  quelques  longueurs. 

Dans  un  second  Mémoire[*],  nous  avons  applique  les  formules  générales  du  premier  au 

cas  traité  par  M.  Poisson  [**];  nous  avons  retrouvé,  avec  une  grande  rapidité,  les  formules 

obtenues  par  ce  grand  géomètre,  et  les  conséquences  remarquables  qu'il  en  a  déduites. 
Nous  publierons  bientôt  les  autres  développements  indiqués  dans  le  premier  Uleraoire, 

nous  expliquerons  les  propriétés  qui  en  résultent  pour  les  différents  cristaux,  et  surtout 

pour  les  cristaux  à  un  axe.  On  verra  ainsi  avec  quelle  facilité  la  forme  générale  de  nos 

calculs  se  prête  aux  applications  particulières. 

[*]  Vojeî  le  Rapport  dcM.Sturm,  Comptes  rendus  de  CAcad.  des  Sciences  de  l'Institut,  t.  \'1I,  p   i  t^i. 
[**]  Mémoires  de  l'Acudémie  des  Sciences  de  l'Institut,  tome  X  ,  page  .'178. 
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ADDITION 

\     LA 

NOTE  SUR  LE  PRINCIPE  FONDAMENTAL 

or.     LA 

THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES; 

Pau  J.  LIOUVILLE.  ]*] 

L'ingénieuse  démonstration  de  M.  Mourey,  que  j'ai  rapportée  dans 

cette  Note ,  repose  essentiellement  sur  l'existence  d'une  courbe  J  en- 
veloppant le  point  A  de  toute  part  et  sur  laquelle  iécpiation 

(2)  /3/3,  .  .  .  p,„_,   =  R 

est  toujours  vérifiée.  Cette  courbe  peut  se  composer,  sans  inconvénient, 

de  diverses  parties  comprenant  à  leurs  points  de  jonction  des  anijles 

finis;  mais  elle  ne  doit  pas  être  interrompue  :  l'enceinte  qu'elle  forme 
autotu-  du  point  A  doit  être  exactement  fermée.  Or,  cette  propriété  im- 

portante ne  m'a  pas  paru  établie  par  M.  Mourey  ;  cet  estimable  auteur 
prouve  seulement  que  les  divers  rayons  rectilignes  émanés  de  l'ori- 

gine A  passent  tous  au  moins  par  un  point  satisfaisant  à  l'équation  (i). 

Mais  j'ai  trouvé  depuis  qu'on  peut  suppléer  aisément  aux  détails  que 

M.  Moiu'cy  a  omis,  sans  doute  pour  abréger.  En  effet,  puisqu'on  a 

p  =   \/.T-  -f- j=, .  .  ,  p,„_,  =  \/(jr  —  a„,_,f  -+■  [f  —  b„,_,)-, 

les  points  du  plan  j  A.r  dont  les  coordonnées  satisfont  à  l'équation  (2), 
qui  est  algébrique  et  de  degré  2m,  ne  peuvent  être  sur  une  même  ligne 

droite  en  nombre  plus  grand  que  a/n;  par  suite  ils  ne  peuvent  pas  for- 
mer une  courbe  du  genre  des  spirales,  qui  tournerait  indéfiniment  sans 

[*]  t'oyez  tome  IV  de  ce  Journal ,  page  ;)oi . 
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rentrer  sur  elle-même  et  sans  sortir  d'un  espace  limité.  On  s'en  con- 

vaincra en  observant  que  l'équation  d'une  ligne  droite  est  de  la  forme 

j=yx-'r  /S  ou  de  la  forme  jc  =  y,  dans  le  premier  cas,  l'équation 

j-=zyjc  -{-  (i,  combinée  avec  l'équation  (2),  ou  plutôt  avec  l'équation 
p^p",.  .  ./D^,_,  =  R',  conduit  à  une  équation  du  degré  -un,  en  jc  seule, 
dont  le  premier  ternie,  savoir  (i  -l->^j'"  Jc^'",  ne  se  réduit  pas  à  zéro; 

cette  équation  ne  peut  avoir  plus  de  im  racines  réelles  [*J,  et  à  chacune 
de  ses  racines  x  répond  une  seule  valeur  dej;  dans  le  second  cas,  la 

valeur  de  x  est  unique ,  et  les  valeurs  de^  sont  fournies  par  une  équa- 

tion de  degré  im  dont  le  premier  terme  est^^'",  et  qui  ne  peut  avoir 

aussi  que  -xm  racines  au  plus  [**].  D'après  cela  on  voit  que  si  le  point  A 
nest  pas  dans  une  enceinte  fermée,  on  pourra,  à  partir  de  ce  point, 

tracer  une  ligne  courbe  qui,  passant  à  travers  les  issues  restées  libres, 

se  prolonge  sans  interruption  jusqu'à  un  point  O  aussi  éloigné  qu'on 
voudra  de  l'origine  A,  et  sur  laquelle  l'équation  (2)  n'ait  jamais  lieu. 
Or,  cela  est  absurde  ;  car  dans  les  environs  du  point  A  la  différence 

ff,.--  p,„_,  —  R  est  négative,  dans  les  environs  du  point  O  elle  est  posi- 

tive; de  plus,  elle  varie  d'une  manière  continue  lorsqu'on  marche  de  A 

vers  O  sur  la  courbe  AO;  donc  elle  s'évanouit  quelque  part  au  moins 
pour  un  point  de  cette  courbe  AO.  La  belle  démonstration  de  M.  Mou- 
rey  se  trouve  ainsi  complétée.  On  pourrait  du  reste  la  présenter  sous 

diverses  formes  en  décomposant  en  deux  parties  de  plusieurs  manières 

le  premier  membre  de  l'équation  (i). 

Je  profiterai  de  l'occasion  pour  corriger  quelques  fautes  qui  se  sont 
glissées  dans  la  partie  de  ma  Note  relative  à  M.  Gauss.  Ainsi,  page  5o5, 

ligne  26,  au  lien  de  par  z  —  /> ,  lisez  z  zfp;  page  5o6,  ligne  dernière,  au 

[*]  Que  toute  équation  de  degré  n  ait  au  plus  /i  racines  différentes,  c'est  là  une  propo- 
sition très  élémentaire  dont  la  démonstration  connue  depuis  long-temps  n'offre  aucune 

difficulté,  et  dont  on  a  le  droit  de  se  servir,  sans  faire  un  cercle  vicieux,  pour  prouver  cet 

autre  théorème  beaucoup  plus  compliqué,  qui  nous  occupe  ici  :  Une  équation  algébrique 

quelconque  a  au  moins  une  racine,  et  par  suite  une  équation  de  degré  n  a  précisément /i 
racines,  égales  ou  inégales. 

l"]  Je  ferai  remarquer  en  passant  que  la  courbe  représentée  par  l'équation  (2)  n'a 

pas  de  branches  infinies ,  ni  par  conséquent  d'asymptotes ,  puisque  dès  que  l'une  des 
deux  coordonnées  x,  y  surpasse  une  certaine  limite  de  grandeur  absolue  ,  le  produit 

pp.    •  •l'm-i  est  nécessairement  ]>  R. 
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heu  (le  ])ar  z  —  p,  si  «  =  o ,  lisez  par  z — f,  cos  a  quand  sin  &>=  o  ; 
au  lieu  de  si  a  diffère  de  o,  lisez  quand  sin  a  diffère  de  zéro  ;  page  5o8, 
lignes  17  et  18,  au  lieu  de  (p=tet  (p=u  sont  deux  intégrales  de  l'équa- 

tion, lisez,  t  et  u  sont  les  dérivées  par  rapport  à  «  et  Ô  d'une  même fonction 

^   (r"'ûixnw  a/"'- "^  sin  (/«—.)  g,  Lefisin*     ,     ,, 
"^  ;;7:r^^   +  •  •  -^ — r~"  +  ̂^"'^ 

satisfaisant  à  l'équation. 

J'ajouterai  que  le  Mémoire  de  M.  Gauss,  dont  j'ai  donné  l'analyse, 
se  trouve  dans  le  RecueU  de  l'Académie  de  Goftingue  [  'i""^  sé.-ie , 
tome  III  )  :  le  même  volume  contient  d'autres  recherches  de  ce  grand 
géomètre  sur  le  même  sujet;  la  méthode  est  différente  et  plus  compli- 

quée. Au  reste,  dès  1799,  M.  Gauss  avait  publié  une  dissertation  intitu- 
lée :  Demonstratio  nova  theorenmtis  omnem  functionem  algehraicam 

rafiotialemifitegram  uniiisvariabilis  in  factures  reaies  primi  vel  secundi 
gradusresolviposse.  En  lisant  cette  dissertation  si  remarquable  (  où  sont 
indiquées  tant  d'idées  neuves ,  où  sont  appréciés  ax  ec  tant  de  justesse  les travaux  antérieurs  des  géomètres,  et  en  particulier  de  Lagrange),  on  se 
demande  comment  il  est  arrivé  que  Lagrange  ne  l'ait  pas  connue ,  ou 
du  moins  n'en  ait  pas  fait  mention,  dans  la  seconde  édition  de  son traité  snr  la  résolution  les  Ajuatinns  numériques,  publiée  en  1808. 

Tomi!  \    —  Janvier  184,,. 
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NOTE 

SUR   LES    TRANSCENDANTES   ELLIPTIQUES 

DE  PREMIÈRE  ET  DE  SECONDE  ESPÈCE, 

CONSIDÉRÉES    COMMK    FONCTIONS    DE    I.KCR    MODVLK  ; 

Par  J    LIOL'VILLE.  [*] 

Les  intégrales  indéfinies  que  Legendre  a  nommées  fonctions  ellipti- 

ques de  première  et  de  deuxième  espèce,  contiennent  sons  le  signe  y" 
un  binôme  dont  le  premier  terme  est  l'unité  et  dont  le  second  terme  est 

le  carré  du  produit  d'une  constante  par  le  sinus  de  l'amplitude ,  c'est-à- 

dire  par  le  sinus  de  la  variable  à  laquelle  se  rapporte  l'intégration.  Ce 

binôme  est  affecté  de  l'exposant  \  dans  les  fonctions  de  seconde  espèce , 

et  de  l'exposant  —  -k  dans  celles  de  première  espèce  :  la  constante  qu'il 

renferme  s'appelle  le  module. 
Quand  on  donne  au  module  une  valeur  fixe  que  je  supposerai  diffé- 

rente de  zéro,  les  deux  quantités  dont  nous  parlons  ne  dépendent  plus 

que  de  l'amplitude,  et  elles  constituent ,  comme  je  l'ai  prouvé  dans  un 
autre  ̂ Mémoire ,  des  transcendantes  tout-à-fait  distinctes  des  logarithmes 

et  des  exponentielles,  de  telle  sorte  qu'on  ne  peut  les  écrire  sous  forme 

finie  à  l'aide  des  seids  signes  algébriques ,  exponentiels  et  logarithmi- 

ques. La  méthode  que  j'ai  suivie  pour  établir  ce  théorème  a  offert,  si  je 

ne  me  trompe,  le  premier  exemple  d'une  démonstration  rigoureuse  de 

l'impossibilité  d'une  intégrale  indéfinie  en  fonction  finie  explicite  de  la 

variable.  Elle  a  été  publiée  en  i833,  dans  le  Journal  de  l'Ecole  Poly- 
technique; et  je  ne  sache  pas  que  depuis  cette  époque  on  ait  élevé  contre 

elle  aucune  objection  digne  d'une  réfutation  sérieuse. 

Si  maintenant  on  attribue  à  l'amplitude  inie  valeur  déterminée  diffé- 

rente de  zéro,  et  qu'on  laisse  au  contraire  variable  le  module  supposé 

[*]  Le  Mémoire  dont  nous  donnons  ici  l'analyse  |iarailra  dans  un  prochain  cahier  de 
ce  .lournal. 
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loiit-a-l'heiire  constant,  nos  transcendantes  deviendront  des  fonctions 
du  module,  et  l'on  peut  se  demander  s'il  sera  encore  impossible  de  les 
exprimer  sous  forme  finie  en  termes  algébriques  ,  exponentiels  et  loga- 

rithmiques ,  relatifs  à  la  nouvelle  variable.  Or  je  suis  parvenu  à  démon- 

trer qu'en  effet  cette  impossibilité  subsiste;  mais  l'analyse  dont  j'ai  fait 
usage  en  résolvant  ce  nouveau  problème  diffère  beaucouj)  de  celle  dont 

je  m'étais  servi  dans  le  Mémoire  de  i833.  Les  fonctions  elliptiques  de première  et  de  deuxième  espèce ,  considérées  comme  fonctions  du  mo- 
dule, satisfont  en  effet  à  deux  équations  différentielles  du  second  ordre, 

assez  compliquées,  tandis  que,  par  rapport  à  l'amplitude,  ces  mêmes 
fonctions  elliptiques  sont  de  simples  intégrales  indéfinies  dont  l'élément 
est  connu.  Les  deux  questions  que  j'ai  traitées  diffèrent  donc  entre  elles 
autant  que  l'intégration  des  fonctions  d'une  seule  variable  diffère  de  l'in- 

tégration des  équations  différentielles.  On  comprendra  mieux  encore 

l'uUervalle  qui  les  sépare  si  j'ajoute  que  les  transcendantes  dont  nous 
nous  occupons  ne  deviendraient  pas  des  fonctions  du  module  composées 

d'un  nombre  limité  de  termes,  quand  même  on  joindrait  aux  signes algébriques,  exponentiels  et  logarithmiques,  le  signe  y  indiquant  une 
uitégrale  indéfinie  relative  à  la  variable  indépendante,  c'est-à-dire  une 
intégrale  dont  la  limite  supérieure  est  précisément  le  module ,  et  dont  la 
lunite  inférieure  est  une  constante  déterminée  ou  arbitraire.  Ainsi  les 

fonctions  elliptiques  sont  des  transcendantes  d'un  ordre  plus  élevé  par 
rapport  au  module  que  par  rapport  à  l'amplitude. 

Ces  recherches,  et  plusieurs  autres  que  j'ai  publiées  antérieurement, 
appartiennent  à  une  grande  théorie  que  les  géomètres  n'ont  pas  »-n- 
core  étudiée,  je  crois,  avec  l'attention  persévérante  qu'elle  mérite. 
Cette  théorie  a  pour  objet  de  découvrir,  dans  chaque  question,  toutes 

les  solutions  qui  peuvent  s'écrire  à  l'aide  d'un  nombre  limité  de  signes 
analytiques  donnés  d'avance,  ou  à  prouver  qu'il  n'existe  pas  île  telles 
solutions.  Seule  elle  peut  conduire  à  une  classification  vraiment  philo- 

sophique des  transcendantes.  On  la  rencontre  dans  les  éléments  mêmes, 

et  dès  les  premiers  pas  qu'on  fait  en  algèbre.  Après  avoir  donné  les 
règles  de  la  multiplication  des  polynômes,  veut-on  passer  à  la  dh ision  ' 
de  suite  on  est  arrêté,  puisque  dni\  polynômes  pris  au  hasard  ne  sont 
l)as  toujours  divisibles  l'un  par  l'autre.  Il  faut  donc,  i"  trouver  une 
méthode  pour  effectuer  la  division  toutes  les  fois  qu'elle  est  possible,  ou 
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pour  prouver  qu'elle  ne  l'est  pas;  2"  créer  un  signe  nouveau  pour  imli- 
quer  les  divisions  qu'on  ni  peut  pas  effectuer,  et  par  suite  ajouter  aux 
fonctions  entières,  seules  connues  jusque-là,  les  fonctions  rationnelles. 
3Iais  quand  on  veut  extraire  les  racines  de  ces  fonctions,  une  semblable 

difficulté  nous  arrête  encore  et  donne  naissance  à  une  règle  par  laquelle 

on  efTectue  les  extractions  possibles  et  à  un  signe  qui  indique  celles 

qui  ne  le  sont  pas.  Ainsi  pour  la  première  fois  sont  introduites  dans  le 

calcul  les  fonctions  radicales.  Ces  fonctions  radicales  ne  sont  pas  d'ail- 
leurs toutes  de  même  espèce,  et  une  discussion  approfondie  est  néces- 

saire pour  les  classer.  N'est-il  pas  évident  que  ces  idées  si  simples  doivent 

encore  être  applicables  aux  parties  élevées  de  l'analyse,  et  qu'après  avoir 
ajouté  aux  fonctions  algébriques  les  fonctions  exponentielles  et  les  fonc- 

tions logarithmiques  qui  ne  peuvent  pas  se  réduire  entre  elles,  il  faut, 

à  chaque  fois  que  l'on  rencontre  une  quantité  nouvelle,  chercher  si  elle 
peut  ou  non  s'exprimer  par  les  fonctions  déjà  connues?  Les  géomètres, 
ce  me  semble  ,  trouveront  peu  de  sujets  plus  vastes ,  plus  dignes  de 

leurs  méditations  :  dans  aucun  cas,  du  moins,  on  ne  s'avisera  de  con- 
tester à  ceux  qui  en  auront  traité,  même  une  petite  partie,  le  mérite  de 

la  difficulté  vaincue. 
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DÉMONSTRATION 

DE  DEUX    PROPOSITIONS  DE   M.    CAUCHY; 

Par  m.  TERQUEM. 

Si  dans  une  équation  algébrique  à  coefficients  réels  on  fait  varier  tous 
ces  coefficients  de  manière  à  ce  que  les  racines  restent  toujours  toutes 

positives ,  et  qu'une  fonction  symétrique  donnée  conserve  une  valeur 
constante  aussi  donnée,  il  est  évident  que  toute  autre  (onction  symé- 

trique des  racines  atteindra  une  valeur  extrême,  maxima  ou  mininia, 

lorsque  toutes  les  racines  deviennent  égales.  Ainsi,  si  l'on  suppose  cons- 
tante la  moyenne  arithmétique  des  racines,  alors  la  somme  des  carrés 

des  racines  atteint  sa  valeur  extrême,  en  supposant  que  chaque  racine 

devienne  égale  à  cette  moyenne  arithmétique.  Cette  valeur  exti'éme  est 
donc  égale  à  la  moyenne  arithmétique  élevée  au  carré  et  multipliée  par 
le  nombre  des  racines.  De  plus,  celte  valeur  est  un  minimum.  Pour 

s'en  assurer,  il  suffit  de  supposer  nulles  toutes  les  racines,  à  l'exception 
d'une  seule.  Donc,  lorsque  les  racines  sont  inégales,  la  somme  de  leurs 

carrés  s'élève  au-dessus  de  ce  minimum.  C'est  ime  proposition  énoncée 

par  M.  Cauchy  (Cours  d'Analyse,  première  partie ,  page  456).  Il  en  est 
de  même  pour  luie  puissance  quelconque,  entière  et  positive,  des  ra- 

cines. La  moyenne  arithmétique  restant  toujours  constante,  le  produit 

des  racines  a  une  valeur  extrême  égale  à  cette  moyenne  arithmétique 

élevée  à  une  puissance  marquée  par  le  nombre  des  racines;  et  cette  va- 

leur est  un  maximum  ;  car  en  supposant  nulle  une  racine ,  le  produit 
des  racines  se  réduit  à  zéro.  Donc  lorsque  les  racines  sont  inégales ,  leur 

produit  est  toujours  inférieur  à  ce  maximum;  c'est  la  seconde  proposi- 

tion de  M.  Cauchy  {Cours  d'Atuiljse,  pages  437  et  49^  ;  tome  W 
de  ce  Journal ,  page  493).  H  en  est  de  même  pour  toute  fonction  symé- 

trique ,  lorsque  chacun  de  ses  termes  renferme  au  moins  i\n\\  racines. 



38  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

NOTE 

SUR  LA  THÉORIE  UE  L'ENGRENAGE  DE  WHITE; 

Par    Charles    DELAUNAY, 

Répétiteur  à  l'Ecole  Polytechnique. 

Je  Qie  propose  clans  cette  Note  de  démontrer  les  propriétés  de  l'en- 
grenage de  White  par  des  considérations  entièrement  différentes  de  celles 

qu'a  employées  M.  Olivier,  dans  le  Mémoire  qu'il  a  fait  imprimer,  il  y 
a  quelques  mois ,  dans  ce  Journal . 

Supposons  d'abord  qu'on  veuille  transmettre  le  mouvement  de  rota- 
tion d'un  axe  P  à  un  axe  parallèle  P',  de  manière  que  le  rapport  des 

vitesses  angulaires  reste  constant:  on  sait  qu'on  peut  arriver  à  ce  résul- 
tat en  fixant  sur  chaque  axe  une  roue  armée  de  dents  cylindriques;  et 

que  les  profils  de  ces  dents  sont  tels,  que  le  mouvement  relatif  des  cir- 

conférences primitives  de  l'engrenage  soit  un  mouvement  de  roulement, 

ce  qui  n'est  que  la  traduction  géométrique  de  la  condition  que  le  rap- 
port des  vitesses  angulaires  soit  constant. 

Dans  les  engrenages  dont  je  viens  de  parler,  le  contact  de  deux  dents 

se  transporte  successivement  en  différents  points  du  profil  de  chacune 

d'elles,  et  dans  chaque  position  ,  les  deux  dents  glissent  l'une  sur  l'au- 
tre d'une  quantité  proportionnelle  à  la  distance  du  contact  de  ces  dents 

au  contact  des  circonférences  primitives.  Pour  diminuer  l'étendue  du 
glissement,  et  par  suite  le  travail  résistant  dû  au  frottement  qui  en  ré- 

sulte, il  faut  donc  augmenter  le  nombre  des  dents  pour  que  chacune 

d'elles  soit  moins  long-temps  en  prise,  et  qu'ainsi  le  contact  des  dents 

s'éloigne  moins  du  contact  des  circonférences  primitives.  Mais  à  mesure 

que  le  nombre  des  dents  devient  plus  grand,  l'épaisseur  de  chaque 

dent  diminue,  et  comme  cette  épaisseur  ne  peut  diminuer  au-delà  d'une 
certaine  limite  sans  compromettre  la  solidité  de  la  dent,  il  s'ensuit  qu'il 

n'est  pas  possible,  dans  les  engrenages  à  dents  cylindriques,  de  dimi- 
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nuer  autant  qu'on  veut  l'e-tendue  du  glissement  des  dents  l'inie  sin- l'autre. 

Si  au  lieu  d'armer  chacun  des  axes  P,  P'  d'une  seule  roue,  on  les 
arme  de  deux  roues  juxtaposées  ayant  les  mêmes  circonférences  primi- 

tives, le  même  nombre  de  dents  et  les  mêmes  profils  pour  les  dents ,  et 

si,  de  plus,  ces  deux  roues  sont  fixées  l'une  à  l'autre  de  manière  que 

leurs  dents  ne  se  correspondent  pas,  mais  que  le  point  où  le  profil  d'ime 
dent  de  la  première  roue  rencontre  sa  circonférence  primitive  soit  à 

égale  distance  des  points  correspondants  appartenant  à  deux  dents  con- 
sécutives de  la  seconde  roue,  il  est  facile  de  voir  que,  pour  que  le 

mouvement  de  l'axe  P  se  transmette  convenablement  à  l'axe  P',  il  ne 

sera  plus  nécessaire  que  chacune  des  deux  roues  dont  il  est  armé  con- 

duise constamment  la  roue  correspondante  de  l'axe  P'.  Si  l'on  veut, 

pai'  exemple,  qu'il  n'y  ait  jamais  qu'une  dent  en  prise,  on  voit  que  ce 
sera  alternativement  une  dent  de  la  première  roue  et  une  dent  de  la 

seconde  ;  les  dents  de  chaque  roue  conduiront  donc  pendant  moitié 

moins  de  temps  que  s'il  n'y  avait  qu'une  seule  roue  ;  la  plus  grande 
distance  du  contact  des  dents  au  contact  des  circonférences  primitives 

sera  donc  ainsi  beaucoup  diminuée. 

Mais  pour  qu'une  dent  conduise  pendant  moitié  moins  de  temps,  il 

n'est  pas  nécessaire  de  diminuer  sa  longueur  ;  il  suffit  de  former  son  pro- 
fil de  deux  parties  :  la  première,  sur  laquelle  le  contact  devra  avoir  lieu, 

sera  déterminée  par  les  règles  ordinaires  pour  la  construction  des  en- 
grenages à  dents  cylindriques ,  et  la  seconde  sera  une  courbe  qui 

pourra  se  raccorder  avec  la  première,  mais  qui  sera  un  peu  en  arrière 

du  prolongement  de  cette  première  partie,  prolongement  qui  devrait 

faire  partie  du  profil  de  la  dent  si  l'on  voulait  qu'elle  fût  en  prise  plus 
long-temps. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède,  qu'au  moyen  de  deux  roues  juxtaposées 

et  fixées  l'une  à  l'autre,  on  peut  diminuer  l'étendue  du  glissement  sans 

diminuer  la  solidité  des  dents,  puisqu'on  peut  leur  laisser  la  même 
épaisseur  à  la  base  et  la  même  longueur. 

Au  lieu  de  deux  roues  on  pourrait  en  mettre  trois  à  côté  l'tme  de 

l'autre,  et  en  les  disposant  convenablement,  chacune  d'elles  n'aurait 
à  conduire  que  pendant  le  tiers  du  temps  pendant  lequel  elle  condui- 

rait si  elle  était  seule;  l'étendue  du  e;lissement  sera  donc  encore  dimi- 
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nuée.  En  continuant  de  la  même  manière,  on  voit  qu'on  pourra  dimi- 

nuer autant  qu'on  voudra  le  travail  résistant  dû  au  frottement  de  glis- 
sement, sans  nuire  à  la  solidité  des  dents,  en  mettant  sur  chaque  axe  lui 

nombre  suffisant  de  roues. 

Si  maintenant  on  suppose  que  le  nombre  des  roues  devienne  infini , 

et  qu'en  même  temps  leur  épaisseur  devienne  infiniment  petite,  de 

manière  que  l'épaisseur  totale  conserve  une  valeur  finie,  on  voit  que  le 

contact  n'aura  plus  lieu  sur  chaque  dent  que  pendant  un  instant  infi- 
niment petit,  après  lequel  il  se  transportera  sur  la  dent  voisine,  et  ainsi 

de  suite  jusqu'à  ce  que  quittant  la  dent  de  la  dernière  roue ,  il  se  trans- 
porte siu"  une  autre  dent  de  la  première  roue  pour  continuer  de  la  même 

manière.  La  partie  du  profil  de  chaque  dent  sur  laquelle  se  fait  le  con- 

tact, se  réduit  dans  ce  cas  à  l'élément  de  ce  profil  qui  est  adjacent  à  la  cir- 
conférence primitive;  le  contact  des  dents  coïncide  donc  toujours  avec 

celui  des  circonférences  primitives  ;  il  n'y  a  donc  plus  frottement  de 

glissement.  Jlais  alors  il  est  évident  que  l'ensemble  des  dents  des  dif- 
féientes  roues  sur  lesquelles  le  contact  se  transporte  successivement , 

forme  un  véritable  filet  de  vis,  et  que  la  suite  des  positions  du  contact 

sur  ce  filet  forme  ime  hélice  située  sur  le  cylindre  lieu  géométrique  des 

circonférences  primitives.  De  plus,  les  deux  hélices  dont  les  divers  élé- 
ments viennent  ainsi  successivement  se  superposer  sont  également  incli- 

nées sur  les  axes  P,  P'.  L'engrenage  auquel  nous  venons  d'être  conduits 

n'est  donc  autre  chose  que  l'engrenage  de  White  ,  et  l'on  voit  que  dans 

cet  engrenage  il  n'y  a  pas  de  frottement  de  glissement,  pourvu  que  les 
courbes  qui  servent  de  bases  aux  filets  hélicoïdaux  saillants  satisfassent 

à  la  condition  de  ne  se  toucher  pendant  le  mouvement  des  deux  axes 

qu'aux  points  où  elles  rencontrent  les  cylindres  primitifs.  Ces  courbes 

seront  faciles  à  trouver,  d'après  ce  que  j'ai  dit  sur  la  construction  des 

profils  des  dents  dans  le  cas  où  l'on  aurait  deux  roues  juxtaposées  sur 
chaque  axe. 

Si,  les  axes  P  et  P'  restant  parallèles ,  leur  distance  variait  un  peu  ,  les 

propriétés  démontrées  précédemment  n'auraient  plus  lieu  générale- 

ment ;  mais  on  conçoit  qu'on  puisse  déterminer  les  courbes  qui  servent 
de  bases  aux  filets,  de  manière  que  ces  propriétés  aient  encore  lien 

quelle  que  soit  la  variarion  de  la  distance  des  axes.  Sans  entrer  dans  plus 

de  détails,  je  me  contenterai  de  dire  qu'on  pourrait  y  arriver  en  partant 
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de  l'engrenage  cylindrique  à  développements  qui ,  comme  on  sait ,  per- 
met de  faire  varier  la  distance  des  axes  sans  que  pour  cela  l'engrenage 

cesse  de  fonctionner  convenablement. 

Les  filets  saillants  dont  les  roues  sont  armées  dans  l'engrenage  de 
Wlïite  peuvent  être  considérés  comme  engendrés  par  le  profil  qui  leur 
sert  de  base  auquel  on  donnerait  un  mouvement  de  rotation  autour  de 

l'axe  du  cylindre,  et  en  même  temps  un  mouvement  de  translation  pa- 
rallèlement à  l'axe,  ces  deux  mouvements  étant  déterminés  de  manière 

que  le  point  du  pro61  qui  est  sur  le  cylindre,  y  décrive  une  hélice.  Les 

deux  hélices  qui  servent  de  directrices  à  deux  filets  correspondants  sur 

les  deux  roues  sont ,  d'ailleurs ,  les  transformées  d'une  même  droite  tra- 

cée dans  le  plan  tangent  commun  aux  deux  cylindres,  obtenues  par  l'en- 

roulement de  ce  plan  sur  chacun  des  deux  cylindres.  Pour  peu  qu'on 
réfléchisse  à  la  manière  dont  nous  avons  été  conduits  des  engrenages  c\- 

lindriques  ordinaires  à  l'engrenage  de  Wliite,  on  verra  qu'on  peut  rem- 
placer la  droite  tracée  dans  le  plan  tangent  commun  aux  deux  cylindres 

par  une  courbe  quelconque  tracée  aussi  dans  ce  plan  ;  en  enroulant  ce 

plan  successivement  sur  les  deux  cylindres,  il  en  résultera  deux  trans- 
formées qui  pourront  servir  de  directrices  dans  la  génération  des  filets 

de  l'engrenage,  tout  aussi  bien  que  les  deux  hélices  que  nous  avions  con- 

sidérées d'abord ,  et  l'engrenage  résultant  jouira  encore  des  mêmes  pro- 
priétés. 

Il  est  évident  que  tout  ce  qui  vient  d'être  dit  pour  le  cas  où  les  deux 
axes  P  et  P'  sont  parallèles,  peut  se  dire  de  même  dans  le  cas  où  ces  axes 
se  rencontrent. 

Tome  V— FtïHiEii  i8,o 
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tX^\^'V\V>ttV>\A^^Ar\WlVViWVV«>VWWVVXWVWWVVWWV\^W\\'S^V%VkVW^\<VVWVV^VV\V\ 

SOMMATION  DE  QUELQUES  SÉRIES; 

Par  V.-A.  LEBESGUE, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux. 

Dans  un  Mémoire  sur  certaines  séries  singulières,  M.  Gauss  a  donné 

l'expression  générale  des  sommes 

>    sin?^   ,         >    COSi-   ,  (A) 

dans  l'hypothèse  de  p  premier  à  h.  Depuis,  M.  Dirichlet  ,  dans  le 
Journal  de  M.  Crelle ,  a  traité  par  un  moyen  tout  différent  et  non  moins 
remarquable  les  sommes 

^sini"^^,      2i'^os'"'7'  l^) 

qui  reviennent  aux  sommes  [A.),  ou  n'en  diffèrent  que  par  le  signe. 

La  question  est  donc  complètement  résolue,  et  si  j'en  parle  encore, 
c'est  surtout  pour  donner  un  procédé  fort  simple  pour  trouver  le  signe 

des  sommes  (A),  celui  de  M.  Gauss  devenant  d'autant  plus  long  que  p 

contient  plus  de  facteurs  premiers  différents;  tandis  qu'en  employant 
l'ingénieux  procédé  de  calcul  par  lequel  M.  Gauss  reconnaît  si  un  nom- 

bre est  résidu  ou  non-résidu  quadratique  d'un  nombre  premier  donné  , 
il  n'est  aucunement  nécessaire  dedistinguer  le  cas  de  p  nombre  premier, 

de  celui  de  p  nombre  composé  [*].  D'ailleurs  quand  p  et  h  ont  d  pour 
plus  grand  commun  diviseur,  en  posant 

p  =  p'd,     h  =  h'd, on  trouve  de  suite 

[*]  L'algorithme  en  question  a  paru  dans  un  Mémoire  postérieur  à  celui  cite  plus  haut. 
Ce  Mémoire  renferme  les  S""  et  6"'  démonstrations  de  la  Loi  de  réciprocité  de  Legendre. 
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.0  aAa-  j    ̂ -1      .      ■■,  lh'% 

^  p  jU  p'   ■> 

^       p       ̂         p' 

de  sorte  que  l'expression  générale  des  sommes  (A)  où  A  et  />  ont  le  plus 
grand  commun  diviseur  d,  se  trouve  être  a  >^pd,  le  coefficient  a  étant 
0,1  ou  — I. 

Il  suit  de  là  qu'au  moyen  des  formules  qui  donnent  sin^z  et  cos'"z 
développés  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  z ,  on  trouvera 
de  suite  les  sommes 

et  c'est  là,  ce  semble,  le  moyen  le  plus  direct  de  former  les  équations 
dont  les  racines  sontsin  P  —,  ou  cos  p  2_?  ̂   le  nombre  /  prenant  les  va- 

leurs o,  I,  2,...p   I. 

Je  fais  précéder  cette  recherche  de  la  détermination  des  sommes 

y  sm   .  —  =^  >  cosi* —  =  o, 
^^  1        p        ̂ ^  p  ' 

>,cos   .   =±:  yp  sin'^-T— .—  \ 

V*     ■       ''+'     2/2T  /-  p   1   hyr     i 
4   p 

=  =t:  \/p  cos^ 
P =  z-Vp  cos^.'?^  ) i     P  \ 

>  cos   '—  .   =  ±L  V/n  sm<-4^.—  \ ^^  •>.  n  '  An    . 

iq, 

/>  =4^4-1, 

p=kq-i. 

(G) 

Dans  ces  formules  où  h  est  supposé  premier  à  p,  l'ambigiùté  du  signe 
se  lève  comme  pour  les  sommes  (A). 

I. 

La  détermination  des  sommes 

>sm— 2— .  —  ,       ycos — i-. — , ■^rf  2         p  ^^  a         p 
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prises  depuis  i^o,  jusqu'à  i^^p — i,  dépend  d'une  formule  remar- 

quable due  à  M.  Gauss,  qui  l'a  donnée  dans  son  Mémoire  :  Suinmatio 

serierum quaruiTulam siiigidarium.Comm.  Got.,v.  Ij  an  1808-181 1  [*]. 

Pour  l'obtenir,  considérons  l'équation 

/\z)=Q{z).f[^{z)], 

oùj,  Q  et  (p  sont  des  caractéristiques  de  fonctions.  Pour  abréger,  nous 

supprimerons  les  parenthèses  dans  les  fonctions  (p,  et  nous  écrirons 

<p[<p{<pz)]=  <p{(p^z)  =  (p'z, 

(p[<p[(p[<f>z)]}  =  (py<p'z)  =  (f>'z, 
etc.,  etc. 

Nous  aurons  donc  la  suite  d'équations 

f{z)=^{z)f{0z), 

f{<pz)  =  ̂ {<pz)f{<p^z), 

f[<pH)=^[<pH)f[<p^z\ 

et  si  les  fonctionsy(z)  et  ô(r)  restent  finies  ou  convergentes  quand  on 
donne  à  z  les  valeurs 

z,  <pz,  (P'z,. .  .    cp"z, 

nous  pourrons  multiplier  membre  à  membre  les  équations  précédentes, 
et  de  là 

(«)  J[z)=f{(p"z).S{z)J{(pz).B^<f>^z)..M,r-'z). 

Supposons  maintenant  que  poiu'  une  certaine  valein-  de  n,J{(p"z) 
prenne  une  valeur  constante  déterminée ,  et  que  de  plus  les  fonctions 

[*  ]  J'emprunte  cette  citation  à  la  page  1 86  des  Fund.  nova  Funct.  ellipt.  La  formule  en 
question  désignée  plus  loin  sous  la  lettre  (/),  ne  se  trouve  point  dans  le  Mémoire  parti- 
rulier  que  M.  Gauss  a  publie  sous  le  même  titre. 
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J  et  9  ne  prennent  qu'une  seule  valeur  pour  une  valeur  déterminée  de  z , 

l'équation  précédente  fera  connaitrey  (s)  sans  aucune  ambiguité. 

Admettons,  par  exemple,  que  pour  n  =  oo,  <p"z  prenne  une  valeur 
constante  a ,  on  aura  ainsi 

(*)  A^)  =f{a).^{z).9{<f>z).^{<p^z).9i<p'z). .  . 

S'il  arrive  qiH'J[a)  ne  puisse  pas  se  tirer  facilement  dey(z),  mais  qu'il 

soit  aisé  de  déterminery ( b),  on  posera  z  =  è  dans  l'équation  précédente, 
et  l'on  aura 

J\b)=f{a).9{a).9(<pa).9{(p'a)..., 

et  par  suite 

Pour  appliquer  cette  formule ,  considérons  la  fonction 

^,    ,  I — z  ,1 — z    I  —  qz  .  I^  z    I  —  qz    I  —  q'z    , 
f(z)=  1  -i-<7   ho'   . — h-^q" — ■ — -• — h  +■■■ J  \    '  l  I  —  (j         1     i^q    I  —  q'  '     I — q    l^q'     I  —  q' 

qui  a  pour  terme  général 

a       l^z      1—qz     1 — q'z  1  — 9"~'z 

V  ■     i  —  q'i  —  q'-    ,_,y3    •••        i  —  ^" 

Si  l'on  y  change  z  en  q^z ,  et  qu'ensuite  on  multiplie  par  i — qz,  on  trou- 

2      I — qz  l — q'z  I  —  q"z  ,  _j.,     . 
g    —.   '—...   2-(i— o"    'z). 
'  I — q     I  —  q'  1  —  q"^  ^  ' 

Séparant  les  deux  termes  qui  résultent  delà  multiplication  par  i  —  «/""^'z, il  vient 

n.n+i  n+i.n+a 

^      I  —  qz  I — q"z  ^      ̂         I  —  qz  I — y'z 

"         ■    I — '/  '  '  '    I  —  «7"  "^  "      «  —  l"    ' — 1" 

Décomposant  ainsi  chaque    terme  du   produit   (i  —  q^)J {<i^^)i   '^^ 
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réunissant  la  deuxième  parbed'un  terme  à  la  première  du  suivant,  on 
trouvera  pour  terme  général , 

n  +  l    n-i-ci  n  +  i.n  +  2 

2  I  —  qz  I — q"z  2  I — qz  I  —  q"+'z 

'"  r  —  q'      'l — q"         "  I  —  q'''l —  9"+'' 

OU  en  réduisant 
n+l.n  +  1 

q 

I  —  q  '   I  —  q'  '  '  '   I  —  9"+'' 

qui  est  un  terme  de/(z)  ;  on  a  donc 

f{z)  =  {i—qz)f{q'z). 

Pour  transformer/  (  z)  au  moyen  de  la  formule  (  c  \  on  posera 

(p[z)  =  q^z, d'où  l'on  tirera 

(pz  =  q^z.   (p^z  =  9*2,  ̂ 'z  =  q^z.  . .  .<f>"z  =  q^"z, 

9{z)  =  i-qz,  9(<pz)  =  i-9'z,   B[rz)=i—q'z...6[^(p"-'z]  =  i—q''-'z, 

et  par  conséquent  il  viendra 

Pour  7z  =  00 ,  on  a  q^"z  =  o  si  la  valeur  absolue  (ou  plus  généralement 
le  module)  de  ç  est  <  i .  Donc 

(e)  /(z)=/(o)(i-9z)(i-9'z)^i-<?'z)... 

Posant  z=  I,  on  trouvera,  à  cause  dej'{i)  =  i,' 

'=/(o)(i-î)(i-9')li-?')-.- 

et  par  suite 

/^z)  =  i=^.i^.î:=i^. ■/    "■     '  ] — q     \— q'      1—9 

OU  bien 
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ce  qui  est  précisément  la  formule  de  M.  Gaiiss. 

Pour  z  =  q,  elle  se  réduit  k 

équation  fort  remarquable  qui  conduit  à  différents  théorèmes  sur  les 

nombres  triangulaires  et  sui-  les  nombres  carrés. 
Quand  on  choisit  une  valeur  de  z  qui  rende  nulle  une  des  quanhtés 

I  —  qz,  I — q'z,...  I — q'"z,  par  exemple  si  l'on  fait  z  =  ̂ -'",  la  formule 
f{z)  devient  de  forme  finie,  son  dernier  terme  se  tirant  de 

2        l—Z    I — qz  I  —  «"■ 

q   
 

l  —  q    1  —  7' 

OU  il  faut  faire  z=q-"',  ce  qui  donne 

.m+i 

a       I  — ç-™    I— y-"*'  i—q~^ 

l  —  q    '      1  —  7»     ••  •    i_9"' 

tous  les  termes  suivants  étant  nuls  à  cause  du  facteur  i  —  ̂ *'=o,  qui 
entre  dans  leurs  numérateurs. 

L'équation  (/)  devient  alors 
m .  ni+ 1 

[h) {1  +  7 — '- — i-^-* — '—. — ?-—...+</      .    !— ï_.'  ̂   '    f 
—  y       '—9'         1—9" 

+  in  —  I  \ 

Il  se  présente  ici  deux  cas. 

Soit  w  H-  1  ̂ p  un  nombre  pair  ;  en  posant  in-\-  i  =  m  ,  le  facteur 

'  —  ̂ -"'+2"-i  deviendra  nul,  ainsi  le  premier  membre  de  l'équation  sera 
nul.  C'est  en  effet  ce  que  l'on  vérifie  directement,  cai-  le  dernier  terme 
détruit  le  premier,  l'avant-dernier  détruit  le  deuxième,  et  ainsi  de  suite, 

jusqu'aux  deux  termes  moyens  qui  se  détruisent  également. 
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On  a  donc  identiquement  pour  m  impair, 

(Zl  +  o   ^— -Hfl'   ^—    i—   \-...-\-q  .       i-...   —=0. 

Si  dans  cette  identité  on  fait  q'^'"  ̂ q, d'où 
q'"^'  =qP=  i, 

ihTT  o.hi 

et  par  suite  o  =  cos   H  sni  —  v —  i , ^  P  P 

en  ayant  soin  de  prendre  h  premier  à  yy,  aucun  des  facteurs 

I  —  q,    I — ^^,...1  —  9'"=! — qP~^ 

ne  deviendra  nul ,  et  l'équation  (/  )  prendra  la  forme 

ou  bien  encore 

(/)  >     cos— ^.   t-sm— i^.   V  —  I     =  o, 
P  ■^  P 

d'où  résulte ,  par  conséquent ,  pour  p  pair  premier  à  h , 

(m)  >  cos   . —  =  >sm — —. —  =  o, 
^        ''  ^^  1  p  ^^  2  p 

les  sommes  étant  prises  de  /  =  o  à  ;  =/;  —  i . 

Soit  maintenant  m-\-  i=p  un  nombre  impair,  m  sera  pair,  et  si  l'on 
pose  7ra=  in,  comme  f  {q°)  =f[ï)=:i,  l'équation  (A)  deviendra 

I  1  —  q~'"  ,1 — q   "■    I — q  "■+'  a  i  —  o   "  i — q   "+'        i — q    ' 
{nyH-7   \-q^   ^— •   ~   \-...-hq         .    ^— .   ^—T--   ^ 

(   =  (i  -  q-'"^^)  (i  — ^-'"-*-3).  .  .[i  —  q-'). 

Et  si  l'on  pose  encore  q=:q~'", 

d'où  q'"-*-'=qP  =  i, 
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on  obtiendra 

[o]      j  +  r]+ci'+q'-^...  +  q~^={i—q-''^'){i—q-''^')...{i-r')' 

Comme  l'on  a  (^  =  cos  — ^  +  sin — -\/ — i,  en  supposant  h  premier  à 

p,  on  pourra  transformer  l'équation  (o).  D'abord  le  premier  membre deviendra 

y/' +(■    2/tx     .      x^     .      '' +(    2/(ar  .    .   cos   .   h  >  sin   . —  V — '  ; 
— J  7.  l>  ̂ -^  1  p 

puis,  comme  l'on  a 
I  —  a      :=  I  —  COS   1-  sin   V —  i 
1  p  p     ̂  

.   ,        .     ah'jr  (         ahit  ■     alw  ,   i   \ =  1  V  —  I  -sin —    COS   sm —  v —  i  N 
P    \        P  P  > 

si  l'on  fait  successivement  a  =  i,   3,  5.  .  .  p  —  -i.^  dont  la  somme  est 

—  j  ,  on  trouvera  pour  le  cas  de  />  =  4^  + 1 , 

>  COS— I^.  — +  >  sm— î^. —  V  — 

„    .    At  .      hic  .   ̂ his  .   p — I  a/iw/         /iT    ,  f'^.y- 
2   ••  sin  —  sin  2  —  sin  3  —   sin   .      cos  g   1-  sm  9  —  1/  - 

P  P  P  2        P    \  P  P 

au  moyen  de  quelques  transformations  qui  se  présentent  d'elles-mêmes. 
Et  pour  le  cas  de/jfc=  4?  —  i>  on  trouvera  pareillement 

V^  ('+  (     2/177  ^r\     ■      i'-{-  i     2/fx-      ,   
>  COS   .   h  >  sm   .  —  \  '  —  I  = ^  -i        P        .^  2        p 

p — I 
~:;~  .   h-TT  .       Iw    .    -  hiT            .    p — I    a/ix  /  .       h^r               lix,  .   \ 

2  "    sin  —  sin  2  —  sm  a  — ....  sin   .   (  sin  7  —  -}-  cos  </  — v  — 1    . 
P  P            P                     "^         P    \          P                  P             ) 

Posant  donc         P^a      sm — sm  2  — .  .  .  sm   .-;-, 
P  p  2/1 

on  aura  pour  p  z=  [^q-ir  i , 

V^  /'+  ('   2/(;r  „  /(ir  v^     .      /'+ 1     2/l5r  -,     .  Ai X  COS   .  —  =:  P  COS  7  —  ,      >  sm   .  —  =  p  sm  7  —  : 
•^^  2       p  i  p^     ̂ ^         "i-        p  P 

et  pour  p  =  /tq  —  i, 
Tome  V.  —  Février  1840.  _  m 
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>cos   . —  =  Psinrt— ,     >  sin — —. —  =Pcosg — . 
-^  1       P  i  p       ̂ ^  -i       p  ^  p 

Cherchons  maintenant  quelle  est  la  valeur  du  produit 

„  1         .         p         .  llTI        .        r,    flTT  .       p      l      llTT 
r  :=  2       snii^sina —  sin  o — . .  .  sin   . —  , h^  p  p  P        P 

OÙ  h  est  premier  à  p. 

Posons  ,  en  général ,  ah  =  pQ^  ■+■  'a  > d'où 

A  --.  '"a         ■  /l-r  { r^  '",1        \  /  sO»    •       '"a"' 
a  ~  =  Q„  -h  -  ,  sm  a  —  =  sm  Qq  .  tt  -h   -tt  =  (  —  i  p  sin  —  : 
P  P  P  \  P     j       ̂   P  ' 

or,  parmi  les  restes  /•, ,i\,i\,...  r^—i ,  se  trouvent  :  i"  des  nombres  posi- 

tifs  <  -  ;  2"  des  nombres  positifs  >  -  et  que  l'on  peut  remplacer  par 

p—fa,p—fi,,p  —  fc,'--oùf'a,f>i,,f,,...  sont  <^;  ces  nombres  p„, 

Pi...  forment  avec  ceux  énoncés  en  1°,  la  suite  i,  2,3,...^ — -  :  dephis 

r„x        (  p  —  ?<i  ):«■  Po"' 

P    ̂   P  ~  P donne 

sm —  =  sm  —  : 
P  p 

on  aura  donc  finalement 

3-       .              T 

■   P  —  ' 

■X 

sm  -  sm  2  -  .  . 

.  sm^^   

,  — 

P         P P 2 P  =  (— i)  "T"    2 

où  tous  les  facteurs  sont  positifs,  sauf  celui-ci  ( — i)  ~^ 
qui  est  -t-  I  ou  —  i ,  selon  que  Q,  +  Q,  +  .  .  .  +  Q     ,  ̂  3"  est  pair  ou 

impair,  ce  qu'on  trouve  par  la  règle  suivante,  due  à  M.  Gauss  : 

a  Faites  sur  p  et  h  premiers  entre  eux  l'opération  du  plus  grand  com- 
»  mun  diviseur,  et  soient  q,  r,s,  t,...i>,i  les  restes  successifs;  soient />',  h', 

»  q',r',...v'  les  plus  grands  nombres  ne  surpassant  pas-,  -,  -...-;  les 
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»  quotients  successifs  donnés  par  l'opération  du  plus  grand  commun 
»  diviseur  étant  a,  /3, .  .  .  A,  /m,  écrivez  ainsi  les  deux  suites 

(I)  p',h',q',r',s',...    u',v', 

(II)  a,^,y,S',...    A,  /u. 

»  Soient,  dans  la  série  (I),  He  nombre  des  termes  impairs  suivis  de  termes 

»  aussi  impairs;  et  J  celui  de  quotients  impairs  de  la  série  (II)  au-dessus 

»  desquels  se  trouvent,  dans  la  série  (I),  des  nombres  de  forme  ̂ k-\- 1  ou 

»4A-h2;  lasommeff  =  Q,H-Q2-f-...[=e(^)H-e(y)...4-  «fy), 
»  suivant  la  notation  de  M.  Gauss  ]  sera  paire  ou  impaire  en  même 

»  temps  que  /  +  J.  » 

Pour  la  démontrer,  on  peut  consulter  le  tome  III  de  ce  Journal , 

page  i4o. 
Le  signe  de  P  étant  déterminé,  il  faut  en  avoir  la  valeur  absolue;  or 

l'identité 

/"                         25r  \    /  i^    . 
xP~'-i-xl'~'-\-.  .  .-*-.r+i=    .r' — 2.CC0S   l-l        x' — lxcos-^-{-i \  P  J    \  P 

donne ,  en  y  posant  x  ̂ =.  r ,  a  cause  de  2  —  2  cos  —  =  4  sm  -^  — , 

p  =  2P~'  sm  --  sm-.2-  sin-'.i-.  .  .  sm-   .-; 
'  p  P  P  "^      P 

d'où ,  par  l'extraction  de  la  racine  carrée , 

VP  =  2   ̂   sm- sm  2 -.  .  .sin   . -. 
r  P  P  -^      P 

Telle  est  la  valeur*  absolue  de  P.  Quant  au  facteur  (—  i)'  qui  donne  le 
signe,  nous  le  représenterons  par  le  symbole  {h,  p)  pour  rappeler  la 
manière  dont  il  dépend  de^  et  h. 

Pour  avoir  les  valeurs  des  sommes  >  sm   — ,     >  cos   .  — , 

pour  le  cas  de  ̂   et  /j  non  premiers  entre  eux,  nous  représenterons  par 

d  leur  plus  grand  commun  diviseur,  et  nous  ferons 

h=^hd,  p  =  pa,     d  ou        =  — r> 
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h'  et  p' étant  premiers  entre  eux.  La  supposition  /  =  A/3'-t-«' donnera 

.      —  •  —  =  [iP'^'¥+  -  +  •  +  ̂   J  y- 

Or  dans  cet  arc  on  peut  négliger  les  multiples  de  ■ivr  ;  on  écrira  donc 
seulement 

1°.  Pour  p'  impair,  k[kp'-\-\)h'-7r  se  réduit  à  k.k-^i  .fi'Tr,  qu'on  peut 

supprimer  puisque  k.k-^  i  est  pair.  L'arc  se  réduira  donc  à  '   '-.  — -; 
on  aura  par  conséquent 

>  sm    .   =  rf  >  sm  — ■ — .  — r , ■^^  2  p  ^^  1  V 

>  CCS   —  .    =  «  > 

P  -^  2  p 

les  sommes  des  premiers  membres  étant  prises  de  o  à  /;  —  i ,  et  les  autres 

de  o  kp' —  I . 

■1° .  Vowr  p'  pair  et  par  suite  //'  impair,  la  partie  A  Ârj'+i.h'TT  se  réduit 

à  kyr,  qui  pourra  être  négligée  si  k  est  pair  ;  mais  si  A"  est  impair,  les 
sinus  et  cosinus  changeront  de  signe.  Il  suit  de  là  que  pour  d  pair  les 

deux  sommes  sont  nulles ,  et  que  pour  d  impair  elles  se  réduisent  aux 

sommes  >  sm      — r- et  >  cos     —;-,  prises  de  z^=oaz  =  « — i, 

et  sont  par  conséquent  nulles  encore,  puisque  p'  est  pair.  En  résumé on  a  : 

i".  p  et  h  étant  premiers  entre  eux , 

p  =  iq,  X^in   •  . —  =  y  cos   . —  =  o 

p  =  l^q+i,     2,^m  -^.—  =[h,p)\/psmq~-, 

^cos  -^.—  =(/^/;)V/^cos<7-,         )    ̂p) 

p  =  l^q-i,     2^&m  ̂ -.—  =[fi,p)\/pcosqy, 
>  cos— -  .--=[h,p^\/pi>mq~; 
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2".  p  et  h  ayant  pour  plus  giaml   commun   diviseur  d,  p  :=  p'd, 
h  ̂ h'd, 

;)  pair,        2,sin-^.— =  2.'=os-^.— =  0, 

p  impan-,     2,sin-^  '  ~  =  ̂  2.^'"  "T"  7"' 

>COS    .     =  rt     >   COS— !— .   T' 

les  premières  sommes  étant  prises  de  /  =  o  à  /  =  /^  —  i ,  et  les  antres 

de  /  =  o  à  '=  /y'  —  I . 

Dans  les  équations  {p)  relatives  au  cas  de  p  impair,  si  l'on  change  h 

en  8//,  l'arc '-^'.—  deviendra  [  (2/  -t- 1)^—  i]  —,  et  9—  se  changera  en 

[p  q:  I  )  — 1^,  puiscpie  l'on  a  /;  =  47  ±  '  •  De  plus,  il  est  très  facile  de  voir 

qu'on  a  entre  les  limites  /  =:  o  et  /  =:  p  —  i , 

2,sm(2«4-i)-— =  ̂ smr-— ,  2^cosi2J +  1)=»  —  =2]cos;- — ; 

de  sorte  c[u'on  trouve,  en  développant  les  équations  ,  p)  pour  le  cas  de 
p  =  [^cj->r\, 

CCS— ^sm/-— -sm— 2;cos/=  — =  -(8//,;>)\/psm— , 

d'où  l'on  tire 

^^smr-y-=o,       ^cos/- — ^[oli,p)\p. 

Pour  le  cas  de/»  =  47  —  '•  on  trouve  de  même 

CCS — >^snw-   sin  —  >cos/- —  =8//,»'  v/«cos-—, 

cos— ^cosr  —  4-  sm  ~y^m  r  —  =(8/j,/»  )   \//'  sin^  ; 
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d'oi'i  l'on  tire 

^smr-^  =  {Sh,p)\/p,     2;cosP^  =  o. 

Dans  ces  formules  on  peut  remplacer  {8h,p)  par  {ih,p).  En  efifet, 

fl'après  la  notation  précédente  on  a 

a       sm  —  sma— .  .  .sm^-^.—  =  (2^,^)  V>; 

de  plus,  si  dans  l'hypothèse  de  /j  =  4^  +  1,  pour  lequel  le  premier 

membre  de  l'équation  précédente  renferme  ̂ ^  =  iq  facteurs  sinus, 

on  transforme  les  q  derniers  au  moyen  de  l'équation 

smf^  -/)^  =  sin[/.7r-(2/  +  i)  -]  =  (-i)''-^'  sin  (-iZ-hi)-, 

il  prendra  la  forme P—i_ 

2      sm— sma  — .  .  .  sm-^^   .  — (—!)*■*■'•*, 
p  p  1       p  ̂       '         ̂  

ou  bien  encore 

{h,p)  Vp.{-  if^-î, 

d'où  ,  par  conséquent,  l'équation 

{^h,p)  =  {h,p){-if^-^. 

Pour  le  cas  de  p  =  47  —  i  >  ou  - —  =  2^  —  i ,  il  suffira  de  transformer 

les  q  —1  derniers  facteurs  du  premier  membre  de  l'équation  dont  le 

deuxième  membre  est  (a^,/;)  \^p,  et  l'on  obtiendra  ainsi 

{ih,p)  =  {h,p){-jf^-^\ 
Si  dans  ces  équations  on  change  successivement  h  en  a/i  et  4/1,  on 

trouvera  pour  p  =  47  -t-  i , 

{^hvp)  =  {^h,p){-iY,  {8h,p)  =  {lih,p){-i)i, 
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d'où  {8h,  p)  =  {%h,p). 

On  obtient  la  même  équation  pour  p  ̂ 47  —  i  ■ 
Le  changement  de  [Sh,  p)  en  (  ih,  p)  donne  les  valeurs  des  sommes 

>  sm«- — ,    >  sinj"  — ,  sous  une  lorme  que  nous  retrouverons  plus 

loin.  De  plus,  dans  le  cas  de  p  premier,  {ih,p)  est  +  i  pour  h  résidu 

quadratique  de  p,  et  — i  pour  h  non-résidu  quadratique  de  p;  ainsi 
Ton  pourra  ,  en  employant  la  notation  de  Legendre,  remplacer  (2//,/?) 

Pour  prouver  l'assertion  précédente,  partageons  la  série  i,2,'3...yy—  i en  deux  autres  : 

(— ) 
1".  les  résidus  quadratiques  a,  a',  a" .  .  .  a^  ̂   '  ; 

(— ) 
2".  les  non-résidus  quadratiques  è,  b' ,  b" .  .  .  b^  ̂   ̂. 

Il  suit  des  premières  notions  sur  les  résidus,  que  h  étant  lésiclii.  la 
suite  des  nombres 

i.//,   l'h,   yh,..,[p  —  i)"^, 

divisés  pai-  p,  produit  la  suite  des  résidus 

a,  a%  a",.  .  .  a^  ̂   -^ , 

chacun  se  trouvant  répété  deux  fois,  et  que  h  étant  non-résidu,  on  a. 
au  contraire,  la  suite 

b,  b',   //',...  A  '^  J^ 
chaque  non-résidu  étant  répété  deux  fois. 

Les  sonunes 

2^COSl'—  =  2,COSy  27J-, 

ne  peuvent  donc  prendre  que  deux  valeurs  ±0,  ±.  y/p.  Or  les  valeurs 
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+  0  et  -J-  \/p  l'épondant  évidemment  au  cas  de  h  =  i  ,  répondent  an 
cas  de  h  résidu  ;  il  reste  à  démontrer  que  pour  le  cas  de  h  non-résidu 

on  a  nécessairement  des  valeurs  de  signe  contraire. 

L'équation         xP~'-]-  xP~--\-  .  .  .-{-x-+x-\-  1  =  o 
donne  nécessairement 

■ri  .1/177  ■r\       .         .l/lTT    
>  cos  l   1-    >  SUl  1   \  '  —  I  =  —  I , 
^^         p        -^        /' 

ou  bien  encore 

I  4-  >  cos; —  =  0,      >  sm  i —  =  o. 
■^  P  '     -^  p 

Ov  h,  ih,  3h,...  p—  i.h  divisés  par  p,  donnent  la  suite  i,2,3,.../j  —  i, 

ou  bien  l'ensemble  des  deux  suites  a,  a',  a",...  b,  b',  b", ...  on  a  donc 

I  +  >  COS  a   1-  >  cos  b  —  =  o, 

y  sm  a   h  >  sm  o  —  =  o. ^^  P        ̂ -^  P 

1°.  Soit  ^   =:  4(y  -^-    I, 

on  a  I  H-2  ̂ cosrt-^=(2A,  ;))  Vp  ; 

donc 

■K-T  ihw         -^^  ,  î/jTT         ̂ -1  ,  2îr         ■v^  7  7  25r         ,      ,  ,  .     - 
>  cosa   >  coso  — =  >  cos  an   >  cos>bn  —  =  (  2«,  p)  \' p. 
^^  p        ̂ ^  p        ̂ j  p       ̂ ^  p       ̂       '  i        i 

Le  changement  de  h  en  non-résidu  ne  fait  que  changer  le  signe  du  pre- 
mier membre,  donc  il  changera  aussi  celui  de  (2Â,  p). 

2°.  Pour  p  =^  [^q  —  I, 

on  a  léquation  2"Vsina — ^={ih,  p)\/p, d'ovi 

ou 

^  suirt  "^  —  2)sin  b^=  {ih,p)  \/p, 
P        j-^  P 

qui  conduit  à  la  même  conséquence. 
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Ainsi  pour  h  résidu  quadratique,  on  a 

(ik,p)  =  -\-  i=(-' 
et  pour  h  non-résidu  quadratique,  on  a 

'A 

On  en  peut  voir  une  autre  démonstration  à  l'endroit  cité  du  troisième 
volume  du  Journal  de  Mathématiques. 

II. 

Dans  ce  paragraphe,  nous  retrouverons  les  valeurs  précédentes  de 

^sin/^ — - ,  ̂cos/^  —  par  le  moyen  de  la  sommation  de  certaines  sé- 

ries, que  M.  Jacobi  a  données  sans  démonstration,  à  la  page  186  de  ses 

Fundainenta  nova  Functionum  elUpticarum.  Nous  obtiendrons  ainsi  les 

sommes  pour  le  cas  de  p  pair,  qu'il  serait  peut-être  difficile  de  déduire 
du  paragraphe  précédent. 

Considérons  les  deux  suites 

\  ft{z')=\—q   :-f  9<   ,^    ,4---±:?"'    1   ^   h—, 

l<p{z')  =  q  —  q'>   ;+79   .   1—    ±9  >"'+'/    —1   .   ï_— . 
\     ̂     '  l  —  q'  i  —  qKj  —  qi  ,_çM_^^. .  I  —  ^'- 

Si  l'on  pose 

on  trouvera  facilement  cette  équation  de  définition 

f{z)={i+z)f{qz. 
On  a  en  effet 

(i  +z)f{qz)=9{qH')-^  z'<p{qH')  +  z[Q{q'z')-\-(D{q'z')], 

puis 
9{z')  =  Q[q'z')-^.z'<p{q'z'),     i(p(z=')=e(<?V,H-(P',9V    , 

TomeV.  —  Février  1840.  " 
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d'où  l'éqiiation/(z)  =  (i  -\-z)J'{qz),  qui  donne  de  suite 

(7)      /(z)=/(r2)(n-z)(,H-<Zz)(H-9^z)...(H-r-'2)- 
Pour     111=  ^    et    y  <  I ,     on  aura  donc 

/(z)=/(o)(i4-z)(H-îz)(n-9^z)..., 

en  admettant  qu'aucun  facteur  du  second  membre  ne  soit  niU  et  que 

j  [z]  reste  convergente  quand  on  y  remplace  z  par  z,  qz,  q^z. . . 

Comme  la  supposition  z  =  i  donne /^(z)  =  a,  il  en  résultera 

i=/(o)(n-fy)(n-f  )(i+9')..., 

et  par  conséquent  l'élimination  dey^(o)  donnera 

Si  dans  cette  formule  on  change  z  en  —  z,  on  obtiendray(  — z),  et 

comme  l'on  a 

/(z)H-/(-z)  =  2Ô(z^),    /(z)-/(-z)=aî(p(zM. 

il  en  résultera 

1      1  +  3     1  +  93     l-\- q'z  I       1^3     l'^^z     1—q' 
f  z'  "l  =  -       ̂ ^^        ̂   ̂     ,  '^^"i  ̂     _      1 
.  2   '  l+q     1  +  9'      I+Ç'   ■    '  2      I  +</     1+9'      1+7 

jfflfz*')  =—  -^-i-^     '  "'"^"     '+?'"        _X    '~"     '  —  9-     '— ?'" 
(^^^         -^  23*  I  +  7  '    I  +«7'  '    I+73-"  23'l  +  7'l— 9''     I   7^' 

formules  données  par  M.  Jacobi. 

La  supposition     z  ̂   q     réduit  la  première  à 

■q  +  q'-q'^...  =  \^'- 
\—q       l  —q'       I —  q^ 

1  I  +7  ■  1+-?'  ■  1  +g'    ' 
ou  bien  encore 

■^-^  .  ̂^,  .  ̂^.  .    =  I  —  2(7  +  27^  — 20' +  20".  .  .iiao»"' '+?      '  +  7       1+7  /  i  7  i  7 
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qui,  par  le  changement  du  signe  de  q  devient 

qui  conduit  à  divers  théorèmes  sur  les  nombres  carrés. 

Nous  examinerons  ici  le  cas  particulier  où  le  nombre  de  termes  des 

fonctions  9(z^)et  cp(z^)  devient  limité,  ce  qui  arrive  pour      z  =  ±q~"'. 

Dans  cette  supposition  l'équation  (</!  devient 

l  —  q^         ̂         \—,j'  I— f/<  1—7'  i—q^  1—9" 

=  /(±.)(.±7-'")(.±v-+-)---('±'/-). 

et  par  le  changement  de  signe  de  q 

1+9   '—^+q'-   ^--   '—1 — l-..-f-<7      '-^■-   '-^ 
I  — 7'  I    7'  I — q*  I  — q'  I  — q^" 

[      '  '  L  I — î'  I — 9*  1—9'*  "  —  9         ' — 9       J 

=  (i±i)(iqz9-')(i±9-V/)...(,±9-"'), 

car    y'(zt  i)  =  I  ±1. 
Si  dans  cette  équation  on  pose  wz  -h  i  =  /> ,    elle  deviendra .  pour  le 

cas  de  p  impair,  en  prenant  le  signe   supérieur  et  supposant  de  pins 

Il  est  à  remarquer  que 

donne 

q  =  C08   h  sm  —  V  —  1 

cr''  =  cos~   hsm-î —  V- 

et  par  conséquent  dans  la  supposition  de  h  premier  à  p,  on  ne  pourra 

avoir </**=  i ,  qu'en  posant  k  =  p=-m-\-i,  ainsi  l'équation  {^u]  ne  preHcl 
8.. 
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pas  de  dénominateurs  nuls  et  l'indétermination  ne  s'introduit  point. 
Si  l'on  observe  que 

le  signe  supérieur  étant  pour  /  pair  et  l'inférieur  pour  /  impair,  on  aura 

J-\-q+q'-h...-^q^''-'^'  =  {q'-q-'){q-'-q^')..Xq        '-q        ''  J , 

qui  pour  le  cas  de  p  ̂ =4^  +  i  se  réduit  à 

p— I 

V^        .  làv       v^  .       l/iTT  "7"  .     y.hv   .       ih'x  .    p  —  I    ihir      ,    ,      ,.  /- >  cosi'   (- >  sin  f'   =:2  sin   sina   . .  .  sin   .   ■=i.(ih,p)\/ p, 

^  P         ̂   P  P  P  2         ;.         "^^      '^' 

et  pour  celui  de     p  =  liq  —  i      à 

V»  ïAa-    .    ■«r»    .     .    2/171-      ̂           .  /           2       .     ̂ h-T       .    p — 1    aAx 
>  cosf'   1-  7  sini'   1/ —  1=1/  —  12         sin   ...sm   .   
Jimà  p      '    .^  p     *^  p  2         P =  \/  —  i.(ih,  p)V^, 

comme  on  le  trouve  de  suite  an  moyen  de  la  formule 

n  —H  .   /          •  ̂ '"f 
q    —  q    "  =  2  V  —  I .  sm  n   . 

De  là  se  déduisent  les  valeurs  de  ̂   sin  i^  —  et  V  cos/" —  données jid  p        j^  p 

plus  haut. 
Maintenant,  dans  l'équation  («)  posons  m  +  i  =/)et  encore  impair  et 

^m+i  __ —  I  :  en  prenant  le  signe  inférieur,  on  trouvera 

-+-'/4-'7'  +  < 
-//'-)'_. 

D'ailleurs,  comme  ^''=  —  1  donne<7''^=i  et<jf  =  cos  — -hsin— v'— i ,  on 

verra  encore  que  dans  l'hypothèse  de  h  impair  (premier  à  ip)  on  ne 
peut  avoir  </-*  =  i  sans  avoir  k  multiple  dep  ;  ainsi  aucun  des  dénomi- 

nateurs de  l'équation  [s)  ne  devient  nul  :  on  a 

  =  >  COSi''  — 
1p      ̂ ^  p ^sin  i"^ — ^  =  2cosi''-^—  =  o. 
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les  sommes  étant  prises  dei=oà.i  =  p  —  i  ;  en  les  doublant  on  aurait 

les  mêmes  sommes  prises  de  /  =  o  à  /  =  2/J  —  i . 

Le  nombre  ip  est  de  forme  ̂ 74-2;  on  voit  donc  que  pour/j=47-+-2, 
on  a 

>  sm  i  ̂  —  =  2^  cos  i  — ^  =  o , 

les  sommes  étant  prises  de  o  k  p  —  i . 

On  peut  parvenir  directement  à  ce  résultat,  en  considérant  la  somme 

car  en  posant 
2//  r  .     2/(7 

il  en  résulte 

2//  r  2«7r      /   (j  =  COS   h  sm  — V  —  I  ? 
1  p  p    ̂ 

p    

q^  =  COS  liTT  -(-  sin  hit .  \/  —  i  =  —  1 , 

dans  l'hypothèse  de  p  pair  et  h  impair. Mais 

7^^    ̂   =7V^Vv=(-0  Y  » 
on  a  donc 

i-|-7-H(/»4-...-i-7 f/'-)'=[n.7  4.7V..+7W    ")][,4.(_0^"]. 

Si  -  est  impair  aussi  bien  que  A,  le  facteur  i  -t-(—  i)      deviendra  nul, 

et  l'on  aura ,  comme  on  l'a  déjà  trouvé , 

«:i    .     .»2/i7r       v^  .,  ihic 
>  %\a.r  —  =  >  cos  i    —  =  0. ^  p        ̂   P 

Dans  tout  autre  cas,  les  sommes  y"  sin  /'— ̂ ,  ̂^cosi"  —  prises  de  o  à 

p—  I  sont  doubles  des  mêmes  sommes  prises  de  o  à  -  —  r . 

Supposons  enfin  m-\-  i  =p  pair  et  posons  q'""*"'  =  —  1  =  7'';  en  pre- 
nant le  signe  supérieur,  nous  aurons 
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l-t-7-t-9*+...-4-9'''-"'=(l  -q'^){i-\-q-»){i+q-^)...[i+(i-P-'  ], 

ici         q^P  =  I ,  d'où 

q  =  cos   \r  sin   V  —  •  » '  2p  7p 

et  l'on  voit  encore  qu'en  prenant  h  premier  à/>,  l'indétermination  n'est 
pas  à  craindre. 

Pour  ti-ansformer  le  second  membre ,  on  remarquera  que 

[l±q-')[i  ±q-'^P-'^=  ±q-'±q-P-^'  =  ±{q-'  —q'), 

le  signe  supérieur  étant  pour  /  pair  et  l'inférieur  pour  i  impair,  si  l'on 

pose  j:j  =  2/)',  il  faudra  avoir  égard  au  facteur  moyen  i  ±:  qP'  et  comme 

^-''=cos   sin — V  — I  — (— 0       V- 

on  trouvera ,  réduction  faite ,  pour  ip  =  [\p'  =  %p"  M-  4 , 

>  cos/''   H  >  smi  — V —  I  =  2  sm  — sm  2  — . .  . 
^^  2/J        ̂ ^  ip    ̂   1  p 

h— 

7-'[(-"''"+V-]. 
en  doublant  les  deux  membres ,  pour  prendre  les  sommes  de  i  à  2/?—  r . 

Pour  ip  =  [\p'  =  8^",  on  trouvera  de  même 

^c-(         .^ihtc       -v^    .     .,,lh'!r  ̂   /    ~     .     ihtr    .        ih^ 
>  cosj-   H  >  sm?'' —  V  —  1  =  2     sm  —  sm  2  —  - . . 
^^  o.p      ̂ ^  P    ̂   ip  ip 

h- 

Maintenant  prenons  l'équation  xP  —  \z=.o,  ou  plutôt  en  divisant  par a--  —  I  , 
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jc''~^-^x''~'^-\-...-{-x^-{-i=^  (x^  —  2Xcos—  —  I  jf  a:'  — ao-cos  — +  1  j. . . 

. . .  I    x'  —  -ix  cos  — ^   — I-  1      ; 

la  substitution  x  =  i  donnera 

2^  p  p  P  -^         P 

Multipliant    le  second    membre    par    sin*  - .  -  =:  i ,  puis  par  4  les 
deux  membres  ,  et  extrayant  la  racine  carrée  ,  il  viendra ,  à  cause  de 

P   ~  V  ' 
.  / —  2    •       'T     •  2  -     .      ,j  27T'  .      V     2ir V  20  =  2  sm  —  sm  2  —  sin  o  —  . .  .  sm  -  .  — . 
'  lp  1p  ip  2      lp 

Si  l'on  change  tt  en  Trh ,  ce  qui  évidemment  introduit  le  facteur  {h,p), 

pour  p  =  ̂ q-\-ï, 

on  trouve 

J,cosi^'-^  +  ̂ sini^'±y/—i  =  {h,p)  [(-0'"^-+-  >/~]  V27, 
d'où  l'on  tire 

A— I 

^COSi'y^  =  {h,p){-l)'     V"^; 

et  pour  pz=  [^q  —  i 

2] cos.'^+2sin.-^V/ir,=(A,/.)|^, -♦.(-,)  "  \/—i^i/rp, 
d'où  l'on  tire 
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h—i 

Pour  le  cas  de  A  =  i ,  on  a  (  —  i  )  ̂  =  i ,  et  {h,p)  égale   i ,  comme  on 

l'a  vu  plus  haut  ;  on  a  donc  dans  ce  cas 

2/j  étant  un  nombre  pair  divisible  par  4-  Ce  qui  s'accorde  avec  les  résul- tats connus. 

On  voit  donc  par  quelle  règle  on  peut  fixer  le  signe  des  deux  sommes 

dans  tous  les  cas  possibles ,  h  étant  premier  à  p.  Dans  le  cas  où  h  et  p 

auraient  d  pour   plus  grand  commun  diviseur ,   en  posant  h  =  dh', 

p  =  dp',  i  =  kp'  -+-  /',  l'arc  /-  —^devenant  (k-p'-  +  ikp'V  -h  i'^)—^ 
-,  j      .  ,      .,„  2//V       ̂    ,, 

pourra  se  réduire  a  i'  — r-  et  1  on  aura P 

V^       .         .o    i/lTT  ,   X^        .         .„2/(V 

2^smi-—=d2,^^ni'  —  , 

la  première  somme  étant  prise  de  /  =  o  à  /  =  /;  —  i  et  la  deuxième  de 

i  =  o  ki  =jP'.  La  même  chose  a  lieu  pour  toutes  les  sommes  analogues. 
On  a  donc,  par  ce  qui  précède,  les  sommes 

quels  que  soient  h  etp,  et  comme  sin'"z  et  cos'"z  s'expriment  au  moyeu 
des  sinus  et  cosinus  des  arcs  midtiples ,  on  pourra  former  immédiate- 

ment les  valeurs  générales  des  sommes 

2^sin    i'  — ,       >  cos   ;^ P  -^  P 

pour  toutes  les  valeurs  de  h  et  p. 
On  pourrait  aussi  former  les  sommes 

SUl  '"      —  .   ,  >    COS""    .    
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mais  elles  seraient  moins  simples  à  cause  des  lignes  trigonométriques 

qui  s'introduisent  dans  le  résultat. 
Nous  allons  donner,  pour  le  cas  de/?  premier,  les  formules 

.  sm  "'/  '■  —     et      >  cos  "t  *  — . 
,  m;2    

P 

m. 

Nous  venons  de  voir  que  si  l'on  représente  par  p  un  nombre  pre- 
mier qui  ne  divise  pas  h,  on  a,  pour /j  =  l\q-\-  \  , 

2sm,^—  =  o,     2,cos/'— =     -    V<p, 
.p) 

et  pour /j  =  4?  —  I, 

ces  sommes  étant  prises  depuis  i:=o  jusqu'à  «  =/* —  i>  ̂ t  (  -  j  repré- 
sentant +  I  quand  h  est  résidu  quadratique  de  p,  et  —  i  quand  h  est 

non-résidu  quadratique  de  p. 
De  ces  formules  de  M.  Gauss  on  déduit  de  suite  les  formules  analo- 

gues pour  les  sommes  des  mêmes  puissances  :  il  suffit  de  remarquer 

qu'en  posant  (  i-H  i  )'"  =  i  H-  M,  H-  Mj  +  .  .  .  -H  M,„  ,  de  sorte  que  i , 
M,,  Mj,  etc.,  soient  les  coefficients  binomiaux  i,  — ,    - — ^^,  etc.,  on  a I  1.2 

pour  m  pair 

2""' cos  ""3  =  cos /ni  4- M,  cos  (/H  —  2)  3-1-M,cos(/7i  —  4)^  +•  •  --t--  M„,cos  o.z, 

■?.     1 

( — l)    2"    '  sin'"z=:cos»i;^M,cos(TO— 2)ï-4-/«,cos(»/ — ^)z  —  ...rb-M     coso.;; 

2     1' et  pour  m  impair 

2"'-'cos"'z  =  cos/7iz  -+-M,cos(/n  —  2):-f-  M.cosi  OT  —  4)  -  "H  •  ■    "H  Mm— 1  cosz, 3 

m  —  I 

.2  _       . 

( —  I)        2"   'sin"':  =  sinTOi — M.sinfm  —  2)c-f-M,sin(OT  —  4^= — ■■•±M„_,  sin  i, 
1 

Tome  V   Février  1840.  9 
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qui,  au  moyen  des  formules  précédentes,  donnent  immédiatement, 

dans  le  cas  de  />  =  4?  -*-  i  »   i°  pour  m  pair 

et  pour  le  cas  de  m  impair 

l—  'J     2' 

2°.  Pour/j  =  47  —  i>  et  /ra  pair 

^^.-^^sin'V^l^^a-'^cos-pHdl^ipM^, 

et  pour  /n  impair 

a'^-'^cos'"/*  — =  o 

(—Ij  2" -Z'^-  ̂ =  [(yJ-'-'l^v^M^^)-*".-^.]  ̂ '- 
Au  moyen  de  ces  formules  on  trouvera  très  facilement  les  équations 

dont  les  racines  sont  les  sinus  ou  cosinus  des  arcs  a — ,a' — ,  a" — ,  etc., P       P         P 

en  représentant  par  «,  a! ,  a",  etc.,  les  résidus  quadratiques  de  p,  et  de 

même  celles  dont  les  racines  sont  les  sinus  ou  cosinus  des  arcs  b —  , P 

b'  — ,  è"— ,  etc.,  en  représentant  pai'  b,  b',  b",  etc.,  les  non-résidus  qua- 
dratiques de  p. 
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Pour  l'équation  au  sinus,  comme  deux  valeurs  de  P  donnent  le 
même  résidu,  il  faudra  diviser  les  sommes  par  2  ;  et  comme  Ph  est  ré- 

sidu ou  non-résidu  quadratique  en  même  temps  que  k,  on  voit  que  le 

changement  du  signe  de  v/jp  suffit  pour  passer  de  l'équation  relative  aux 

arcs«  — ,  a  —,  etc.,  a  celle  relative  aux  arcs  b  — ,  o  —,  etc. 
P         P  />'       />  ' 

Pour  l'équation  au  cosinus,  à  cause  de  la  racine cos  0  —  =  i,  il  fau- 

dra diminuer  les  sommes  de  l'unité,  puis  les  diviser  par  1.  D'ailleurs  le 

passage  d'une  équation  à  l'autre  se  fera  par  le  changement  de  signe  du 

radical  \/p,  si  ce  n'est  pour  le  cas  de  /?  =  4^  —  i,  car  le  radical  ne 
se  présente  point  dans  les  sommes  de  racines;  en  voici  la  raison. 

Pour  ce  cas,  quand  a  est  résidu,  —  a  ou  />  —  rt  est  non-résidu.  Or  la 
série  des  nombres 

o.A,      i.Â,     l^.h,     <^.h,.  .  .{p—\fh, 

quand  on  en  retranche  les  multiples  Ae  p,  ce  qui  n'altère  pohit  la  va- 

leur des  lignes  trigonométriques  de  l'arc  i ̂ — ,  revient  à 

o,     ah,     a' h,     a"h.  .  .  , 

ah,     a' h,     a" h, ...  ; 

car  chaque  résidu  se  répète  deux  fois.  Or  quand  on  change  le  signe  des 
arcs,  les  cosinus  ne  changent  pas  :  on  peut  donc  remplacer  la  seconde 
ligne  par 

{p  —  a)h,     i^p  —  a')h,     {p  —  a')h,     etc., 
ou  par 

bh,     h'h,     b"h... 

On  a  donc  la  suite  complète 

o,   h,   ah,   Vi. .  .  {^p  —  \)h, 

et  comme  h  est  premier  à  ̂ ,  on  peut  la  remplacer  par 

o,   1,   2,  3.  . .  /J  —  I, 
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de  sorte  que  l'équation  à  laquelle  on  parvient  n'est  autre  que  celle  dont les  racines  sont 

coso — ,  cos — ,   COS2  — ,  cos3  —  ...cos'p  — I  — , 

P  P  P  P  -r  p-i 
équation  connue  à  coefficients  rationnels. 

Ainsi  donc,  le  cas  précédent  excepté,  si  l'on  représente  par 

xP-'  -^  k.xP-"  -\- .  ..Px  +  Q  =  o=X 

l'équation  dont  les  racines  sont  les  sinus  ou  cosinus  des  arcs 

2x  air        o  2x  ,  25r 
—  ,      2  —  ,      5— ,...(0— l)— , 

p  p  p  ^'  P 

la  quantité  X  prendra  la  forme  Y"  —  pZ-  =  X,  Y  et  Z  étant  des  fonc- 
tions entières  de  x. 

Ce  théorème  est  analogue  à  celui  relatif  à  l'équation 

xP~'  ■+-  xP--  -t-...-h  JT  +  I  =  X  =  o. 

Comme  les   racines   cos   h  sin  —  V  —  i   sont   de   deux   sortes  : P  P 

i"cosa   hsmrt  —  V  —  i?  et  2"  coso   1-  sino  —  \'  —  \.  la  somme P  P  p  p 

des  ?rt'""^^  puissances  des  premières  sera 

I».  pour  p=4fy4-i   -i  +  1  g)  V^, 

1".  pour  p  =49-1   -  \  +iÇ)N/-^' 

et  l'on  voit  de  suite  que  la  somme  des  m'^"'^'  puissances  des  secondes 
ne  différera  des  précédentes  que  par  le  signe  de  \/p.  Ainsi,  dans  le  pre- 

mier cas  on  trouvera  X  =  Y^  —  pZ-,  et  dans  le  second  X  =  Y-  -h  pZ^, 
ce  qui  est  le  théorème  de  M.  Gauss. 

La  méthode  précédente  pour  le  calcul  des  fonctions  Y  et  Z  a  été  don- 

née par  M.  Legendre.  Il  en  résulte  que  l'emploi  du  signe  (  -  j  permet  de 
trouver  des  valeurs  générales  de  Y  et  Z.  Pour  plus  de  détails  on  peut 

voir  le  Journal  de  Mathématiques,  tome  III ,  page  128. 
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Four  donner  un  exemple  de  l'emploi  des  formules  précédentes,  on 

peut  prendre  l'équation 
•,       ,,,      '7   ,    ,  "9    ,,     221  q35    j    56i   ,  ,  357  5i  17 

4  10  67.  256         5i2        2048        4°9o        6553b 

dont  les  racines  sont  les  sinus  des  arcs  multiples  de  —  ;  or  on  a  en  gé- 
néral 

-3a2sm.„î-:=[Q-6(4)+,5(î)-,„V^], 

,  .82s.n  • .  7  =  [(I)  -  8  (I)  +  ,8  (j)  -  56  (î)  +  35  v'^]  ̂fp, etc.; 

les  sommes  des  puissances  impaires  étant  mdles,  puisque  ys  =^  l\q-\-i. 
Pour  le  cas  particulier  de  p  =  17,  comme  on  a 

G)  =  (*) 
4^._/8^_.    ^<*^=_,, 

^/         v^y 

en  représentant  pour  abréger  les  sommes  des  puissances  i  '',  2*,  3*. . .  des 
racines  paryi  5/2  >  Ta  v  •  il  viendra 

/  =  /s  =  /s  =J^  =  o, 

1=1  (ri    -    Vn),    X=^(i7-5    -4VT^), 

f,  =  i('7-3-3\/77),     /■  =  ̂ (17.35-19.17), 

de  sorte  que  l'équation  dont  les  racines  sont  les  sinus  des  arcs  a.  —  ou 

17 

2^  lit  .   2!r  j,  2x 

17'  17'        ̂ 17'  17' et 

6  3»-  f,  Its  n  2?r  lit —  ,    i5  — ,   i3  — ,     9  —  , 
17  17  17'     ̂ 17 
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sera 

-^^^''^-'^■^'^'  =  °' 

connue  on  le  trouve  facilement  au  moyen  des  relations  qui  donnent 

les  coefâcients  d'une  équation  en  fonction  des  sommes  des  puissances 
des  racines.  Pour  cet  exemple ,  on  peut  consulter  le  n"  364  f^c^  Recher- 

ches arithmétiques  de  I\I.  Gauss. 

Je  finirai  ce  petit  Mémoire  en  proposant  deux  problèmes  dont  je  dois 

dire  d'abord  que  je  n'ai  pas  la  solution. 
1.  Peut-on  déduire  des  équations  en  sin a—  et  cosa —  {a  est  un  ré- 

sidu  quadratique  quelconque),  la  valeur  du  produit  n  cotangrt— ? 

Pour  le  casp  =:  4"  +  3,  M.  Stern  donne  l'équation  — ^=ncotangfl  — 

(Journal  de  M.  Crelle,  tome  XVII,  page  375);  cependant  le  signe  est 

tantôt  +  et  tantôt  —  ;  par  quelle  règle  peut-on  le  fixer? 

2.  M.  Libri  dit  dans  son  Mémoire  sur  les  intégrales  définies  aux  dif- 

férences finies,  que  la  somme  'S  cos-^ — -  peut  s'obtenir  en  fonction  de 

a,  le  nombre  a  étant  donné  par  l'équation  indéterminée  4'2^<ï'-f-27^^; 
il  suit  en  effet  de  la  théorie  de  jNI.  Gauss  que 

>      cos   H  sm   V 
0                                    ̂                                              ̂  

racine  de l'équation 

z'  —  3pz  —  na  =  o. 

en  supposant  a  de  forme  3rz'-h  i,  ce  qui  détermine  son  signe.  Mais  il  se 
présente  ici  une  ambiguité  du  genre  de  celle  qui  a  lieu  pour  les  sommes 

Vsin-^ — ,  ̂cos-^— ̂ .  On  doit  fixer  le  choix  de  la  valeur  de  ;  :  tant 
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que  cela  ne  sera  point  fait,  la  somme  "Vcos-^ — ne  sera  pas  déter- 

minée; quant  à  la  somme  ̂ sin^ — ,  elle  sera  toujours  nulle.  On  de- 

mande   une   règle    pour   fixer    le   choix   de    la  valeur   de  z  égale  à 

^  cos   ?  On  a  n  =  3^  -f-  I . 

On    peut    proposer    une    semblable    question    pour    les    sommes 

^  cos  — '-  ,  ̂  sin  _fJI^  dans  l'hypothèse  de  «  =  4^  4-  '  • 
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EXTRAIT 
d'une 

LETTRE  DE  M.  LEJEUNE-DIRICHLET  A  M.  LIOUVILLE. 

«  En  voyant  dans  votre  Journal  l'élégante  traduction  que  M.  Terquem 
a  bien  voulu  faire  de  mon  Mémoire  sur  la  progression  arithmétique  [*] , 

j'ai  eu  l'idée  d'étendre  la  même  analyse  aux  formes  quadratiques.  En 
combinant  cette  analyse  avec  les  considérations  ingénieuses  que 

M.  Gauss  développe  dans  les  derniers  nxmiéros  de  sa  cinquième  sec- 

tion ,  on  prouve  non-seulement  que  toute  forme  quadratique  renferme 

une  infinité  de  nombres  premiers ,  mais  encore  qu'elle  en  contient  qui 

soient  d'une  forme  linéaire  quelconque  compatible  avec  la  forme  qua- 
dratique donnée. 

»  Je  me  suis  aussi  beaucoup  occupé  dans  ces  derniers  temps  a  étendre 
aux  formes  quadratiques  à  coefficients  et  indéterminées  complexes, 

c'est-à-dire  de  la  forme  t  -\-u\/  —  i  ,  les  théorèmes  qui  ont  lieu  dans 
les  cas  ordinaires  des  entiers  réels.  Si  l'on  cherche  en  particulier  a  ob- 

tenir le  nombre  des  formes  quadratiques  différentes  qui  existent  dans 
cette  hypothèse  pour  un  déterminant  donné,  on  arrive  à  ce  résultat  assez 

remarquable ,  que  le  nombre  dont  il  s'agit  dépend  de  la  di%àsion  de  la 
lemniscate,  de  même  que  dans  le  cas  des  formes  réelles  et  à  détermi- 

nant positif,  il  se  rattache  à  la  section  du  cercle.  Ce  qui  m'a  surtout  fait 

plaisir  dans  ce  travail .  c'est  le  parti  qu'on  v  tire  de  considérations  géo- 
métriques et  particulièrement  de  la  théorie  des  propriétés  perspectives 

des  figures.  Au  moyen  de  cet  auxiliaire,  la  question  qui  d'abord,  et 

considérée  d'iuie  manière  purement  anahtique,  parait  exti'èmement 

compliquée,  devient  presque  aussi  simple  que  lorsqu'il  s'agit  de  déter- minants réels. 

[*]  Tome  IV  de  ce  .Tournai,  page  3q3. 
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»  Les  recherches  dont  je  viens  de  vous  indiquer  l'objet,  m'ont  conduit 
à  un  théorème  remarquable  par  sa  simplicité  et  qui  ne  paraît  pas  sans 

importance  pour  la  théorie  des  équations  indéterminées  des  degrés  su- 
périeurs au  second,  matière  encore  très  peu  cultivée.  Voici  en  quoi 

consiste  ce  théorème. 

«  Si  l'équation 

(i)  s" -^- ns"-'  +...+ gs  +  h  =0, 

»  à  coefficients  entiers,  n'a  pas  de  diviseur  rationnel,  et  si  parmi  ses 
»  racines  a,  /3,...  «d,  il  y  en  a  au  moins  une  qui  soit  réelle,  je  dis  que 

»  l'équation  indéterminée 

(2)  F(jc,j,...z)  =  (p(a)(p(/3)...{p(û;)  =1, 

»  où  l'on  a  posé  pour  abréger, 

(p(a)  =  X  -\-  aj  -\- ...-\-  a"~'z, 

»  a  toujours  une  infinité  de  solutions  entières.  » 

»  Pour  établir  ce  théorème,  il  faut  d'abord  faire  voir  qu'il  existe  au 

moins  un  entier  m  tel  que  l'équation 

(3)  F{x,j,...z)  =  m 

ait  ime  infinité  de  solutions.  C'est  à  quoi  l'on  peut  parvenir  par  dillé- 
rents  moyens.  Dans  le  cas  du  second  degré,  la  chose,  qui  pour  ce  cas 

n'est  pas  nouvelle ,  résulte  immédiatement  des  propriétés  des  fractions continues. 

»  L'équation  (3)  ayant  une  infinité  de  sohitions,  il  en  existera  deux 

telles  que  l'on  ait 

F(x,j,...z)  =  m,     ¥{x',jr',...7f)  =  m, 

et  en  même  temps , 

(4)  x^x',    j^^y,...  z^zf  {moà.  m). 

Cela  posé,  si  nous  considérons  la  fraction 

Tome  V.  —  Février  1S40.  I O 
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^  -h"}''  +    ■    -t-  a.""'  z' 

on  pourra  évidemment  [en  multipliant  par  (p(/3)...{p(c«)]  lui  donner  la 
forme 

X  +  «Y  +  ...  -I-  *'•-•  Z 

m  ' OÙ  X,  Y,...Z  sont  des  fonctions  entières  et  à  coefficients  entiers  de  Jc, 

j,...z,  ccf, y, ...  s'.  Je  dis  maintenant  que  X ,  Y, . . .  Z  sont  des  multiples 
de  m.  Pour  le  faire  voir,  admettons  pour  un  instant  que  dans  ces  expres- 

sions 3c',y,...z'  soient  changés  en  o" ,  j', . . .  s ,  changement  par  lequel  X, 
Y,...  Z  resteront,  en  vertu  des  congruences (4) ,  congrus  à  eux-mêmes. 

Par  le  changement  dontil  s'agit,  X-t-aY  +  ...H-  a"~'  Z  doit  devenir  égal 

à  /n,  ce  qui  ne  peut  arriver  [  l'équation  (i)  n'ayant  pas  de  diviseurs  ra- 

tionnels] qu'autant  que  X,  Y,...  Z  deviennent  respectivement  m,  o,...o. 
Donc  X,  Y,...Z  sont  divisibles  par  ?«,  et  la  fraction  considérée  plus 
haut  est 

0-4-  a>H-...+  a"-'  Ç 

^ ? ,  n, ...'(,  étant  des  entiers) ,  d'où  l'on  conclut 

F(e,  y.,...r)=-  i> 

solution  qui  en  fournira  une  infinité  d'autres. 
»Parmi  les  conséquences  nombreuses  qu'on  peut  tirer  de  ce  théorème, 

il  y  en  a  une  qui  se  présente  pour  ainsi  dire  d'elle-même  et  consiste  en 

ce  que  les  fonctions  que  Lagrange  a  d'abord  considérées  dans  les  Mé- 

moires de  Berlin,  et  plus  tard,  dans  les  Additions  à  l'Algèbre  d'Euler, 
et  qui  se  reproduisent  par  la  multiplication,  si  elles  peuvent  obtenir  une 

certaine  valeur,  sont  dès  lors  susceptibles  de  la  même  valeur  pour  une 

infinité  de  systèmes  de  valeurs  des  indéterminées  x,j,  ...z,  en  supposant 

toutefois  que  l'équation  algébrique  d'où  ces  fonctions  tirent  leur  ori- 
gine satisfasse  aux  conditions  ci-dessus  énoncées.  » 
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NOTE 

.9?//-  la  détermination  du  nombre  des  racines  réelles  on  ima- 

ginaires d'une  équation  numérique,  comprises  entre  des 
limites  données.  Théorèmes  de  Bolle,  de  Budan  ou  de 

Fourier,  de  Descartes,  de  Sturm  et  de  Cauchy; 

Par   m.   l'abbé   MOIGNO. 

Mon  but ,  en  rédigeant  cette  Note ,  a  été  de  faire  connaître  une  mé- 
thode très  ingénieuse  que  M.  Cauchy  a  exposée  dans  un  Mémoire 

ayant  pour  titre  :  Calcul  des  indices  des  fonctions ,  et  qui,  hthographié 

d'abord  en  novembre  i83i,  a  été  imprimé  depuis  avec  des  additions 

importantes ,  dans  le  XXV^  cahier  du  Journal  de  l'Ecole  Polytech- 

nique. J'ai  respecté  autant  que  j'ai  pu  la  marche  de  l'illustre  géomètre  ; 
je  me  suis  efforcé  de  reproduire,  quant  à  la  substance,  ses  démonstra- 

tions; mais  j'ai  cru,  dans  l'intérêt  de  la  science,  devoir  renoncer  à  ses 
notations  qui  auraient  certainement  effrayé  les  élèves  et  souvent  même 

les  professeurs.  La  considération  tout-à-fait  neuve  des  indices  ou  des 
excès  est  aussi  simple  que  féconde,  mais  cette  simplicité  disparaît  quand 

on  l'entoure  de  signes  qui  ont  au  moins  l'inconvénient  d'avoir  trop  d'a- 

nalogie avec  les  notations  ardues  du  calcul  intégral.  On  n'a  jamais  plus 
besoin  de  notations  et  de  démonstrations  élémentaires  pour  le  fond  et 

pour  la  forme,  que  lorsqu'on  exjjose  une  méthode  nouvelle  ou  un calcul  nouveau. 

Pour  arriver  à  me  passer  des  notations  de  M.  Cauchy,  j'ai  eu  besoin 
de  m'aider  d'un  Mémoire  de  M.  Sturm,  inséré  dans  le  premier  volume 
de  ce  recueil  ;  je  lui  ai  emprunté  la  démonstration  très  simple  du  rap- 

port qui  existe  entre  les  excès  de  deux  fractions  inverses.  De  sorte  (]ue 

si  ma  Note  a  quelque  mérite,  la  gloire  en  reviendra  toute  entière  à 

M.  Cauchy  et  à  M.  Sturm.  On  ne  verra  peut-être  pas  sans  plaisir  com- 

ment on  peut  déduire  d'un  principe  unique  et  facile  à  saisir,  un  grand 

nombre  de  théorèmes  qui  jusqu'ici  demandaient  des  démonstrations  iii- 
10.. 
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dépendantes,  souvent  pénibles,  et  dont  le  seul  énoncé  aurait  effravé.  il  v 

a  trente  ans,  les  plus  habiles  analystes.  Lagrange  et  Legendre  auraient 

en  effet  eu  de  la  peine  à  croire  qu'on  arriverait  par  des  procédés  très 
élémentaires  à  déterminer,  poiu-  une  équation  de  degré  quelconque,  le 
nombre  des  racines  imaginaires  dont  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de 

V^—  I  sont  compris  entre  des  limites  données. 

1.  Définitions.    Lorsqu'une  fonction    rationnelle    quelconque  -y-^ 

change  de  signe  en  devenant  infinie  pour  une  valeur  réelle  x  =a  propre 

à  vérifier  l'équation  (p{jc)  =  o,  elle  peut  passer  du  négatif  au  positif,  ou 
du  positif  au  négatif.  Dès  lors  si  les  deux  nombres  n  et  n'  indiquent  le  pre- 

mier combien  de  fois  la  fraction  -^-^  en  devenant  infinie,  passe  du  né- 

gatif au  positif  pendant  que  la  variable  jc  passe  de  la  valeur  x^jc^,  à  la 

valeur  j:  ̂   X,  le  second  combien  de  fois  cette  même  fraction  passe  en- 

tre ces  mêmes  limites  du  positif  au  négatif,  la  différence  «  —  n'  =  E 

sera  ce  qiie  M.  Cauchy  a  appelé  l'indice  intégral  de  la  fracrion  -jy  pris 

entre  les  limites  réelles  jro,X,  et  ce  que  nous  appellerons  plus  simplement 

VexcèsE,  à  l'exemple  de  MM.  Sturmet  Liouville.  Il  peut  arriver  qu'en 

devenant  infinie  la  fraction  -y-r  passe  toujours  du  négatif  au  positif,  ou 

du  positif  au  négatif;  dans  ce  cas,  l'un  des  deux  nombres  n,  n'  sera 
nul,  et  l'on  aura  E  =  n  ou  E  :=  —  n' . 

La  considération  de  l'excès  E  ou  de  la  différence  «  —  n'  a  déjà  été 

féconde  en  résultats  importants ,  et  nous  verrons  bientôt  qu'elle  conduit 
à  des  démonstrations  élégantes  et  faciles  des  plus  beaux  théorèmes  rela- 

tifs à  la  résolution  des  équations.  Mais  avant  d'arriver  à  ces  applica- 
tions ,  il  faut  nécessairement  mettre  en  évidence  les  propriétés  fonda- 

mentales de  cet  excès  et  apprendre  à  le  calculer. 

2.  L'excès  E  relatif  à  une  fraction  dont  le  dénominateur  ne  devient 

infini  pour  aucune  valeur  réelle  de  la  variables,  où  dont  le  dénomina- 

teur divise  exactement  le  numérateur,  est  évidemment  nul,  puisque  l'exis- 

tence de  l'excès  suppose  avant  tout  la  possibilité  du  passage  par  l'infini. 
5.  Les  excès  E,  E,  relatifs  à  deux  fractions  égales  en  valeur  absolue, 

mais  de  signe  contraire  ̂ — ,  —  ̂4-t  sont  égaux  et  de  signes  contraires. 
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En  effet,  aussi  souvent  que  l'une  de  ces  fractions  en  devenant  infinie 

passe  du  négatif  au  positif,  l'autre  passe  du  positif  au  négatif,  de  sorte 

que  si  l'un  des  excès  est(n"  1)  n — «',  l'autre  sera  n' —  «  =  —  (n  —  ri'  1. 

4.   11  existe  une  liaison  remarquable  entre  les  excès  E ,  E'  relatifs  aux 

deux  fractions  inverses  -4-T)  — t-I-  En  effet,  ces  deux  fractions  sont  tou- <l>{x)     <p,{xj 

jours  de  même  signe,  et  passent  par  conséquent  à  la  fois  du  négatif  au 

positif,  ou  du  positif  au  négatif.  Déplus,  quand  la  seconde  est  infinie, 

la  première  est  nulle,  de  sorte  que  l'excès  E'  exprime  aussi  la  diffé- 
rence entre  les  deux  nombres  qui  indiquent  condiien  de  fois  la  pre- 

mière fraction  en  s'évanouissant  passe  du  négatif  au  positif,  et  du  po- 
sitif au  négatif;  et  puisque  cette  première  fraction  ne  peut  changer  de 

signe  qu'en  devenant  nidle  ou  infinie ,  la  somme  E  +  E'  exprimera 
évidemment  la  différence  entre  les  deux  nombres  qui  indiquent  com- 

bien de  fois,  en  changeant  de  signe,  la  fraction  -^passera  du  négatif  au 

positif,  et  du  positif  au  négatif.  Or  ;  i  "  si  les  valeurs  extrêmes  de  cette 

fraction    ';  °, .  -~-A  sont  de  même  signe,  elle  passera  dans  l'iiiterxalle 
?i(x„)',p(X)  »  ^ 

de  Xg  à  X  autant  de  fois  du  négatif  au  positif  que  du  positif  au  néga- 

tif, E-|-E'sera  égal  à  o;  j"  si  la  première  de  ces  valeurs  extrêmes  est  néga- 
tive et  la  seconde  positive,  la  fraction  passera  une  fois  de  plus  du  négatif 

au  positif  que  du  positif  au  négatif,  E-hE'  sera  égal  à  1  ;  3"  enfin  si  -4-^'% 

est  positif,  et  -^7^  négatif,  la  fraction  -y-^  passera  du  positif  au  négatif 

une  fois  de  plus  que  du  négatif  au  positif,  E-l-E'  sera  égal  à  —  i .  On 

aura  donc  E-t-  E':=5 ,  ê  devant  être  égal  à  o  ou  à  ±  i . 

Nous  dirons,  en  général,  que  l'ensemble  de  deux  quantités  <P(rt;, 

(p,  {a),  offre  une  variation  ou  une  permanence  suivant  qu'elles  sont  de 
signes  contraires  ou  de  même  signe,  suivant  que  leur  rapport  est  négatif 

ou  jiositif.  Dès  lors  la  quantité  i  devra  être  égale  à  o,  si  les  deux  termes 

(p(j?„),  <p,(.r„)  et  les  deux  termes  (p(X),  <p,(X')  présentent  à  la  fois  une 
variation  ou  luie  permanence;  elle  sera  égale  à  +  i  si  les  deux  j)reuiiei> 
termes  offrent  une  variation  et  les  seconds  une  permanence,  ou  si  dans 

le  passage  des  premiers  aux  seconds  la  variation  se  changeant  en  perma- 
nence, il  y  a  une  variation  de  perdue.  Enfin  ?  sera  égal  à  —1,  si  les 
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«leux  [)remiers  termes  offrent  une  permanence  et  les  seconds  une  va- 
riation ;  ou  si  dans  le  passage  des  premiers  aux  seconds  la  permanence 

se  changeant  en  variation ,  il  y  a  une  variation  de  gagnée.  A  l'aide  de 

ces  règles  très  simples,  on  calculera  facilement  l'excès  E  quand  on 
connaîtra  l'excès  E',  et  réciproquement. 

o.  Si  le  degré  du  dénominateur  <p{x)  est  inférieur  au  degré  du  nu- 
mérateur, on  poiura  effectuer  la  division,  et  en  appelant  Q  le  quotient 

et  X{^)  le  reste,  on  aura ^4^  =  0  +  ̂t^-  Cette  équation  nous  mon- 

tre  :  i"  que  les  deux  fractions  '—^.,  ̂-f{,  deviennent  en  même  temps 

infinies;  2°  que  pour  des  valeurs  de  x  voisines  de  celles  qui  les  rendent 
infinies,  ces  deux  fractions  offrant  des  valeurs  très  considérables,  supé- 

rieures par  conséquent  à  la  valeur  toujours  finie  du  quotient  entier  Q, 

seront  des  quantités  de  même  signe  et  passeront  à  la  fois ,  en  devenant 

infinies ,  du  négatif  au  positif  ou  du  positif  au  négatif;  leurs  excès  se- 

ront nécessairement  égaux,  et  le  calcul  de  l'excès  E  se  trouve  ramené 
à  la  recherche  de  l'excès  relatif  à  une  fraction  proprement  dite. 

G.  Supposons  donc  que  le  degré  du  numérateur  soit  inférieur  au 

degré  du  dénominateur,  et  que  E,  E'  soient  toujours  les  excès  des  frac- 

tions inverses  -^.  ,  -?^ ,  on  aura  (n°  4)  E  -h  E'=  ê ,  E  =  —  E'  4-  ê.  On 
ç(x)'   ,p,(.r)'  ^ 

pourra  d'ailleurs  effectuer  la  division  de  <p(x)  par  (pii^J?),  et  en  appe- 

lant R  le  reste ,  E ",  E, ,  les  deux  excès  relatifs  aux  fractions  — r^,   r-^  > 

on  trouvera  ,  n°^  5  et  5,  E'  =  E"=  —  E,  ,  E  =  E,  -t-ê ,  de  sorte  que  si 
?2(x)  exprimant  non  le  reste  R  de  la  division  de  (p{x)  par  cp,  (x),  mais 

ce  reste  pris  en  signe  contraire ,  on  appelle  E,  l'excès  relatif  à  la  frac- 

tion -AA  ,  l'excès  E  de  la  fraction  proposée  sera  égal  à  l'excès  E,  relatif 

à  la  fraction  plus  simple  -^  augmenté  de  la  quantité  i,  i  ayant  la  va- 

leur que  nous  lui  avons  assignée  au  n°  i.  En  d'autres  termes,  l'équation 

~rr  =  Q—  ̂Y^^,  où  (p{x)  et  (Pt{.x)  sont  des  fonctions  quelconques,  en- 

traîne toujours  l'équation  E^E,  -t-î,  E  ,  E,  étant  les  excès  relatifs  aux 

deux  fractions  ̂ 4-^,  ̂ 4-t  ,  et  £  ce  que  nous  avons  dit. 
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7.  En  partant  des  propriétés  qui  précèdent,  il  est  facile  de  calculer 

l'excès  E  relatif  à  une  fraction  quelconque  ̂   dans  laquelle  nous  sup- 
poserons désonnais  que  le  degré  du  numérateur  est  inférieur  au  degn- 

du  dénominateur.  En  effet,  effectuons  surlafraction-^  l'opération  du 

plus  grand  commun  diviseur;  appelons  Q,  Q,,  •  -  -Qm,  ■  •  -Qn-,  les  quo- 
tients; <pJx),  (Piix),.  .  .  <p,„{x),.  .  .<P;n.{x),  Ics  rcstcs  succcssifs  pris  en 

signe  contraire  et  déterminés  par  les  équations 

<P„(j:)  sera  une  fonction  entière  de  j:  ou  un  nombre,  suivant  que  les 

deux  fonctions  (f){x),  <p,{x),  admettront  ou  n'admettront  pas  de  plus 
grand  commun  diviseur  fonction  de  jc.  Désignons  encore  par  E,  E,, 
Ej, . .  .E„_2,  E„_,,  E„,  les  excès  respectifs  des  fractions 

g-W  ÇaÇf)  Hf)  ̂ „_.(-r)  (Pni^)  <Pn_.(x) 

et  par  g,,  fj,.  .  .ê„_,  des  quantités  analogues  à  i  et  dont  nous  fixerons 
bientôt  la  valeur  ;  on  aura  évidemment,  n"'  6  et  4, 

E  =  E,-^e,E,  =  E,+  £,...E„  =  E„+.-|-e„...E„_,  =  E„_.  +  £„_„E^.=  — E,  +  £„_., 

et,n»2,  E„=o, 

puisque  ?!„(x)  divise  exactement  <p„_,(x).  Si  l'on  ajoute  membre  à  mem- 

bre toutes  ces  équations,  les  excès  E,,  E^,....,  E„  disparaissent,  et  l'on trouve 

Pour  calculer  les  nombres  ê,  ?,,  etc.  . .  et  par  suite  E,  écrivons  sur  deux 

lignes  les  valeurs  que  prennent  les  fonctions  (p{.x),  (p,{x).  . .  quand  on  v 
fait  tour  à  tour  x=:Xo,x  =  X,  nous  aurons  les  deux  suites 

(1)  (P(X„),    (p,{x„)...;p,„_,{Xo),    <P„,(^o)-..<P«-.(j^o),    <Pn{Xo), 

(2)  <p(X),    <p,(X)...<p,„_,(X),    (p„,(X)  ...,p„_,(X),     <p„{X). 

Considérons  l'un  quelconque  des  nombres  =,  é,  ,   «j ,  etc.,   ê„,  par 
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exemple,  il  est  déterminé  par  l'équation  E„  =  E,„^,  +  «,„  dans  laquelle 

Em  et  E,„^,  sont  les  excès  relatifs  aux  fractions^"'*''  ,  ,  '^''+''^^'  liées  entre 

elles  par  l'équation  Ir^  —  q^^  _  ?^LtiiS.  Jès  lors,  n°*  6et  4.  ê,„  sera 

égal  à  o  si  les  deux  termes  <p„(Xo),  <Pm+i[^<^  et  les  deux  termes  (P,„(X;, 

<p,„-n(X)  offrent  à  la  fois  une  permanence  ou  une  variation,  et  à  -t-i  ou  à 

—  I  suivant  que  les  deux  premiers  termes  offriront  une  variation  qui, 
dans  le  passage  aux  seconds,  se  changera  en  permanence,  ou  une  perma- 

nence qui  se  changera  en  variation.  Cette  conclusion  s'étend  à  tous 

les  nombres  ?,  ê, ,  etc.,  même  au  dernier  ?„_,  donné  par  l'équation 
En_4  =  —  E„  4-  ê„_, ,  comme  on  le  prouve  facilement  :  en  effet,  «„_,  est 

qu'il  faut  ajouter  à  —  E„,  E„  étant  l'excès  de  la  fraction  renversée ?>»- 

<('Jx) 

pour  avoir  l'excès  E„  ,  de  la  fraction  — "-—-^  :  or,  comme  on  l'a  vu,  ce 

qu'il  faut  ajouter  doit  être  égal  à  o,  si  les  deux  termes  <p„_,  (Xo),  <Pn(^o) 
et  les  deux  termes  <p„_,(X),  (p„{X)  offrent  à  la  fois  une  permanence  ou 

une  variation  ;  à  -H  i  ou  à  —  i ,  suivant  que  les  deux  premiers  termes 
offrent  une  variation  qui,  dans  le  passage  aux  seconds,  se  change  en 

permanence,  ou  une  permanence  qui  se  change  en  variation.  Dès-lors 

il  est  évident  qu'en  appelant  Vp  le  nombre  des  variations  qui,  dans  le 
passage  de  la  première  suite  à  la  seconde,  se  changent  en  permanences, 

et  P,,  le  nombre  de  permanences  qui  se  changent  en  variations ,  on  aura 

?  +  ê,-4-f2.  .  .-i-5„-h.  .  .-hf„_,  =  Vp—  P^, 

et  par  suite  E  =  V^  —  P^. 

Telle  est  donc  la  valeur  générale  et  très  simple  de  l'excès  E.  On  peut  lui 
donner  ime  autre  forme,  car  si  V  et  V  sont  les  nombres  de  variations 

que  présentent  les  suites  \^i)  et  (2)  quand  on  passe  successivement  de 

chaque  terme  au  terme  qui  le  suit;  V  sera  égal  au  nombre  Y  des  varia- 
tions de  la  première  suite,  diminué  du  nombre  des  variations  de  cette 

première  suite  qui  se  sont  changées  en  permanences ,  et  augmenté  du 

nombre  des  permanences  qui  se  sont  changées  en  variations:  donc 

V'  =  V-V/,-i-P,,     \p-P,  =  V-V',     E  =  V-V'. 

On  arrive  ainsi  à  cette  règle  si  féconde  en  applications  remarquables  : 
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8.  Pour  calculer  l'excès  E  ou  la  différence  entre  les  deux  nombres 

qui  indiquent  combien  de  fois  la  fraction  ̂ 7^^»  en  devenant  infinie  en- 

tre les  limites  Xo,  X,  passe  du  négatif  au  positif  et  du  positif  au  négatif, 

effectuez  sur  la  fraction  renversée  -^j^  l'opération  du  plus  grand  com- 

num  diviseur,  et  après  avoir  désigné  par  <P2{^)^  'Pii'^)-  •  •<Pn{^)  l^s  restes 
successifs,  pris  en  signes  contraires,  écrivez  les  deux  suites 

(i)  <P{JC„),  (P,{JCo),  <p2(Xo),...(p„-,(:ro),  (p„{jCo), 

(2)  (p(X),    (p,(X),     (p,(X),...(p„_,(X),    <p„(X), 

et  comptez  les  nombres  V  et  V  des  variations  de  ces  deux  suites,  la  dif- 

férence V  —  V,  c'est-à-dire  l'excès  du  nombre  des  variations  de  la  pre- 
mière suite  sur  le  nombre  des  variations  de  la  seconde ,  ou  le  nombre 

de  variations  perdues  dans  le  passage  de  la  première  suite  à  la  seconde, 

donnera  précisément  l'excès  E. 

JVoia  1  '.  En  calculant  par  l'opération  du  plus  grand  commun  diviseur 
les  fonctions  ̂ 2(0:),  (Pai^c), . .  .(p„{x),  on  pourra  toujours  éviter  les  quo- 

tients numériques  fractionnaires,  si  l'on  a  soin  de  multiplier  les  divi- 
dendes par  des  nombres  convenablement  choisis,  car  cette  multiplica- 

tion n'altérera  en  rien  les  signes  des  différents  restes  et  la  série  des 
raisonnements  qui  nous  ont  conduit  à  la  règle  énoncée. 

Nota  2°.  On  pourra  arrêter  l'opération  du  plus  grand  commim  divi- 
seur dès  que  l'on  arrivera  à  un  reste  <p,n{x)  qui  ne  devienne  nul  poiu- 

aucune  valeur  réelle  de  x  comprise  entre  les  limites  Xq,  X.  En  effet, 

l'excès  E,„  relatif  à  la  fraction  "'"^'  "■  ,  sera  dans  ce  cas  évidemment  égal 

à  o,  l'on  aura 

E,„  =  o,     E  =  êH-ê, -h ?j.  .  .-(-«,„_,, 

et  pour  déterminer  l'excès  E,  il  suffira  évidemment  de  calculer  les  nom- 
bres de  variations  des  deux  suites 

(f)[Xo),    <P,(Xo),    <p2{^o)'--<P,n{Xo), 

?(X),  (p,(X),  <p,(X)...<p„,(X). 

Nota  3°.  (hi  prouve  encore  facilement  que  si  quelques-iuis  des  ter- 
Tome  V  —Mars  1840.  '  ' 
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mes  des  deux  suites  (i)  et  (2)  s'évanouissent ,  on  pourra  n'y  faire 

aucune  attention  et  compter  les  variations  comme  s'ils  n'existaient  pas. 

Si ,  comme  on  l'a  supposé  implicitement  dans  tout  ce  qui  précède . 

■Tg  et  X  ne  sont  pas  racines  de  l'équation  (p(x)  ̂   o,  deux  termes  con- 
sécutifs des  suites  (  i)  et  (2  i  ne  s'évanouiront  jamais  à  la  fois,  car  si  deux 

termes  consécutifs  ̂ „,[jCg]  et  ?m+)(-^o)  P^''  exemple,  s'évanouissaient, 
il  en  serait  de  même  de  tous  les  autres,  en  vertu  des  équations 

et  l'on  aurait  <p(j^o)  =  ̂   contrairement  à  l'hypothèse  admise. 

Quand  donc  un  terme,  (Pm{Xg)  par  exemple,  s'évanouira,  le  teiuie 

précédent  Ç,„_,  [Xg)  et  le  terme  suivant  <P,„h.,(j^o  •  ̂^  s'évanouiront  pas, 
mais  seront  de  signes  contraires,  puisque  l'équation  qui  lie  entre  eux 

ces  deux  termes  se  réduit  à  (p,„_,  (jc^)  =  —  <?,„+!  (-^o  •  ̂^^  '^''^  ̂ ^  ̂'^^ 
représente  par  x,  =  x^H-  i  une  valeur  de  x  infiniment  voisine  de  x^  qui, 
sans  faire  évanouir  le  terme  (p„,(x),  jouisse  de  la  propriété  de  conserver 

aux  fonctions  <p(x),  (p,{x).  .  .  ®„(j?),  quand  on  la  substitue  dans  ces 

fonctions,  le  signe  qu'elles  avaient  pour  x  =^  Xg,\\  faudra  pour  calcu- 

ler l'excès  E  pris  entre  les  limites  x^  et  X,  ou ,  ce  qui  revient  au  même , 
entre  les  limites  jro,  X,  retrancher  le  nombre  Y'  des  variations  de  la 

suite  (2) ,  du  nombre  Y^"^  des  variations  de  la  suite 

(r**s)'     <^x{};-  ̂ \{xi),     ç>2(-»i). --P-n-ifa?.'),  •!?«■(*.),•    <pm+,(x,)..   (p„(a:,  ;; 

mais  le  nond^re  Y  '  des  variations  de  cette  suite  est  évidemment  égal  au 
nombre  V  des  variations  de  la  suite  (1)  dans  laquelle  on  omet  le  terme 

nul  <p,„  \^Xq  ,  car,  1°  en  faisant  abstraction  du  terme  <p,„(  x,),  tous  les  au- 
tres termes  de  la  suite  [ibis)  ont  par  hypothèse  le  signe  des  termes  cor- 

respondants de  la  suite  (i);  1"  quel  que  soit  le  signe  de  <P;„(.r,),  l'en- 
semble dès  trois  lerdaes  (Pm_i  (^0'  ̂ /«(■^i)'  ̂ Pm-i-iC"^))  ne  présentera 

qu'une  variation  comme  l'ensemble  des  deux  termes  (p,„_,  (a:,,),  <Pm-f-i(-3^o)' 
parce  que  les  deux  termes  (p,„_,(x,)  et  (p,„^,(x,)  sont  de  signes  con- 

traires, ainsi  que  ®„,_,(j"ç)  et  <p,„^.ii  ro);  on  pourra  donc  substituer  Y 

à  V^'- ,  et  pour  calculer  l'excès  E  pris  entre  les  limites  x^,^,  il  suffira 

encore  de  prendre  la  différence  Y"  —  Y'  des  nombres  de  variations  des 
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suites  (i  et  2).  Ce  que  nous  venons  de  dire  du  cas  où  dans  une  de  ces 

suites  un  terme  s'évanouirait,  s'étend  évidemment  au  cas  où  plusieurs 
termes  de  l'une  des  suites  ou  de  toutes  les  deux  deviendraient  nuls  à  la 

t'ois.  ,   ,..,^„.     ,,;|   , 
9.  Appliquons  ces  principes  à  la  détermination  du  nombre  des  ra- 

cines réelles  des  équations  algébriques. 

Lemme  fondamental.  Soit  F(x)  =  o  une  équation  du  degré  n,  et 

F'(x)le  polynôme  dérivé  de  F(a7);  si  a  est  une  racine  de  cette  équation 

et  A  une  quantité  positive  très  petite ,  le  rapport  ̂ tt-t   deviendra  infini 

pour  .r  =  a  et  passera  en  devenant  infini  dn  négatif  au  positif,  pendant 

que  X  passera  de  la  valeur  a  —  A  à  la  valeur  a-\-  h. 

Démonstration.  Supposons  pour  plus  de  généralité  que  a  soit  m  fois 

racine  de  l'équation  F(x)  =  o,  Tra  se  réduira  à  l'unité  quand  a  sera  une 
racine  simple,  et  désignons  par  F'(x) ,  F"(a')...F'"'(jr)...  les  dérivées 
successives  de  r(jr),  on  aura  ,  comme  on  sait, 

F'(rt)  =  o,     Y"{a)  =  o    ¥'■"'-'>  [a]  =  o, 

F  {a  +  i)  =    Ç   FW(a)  ̂    ''"'"^'    ̂   .  F""+-)  (a) -h  etc.. ^  '         1 . 2  . 3 . .  .  TO  ^   '  1.2.3...  (m-{- 1  )  ^ 

¥'{a  +  /)  =— ^"—  F(""(a)  H   ,  '"     ̂   ,  F("'+')  [a)  -h  etc.[*J ^  '        1.2.5. .{m — i)         *■   '  1.2.3.  .    (/n+ij  ^   '  ^  ' 

[*J  Afin  de  ne  rien  supposer  qu'on  ne  trouve  dans  tous  les  Traités  élémentaires  d'al- 

gèbre ,  j'ajouterai  ici  la  démonstration  la  plus  simple  des  équations  qui  précèdent.  Si  l'on 
pose  d'abord  .r  =  a,  puis  h  ̂ x — a  dans  l'équation 

F (x+ A)  =  F(x)  +  -  F'(x)  +  —  Y"{x)  +    .    -I   %   FC") [x]  -H etc., 

à  l'aide  de  laquelle  on  dcfinit  les  polynômes  dérives  successifs ,  il  viendra 

Y[x)  =  F(«)  +  -'l^  na)  +  (î=fl:  F"(a)  +  ̂ S^  ̂'"^  ('')  +  ̂"-- 

Si  la  fonction  F(x)  s'évanouit  avec  toutes  ses  dérivées  jusqu'à  celles  de  l'ordre  \m—\) 
inclusivement  pour  jr  =fl  ,  c'est-i-dire si  l'on  a 

F(a)  =  o,     F'{a)  =  o,     F"(n)  =  o. .  .F(--0(a)  =  o  , 

F(.r)  deviendra  divisible  par  (.r —  aT  et  l'équation  Y{x)  z=  o  aura  m  racines  égales  à  a. 

Réciproquement  si  l'équation  F(.r)  =  o  a  /n  racines  égales  à  a  ,  F(j'>  devra  être  divisible 
II.. 
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Pour  des  valeurs  très  petites  de  /  les  deux  quantités  F{a-\-  i),  F'{a-\-  i] 
prendront  le  signe  de  leur  premier  ternie,  et  par  suite,  le  rapport 

par  [x  —  a)"',  et  l'on  aura  nécessairement 

F(rt)  =  o,     F'(a)  =  D,     F"{a)=o...F<:'"-0(a}=  o, 

FW  =      ̂;-")"     F(")  [a)  +  _(^-f^-        FC.+,  ̂ ,^  etc., i  .7..i.  .  .  m  ^  '         I  .2.3.  .  .(/?i  +  i)  ^ 

et  en  posant  .r  =:  a  +  (', 

F(a  +  /-  =    ^!!    Y"  [a]  H   ^1-!   FC^+'JH  +  etc. I  .  2  .  i  .  .  .  OT  ̂   I  .  2  .  3  .  .  .  »i 

En  opérant  sur  F'(j;)  comme  on  l'a  fait  sur  F(jr)  ,  on  trouvera 

F'(.r)  =  F'(«)  +  (fZlflF"(«)+  (fmfl!  F». . .+     i^-''^"      F'"(«)-Hetc. I  ^  1.2  l.2.3...(/7i   1) 

Dans  le  cas  où  l'équation  F  (x)  =  o  a  ot  racines  égales  à  a  ,  on  a 

F'(fl)  =  o,     F"(o)  =  o. .  .F^""-')  (rt)  =  o. 
et  par  suite 

F'W  =  ..     /   ;  FC"")  {a)  +  "^   FC^+'J  («+■••> ^  '        1.1. i... [m — i)         ̂   '       i.a...OT  ^  ' 
ou  en  faisant  x^  a  -\-  i 

r{a  +  i\=z    ^   .  F('«)(a)H   ~   F('"+0(«)  +  etc. 
1.2.3...  W   1)  ̂    '  1.2.3...   /«  ^    ' 

Dans  cette  même  hypothèse  la  dérivée  F'(j-)  se»  divisible  par  (x  — (î)""',  et  l'équation 
F'(x)  =  o  aura  m  —  i  racines  égales  à  a. 

Réciproquement,  si  l'équation  F'(x)  =  o  a  m  —  i  racines  égales  à  a,  F'(x)  devra  être 
divisible  par  {x  —  a)"""' ,  on  aura 

F'(fl)  =  o  ,     F"(«)  =  o  , . .  .  F""--  (a)  =  o  , 

et  aussi  F(x)  —  F(a)  =  -i   ^F;"')(rt)-+- etc.; 

et  si  de  plus  F  (a)  r=  o,  l'équation  F(.r)  =r  o  aura  m  racines  égales  à  a. 

Ainsi,  pour  qu'une  équation  F(.r)  =o  ait  ot  racines  égales  à  a,  il  faut  et  il  suffit  que 
a  étant  racine  de  cette  équation  ,  la  dérivée  F'(.î)  ait  m  —  i  racines  égales  à  a  ,  ou  soit 

di^^sible  par  (x  —  a'f''  :  et  réciproquement. 

On  en  conclut  immédiatement  que  pour  qu'une  équation  F  (.c)  =  o  ait  des  racines  égales, 
il  faut  et  il  suffit  que  le  premier  membre  et  son  polvnome  dérivé  aient  un  diviseur  com- 

mun qui  sera  le  produit  des  facteurs  égaux  de  F  (x'j  élevés  chacun  à  une  puissance  moin- 
dre d'une  unité  ;  ce  diviseur  sera  le  plus  grand  diviseur  commun  des  deux  polynômes. 
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F'(«  +  ')  _  !V) 

F  [a  -\-i)  F  (x)  ' 

aura  le  signe  de  la  fraction 

(•'"-■F"' (a)  I  ■  2 ■  3 .  .  . /»          'n_ 

1.2.3.  .  .[m—\)  ('"Fl.'")(fl;       ~~     I 

OU  le  signe  de  /,  et  deviendra  infini  pour  i  =  o,  ou  pour  x  =  a  :  le  rap- 

port ^-1  changera  donc  de  signe  avec  /,  et  passera  en  devenant  inti
m 

r         F  ̂ x)  " 

du  négatif  au  positif,  quand  i  passera  de  la  valeur  -  A  à  la  valeur 
 -h  h 

ouxde  la  valeur  a-/?  à  la  valeur  «4-  A;  ce  qu'il  fallait  démontrer
. 

Corollaire..  Cette  démonstration  s'étendant  à  toutes  les  racines  de  
l'équa- 

tion F(x)  =  o,  il  en  résultera  que  si  cette  équation  a  m  racines  réell
es 

distinctes  a, ,  aj, .  •  •««  comprises  entre  deux  limites  réelles  x„ ,  X,  le  rap- 

port Œ,  en  devenant  infini  pour  chacune  de  ces  valeurs,  passera  m 

fois  par  l'infini  du  négatif  au  positif,  pendant  que  x  passera  de  la  v
a- 

leur x„  à  la  valeur  X.  D'ailleurs,  puisque  ce  même  rapport  ne  devient
 

infini  entre  les  limites  x„ ,  X ,  pour  aucune  valeur  réelle  différen
te  de«., 

a„...a„,  et  passe  par  conséquent  toujours,  en  deven
ant  uifini  entre 

ces  limites,  du  négatif  au  positif,  l'excès  E  ou  la  différence
  entre  les 

deux  nombres  qui  indicjuent  combien  de  fois  en  devenant  infini ,  d 
 passe 

du  négatif  au  positif  et  du  positif  au  négatif,  sera  dans  ce  cas
  parricu- 

lier  égal  à  m;  on  aura  donc  m  =  E,  et  l'on  arrive  au  théorèm
e  suivant. 

10.  i"  Théorème.  Le  nombre  des  racines  réelles  distinctes  d'une 

équation  algébrique  quelconque  F(x)  =  o  comprises  entre  deux
  limites 

réelles  a:,,,  X,  est  toujours  égal  à  l'excès  E  ou  à  la  différence 
 entre  les F'(.r)  1 

deux  nombres  qui  indiquent  combien  de  fois  le  rapport  ̂ ^  en  devenant 

infini  entre  ces  limites,  passe  du  négatif  au  positif  et  du  po
sitif  au  né- 

gatif. 
On  déduit  iacilement  de  cette  proposition  unique  tous  le

s  theoiemes 

connus  sur  la  détermination  du  nombre  des  racines  réelles  d
es  équa- 

tions algébriques  :  et  d'abord  jointe  à  la  règle  à  l'aide  de  laq
uelle 

on  calcule  l'excès  E,  elle  donne  immédiatement  naissance  au
  beau 

théorème  de  M.  Sturm. 

11.   2'"<"  Théorème.  Pour  trouver  le  nombre  des  racines  réelles  de 
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l'équation  F(x)=  o  comprises  entre  deux  limites  données  oCg,  X,  après 
avoir  calculé  les  restes  successifs  —  Fo [Jc] ,  —  F3 (x) ...  —  ¥r{x)  que  l'on 
obtient  en  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  la  fonction 

F(jc')  et  de  sa  dérivée  ̂ '{jc) ,  on  écrira  sur  deux  lignes  les  suites 

F{x,),  F'(a-„),  F,{œ„),  F,{x,)...F,{3c,), 

F(X),  F'(X),    F,(X),  F3(X)...F,(X), 

ou  seulement  les  signes  de  ces  diverses  quantités,  et  l'on  comptera  le 
nombre  des  variations  de  ces  deux  suites;  autant  la  seconde  suite  aura 

de  variations  de  moins  que  la  première,  autant  il  y  aura  de  racines 
réelles  comprises  entre  x^, ,  X. 

Nota.  En  effectuant  l'opération  du  plus  grand  commun  diviseur, 

on  pourra  éviter  les  quotients  fractionnaires,  et  s'arrêter  dès  que  l'on 
arrivera  à  un  reste  —  F^  [x]  qui  ne  devienne  nul  pour  aucune  va- 

leur réelle  de  x  comprise  entre  les  limites  j"o,  X.  Si  quelqu'un  des 

restes  s'évanouissait  pour  x^=  x^  ou  jr  =  X,  on  pourra  n'y  faire  au- 

cune attention  et  compter  les  variations  comme  s'ils  n'existaient  pas. 
12.  3™"  Théorème  [théorème  de  Rolle).  Le  nombre  des  racines  réelles 

de  l'équation  F[x)  =0  comprises  entre  deux  limites  données  x^ ,  X,  ne 

peut  jamais  surpasser  de  plus  d'une  unité  le  nombre  des  racines  réelles 

de  l'équation  dérivée  F'(x)  =  0  comprises  entre  les  mêmes  limites. 
Démonstratioji.  Représentons  par  E ,  E'  les  excès  relatifs  aux  deux 

fractions  inverses  -~A,  T^rrii  et  soit  toujours  m  le  nombre  des  racines 

F  [x)    F  (x)  ■* 
réelles  de  l'équation  F[x)  =  o  comprises  entre  les  limites  x^,  X;  on 

aura,  comme  nous  l'avons  vu  n"*  10  et  4,  m  =:E,  E^  — E'  +  £,  et  par 
suite  Tra  =  —  E'  -h  ê,  c  pouvant  être  égal  à  o  ou  à  ±  i .  Cela  posé,  —  E'  ne 

pourra  jamais  surpasser  le  nombre  m' qui  indiquera  combien  de  fois  la FW  .  .         . 

fraction  T^Tjr^  devient  infinie  entre  ces  mêmes  limites  Xg,  X;  — E' ne 

pourra  même  (n°  l)  être  égal  à  m'  qu'autant  que  la  fraction  çtV^,  en 

devenant  m'  fois  infinie ,  passera  toujours  du  positif  au  négatif;  é  d'ail- 
leurs est  tout  au  plus  égal  à  H- 1  ;  donc  ;m  =  —  E'  -H  £  ne  pourra  jamais 

surpasser  ?«'  ■+-  i .  Mais  le  nombre  m'  qui  indique  combien  de  fois  la 

fraction  =;77-r  devient  infinie  entre  les  limites  x^.,  X,  est  précisément  le 
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nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  F'(x)  :=  o  qui  ne  lui  sont  pas 
communes  avec  l'équation  F(x)  =  o;  donc,  etc. 

On  conclut  immédiatement  de  ce  théorème  que  si  les  racines  a',  a", 

a" ...  a'-'"''  de  l'équation  dérivée  F'[x)  =  o  sont  rangées  par  ordre  de 

grandeur  en  commençant  par  la  plus  petite,  l'équation  F(ar)  =  o  ne 
peut  avoir  qu'une  seide  racine  au-dessous  de  a',  qu'une  seule  entre  a', 

a",  qu'une  seule  entre  a",  a'",  etc.,  qu'une  seule  enfin  au-dessus  de  a'^'K 
15.  4"*  Théorème  (  Tliéorème  de  Budan  et  de  Fourier).  Le  nom- 

bre des  racines  réelles  de  l'équation  F(x)=o,  comprises  entre  les  limites 
Xg,  X,  est  tout  au  plus  égal  à  la  différence  V,  —  V/  entre  les  nombres 
de  variations  des  deux  suites 

(3)  FK),     F'K),     F'K)v.FW(x„), 
(4)  F(X),       F'(X),     F"(X),...FW(X), 

dans  lesquelles  les  fonctions  F'(j:),  F"(jr) ...  Y^''\x)  représentent  les  dé- 

rivées successives  de  F  [x),  et  Ji  le  degré  de  l'équation  Y[x)  =■  o. 
Démonstration.  Appelons /?i,  m',  m"...  m"'  les  nombres  des  racines 

des  équations  F{x)  =  o,  F\x)  =  o...¥^"^{x)  =0,  comprises  entre  les  li- 

mites jt^,  X;  w  "5  sera  nécessairement  égal  à  o,  puisque,  comme  nous 

l'avons  supposé,  n  étant  le  degré  deF(jr) ,  F("^(jr)  est  un  nombre.  Cela 
posé,  on  aura,  comme  on  l'a  vu,  m  <im'-\-  i,  e  étant  égal  à  o,  si  les 
deux  termes  F{x^) ,  F'x„  et  les  deux  termes  F(X)  et  F'(X)  présentent  à 
la  fois  une  variation  ou  une  permanence  ;  à  -H  i ,  si  les  deux  premiers  ter- 

mes oifreiit  une  variation  et  les  seconds  une  permanence;  à  —  i,  si  les 

deux  premiers  termes  offrent  une  permanence ,  et  les  seconds  une  varia- 

lion.  Et  puisque  ce  que  nous  avons  dit  n"  12  s'applique  à  une  équation 

algébrique  quelconque  F  [x)  =  o,  dont  F'[x)  =  o  est  l'équation  dérivée, on  aura  de  même 

m'  <  i>i"-\-  i',     m"  <  /«'-+-  i"...  m"~'  <  m  "^-f-  é'""'    =  5  ""'^ 

et  par  conséquent,  m  <  £  -4-  i'-\-  é"...-|-  5^"~'\ 

a'. . .  s""'  étant  des  quantités  analogues  à  - .  La  somme  t -+- ï-\-  î" . . .-+-  «^  ~ 

sera  d'ailleurs  évidemment  égale  au  nombre  des  variations  qui  dans  le 
passage  de  la  suite  (3)  à  la  suite  (4  i,  se  changent  en  permanences  diminué 

du  nombre  des  permanences  qui  se  changent  en  variations  ;  ou  plus  sim- 
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plement  à  la  différence  V, — V,'  des  nombres  de  variations  de  ces  deux 

suites;  on  aura  donc  m<V,  —  V/;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
14.  5^*  Théorème  (  Théorème  de  Descartes).  Le  nombre  des  ra- 

cines positives  de  l'équation 

Y{x)  =  3c"-^  \,x"-'  4-AjX"-'   -h  A„_,jr-+- A„ 

ne  peut  pas  surpasser  le  nombre  V  des  variations  de  signe  que  présente 
la  suite  des  coefi&cients 

I,     A,,    Aj   A„_,  ,     A„. 

Démonstration.  Faisons  dans  le  4"*  théorème  X(,  =  o,  X=  ce,  les 

quantités  F^,r),  F'(.r),  Y"[x)...  F^"^(jr),  auront  toutes  pour  j:  =:  oc  le 
signe  de  leiu's  premiers  termes 

x"  ,  noc"~' ,  ii[n  —  i)x"~'^...n[n—i)[n  —  i)...i, 

et  seront,  par  conséquent ,  toutes  positives,  de  sorte  que  la  suite  (4)  ne 

présentant  aucune  variation,  V,'  sera  nécessairement  nul.  De  plus,  ces 
mêmes  quantités  pour  j:  =  o  se  réduiront  à  leurs  derniers  termes 

A„,   A„_,,     I.2.A„_.j,    I.2.3.A„_3...I.2.3.(7Z  — 2)(«— l)  A,  ,     1.2.3...», 

et  prendront  le  signe  des  coefficients 

A„ ,   A„_,  ,   A„_j   A,,  i; 

dès  lors  le  nombre  Y,  des  variations  de  la  suite  (3)  sera  égal  à  \ ,  et 

l'inégalité  m  <,  V,— Y,',  réduite  à7?z<  Y,  deviendra  précisément  l'ex- 
pression analytique  du  théorème  de  Descartes. 

lo.  On  pourrait  démonti-er  de  la  même  manière  im  grand  nombre  de 

théorèmes  plus  ou  moins  remarquables  ;  j'en  citerai  un  seul  exemple. 

F'   t) 

gme  Xhéorème .  Si  l'on  désigne  par  e  l'excès  relatif  à  la  fraction  x  -^rp, 

et  pris  entre  les  deux  limites  x=^x^,x^^.  dont  la  première  est  po- 

sitive et  la  seconde  négative,  si  de  plus  on  représente  par  'm  le  nom- 
bre des  racines  positives  et  par  i  le  nombre  des  racines  négatives  de 

l'équation  Y[x)  =  o,  comprises  entre  les  mêmes  limites,  on  aura  tou- 
jours r^ïr  —  i=e,  pourvu  cependant  que  le  polynôme  F[X)  ne  soit  pas 
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divisible  par  x,  ou  que  l'équation  F(x)  =  o  n'ait  pas  o  pour  racine. 
Déinonslratioii.  Appelons  e',  e"  les  excès  relatifs  à  cette  même  fraction F'  l'x) 

X  ̂ -r^,  mais  pris,  le  premier  
entre  les  limites  

x=^Xç^,  
x  =  o,  le  second 

entre  les  limites  j:*  =  o,  .r  =  X  ;  et  soient  E',  E"  les  excès  correspondants 

de  la  fraction  — ^,  on  aura  évidemment  e'  +  e"  =  e  et  (n"  10) E'  =  v, 

E"  =  />t.  D'ailleurs  les  deux  fractions  a; —r^,  •=rr^'^ qui,  dans  l'hypothèse 
r  (xj     r  (x)    ̂   "^  ' 

admise,  deviennent  en  même  temps  infinies,  sont  constamment  de  même 

signe  entre  les  limites  j"  =  o,  j:  =  X,  et  constamment  de  signe  contraire 

entre  les  limites  j?  =  jr„,  jc  =  o;   on  aura  dès-lors  (n"  5)  e'  =  —  E', 
e"=E",   et  l'on  en  conclura  e^e'+e"  =  E"  —  E'  ou   «Jff — c  =  e  ,   ce 

qu'il  fallait  démontrer. 
En  partant  de  cette  proposition,  M.  Cauchy  démontra  le  premier  que 

pour  une  équation  de  degré  quelconque  ,  on  peut  trouver  des  fonc- 
tions rationnelles  des  coefficients  dont  les  signes  fassent  connaître  le 

nombre  des  racines  réelles  positives  et  le  nombre  des  racines  réelles 

négatives;  c'était  un  premier  essai  presque  oublié  quand  M.  Sturm  dé- 
^  couvrit  son  théorème. 

16.  Avant  de  passer  à  la  détermination  du  nombre  des  racines  imagi- 
naires des  équations  et  au  théorème  de  M.  Cauchy,  il  est  nécessaire 

d'établir  les  lemmes  suivants  : 

Lemme  !*''[*].  Considérons  deux  fonctions  m  et  i'  de  la  variable  s, 
continues  entre  les  limites  .y  =  j^  et  .y  =  .y, ,  et  qui  reprennent  les  mêmes 

valeurs  aux  deux  limites,  puis  posons /<-hv\/ —  i  =/(cosp-t-  \/—  isin/>\ 

Si  l'on  assiijétit  l'angle  ou  l'argument  p  à  être  lui-même  une  fonction 

continue  de  s,  et  si  l'on  désigne  par /Jq  et^,  les  valeurs  Av  p  correspon- 

dantes à  5  =  ̂ <,et  .y  =  .y,,  l'excès  e  de  la  fraction  -  ou  la  différence  en- 

tre les  deux  nombres  qui  expriment  combien  de  fois  cette  fraction  en 

[*]  MM.  Sturm  et  Liouville  ont  publié  les  premiers  des  démonstrations  élémentaires 

du  théorème  qui  donne  le  nombre  des  racines  imaginaires  ;  l'idée  de  celle  que  je  re- 
produis ici  est  due  à  M.  Cauchy;  elle  rappelle  la  seconde  des  démonstrations  de  M.  Sturm, 

mais  je  la  crois  plus  simi)le,  parce  que  toute  la  difficulté  se  réduit  à  ce  lemme  i'',  et  cette 

difficulté  n'est  pas  grande  ,  car  ce  lemme  est  presque  évident. 
TomeV.  —  Mars  i84".  12 
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devenant  infinie  entre  les  limites  ̂ o,  j',  ,  passe  du  négatif  au  positif  et 

du  positif  au  négatif,  sera  précisément  égal  à'^^ — —. 

Démonstration .V é(\ua.ûon  u-'rvs/  —  i  =r(cos/;-t-  \/  —i  sinp)  donne 

u  =  rcosp,  v=i'smp;  et  si  l'on  désigne,  avec  M.  Cauchy,  parla  nota- 

tion ai'C  tang-  le  plus  petit  des  arcs,  abstraction  faite  du  signe  ,  qui  ait 

-  pour  tangente,  on  aura  p  =  arc  tang-zt  htt,  ?i  désignant  im  nombre 

entier  qui  devra  être  pair  ou  impair,  suivant  que  la  partie  réelle  u  de 

l'expression  imaginaire  sera  positive  ou  négative.  Cela  posé,  désignons 
par  Uo,  Vg,  M,,  t», ,  po,  p,  les  valeurs  de  u,  v,  p  correspondantes  à  5=5^„  et 

i'=:.y,.  En  vertu  de  l'équation /;  =  arc  tang- i  ?i';T,   les    quantités/;  et 

arc  tang-,  ou  po  et  arc  tang  —  ,  et  par  suite  les  deux  quantités  p  —  p^, 

arc  tang   arc  tang  —  ne  pourraient  différer  entre  elles  que  d'un  mul- 

tiple de  la  demi-circonférence;  et  comme,  par  hypothèse,  chacune  de 
ces  deux  quantités  continues  doit  devenir  infiniment  petite  en  même 

temps  que  la  différence  s  —  s^,  il  est  clair  que  pour  des  valeiu's  de  j  —  ̂ ^ 

très  peu  différentes  de  o,  on  aura  p  —p^-=  arc  tang  -  —  arc  tang  — . 

De  plus,  comme  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  le  terme 

arc  tang-  augmente  ou  diminue  brusquement  de  la  demi-circonfé- 

rence TT,  en  passant  brusquement  de  la  valeur  —  -  à  la  valeur  -(-  -  ou 

de  la  valeur  -| —  à  la  valeur  —  -   toutes  les  fois  que  la  fonction  - 
2  2  ^  Il 

change  de  signe  en  passant  par  l'infini  du  négatif  au  positif  ou  du  po- 
sitif au  négatif,  p  ne  pourra  être  une  fonction  continue  de  s,  qu'au- 
tant que  pour  prévenir  ces  changements  brusques ,  on  diminuera 

ou  l'on  augmentera  le  second  membre  de  la  quantité  tt,  suivant 
que  le  passage  aura  lieu  du  négatif  au  positif  ou  du  positif  au  négatif. 

Pendant  que  s  passera  de  la  valeur  s^  à  la  valeur  Sf ,  la  somme  algé- 
brique totale  de  ces  diminutions  ou  de  ces  augmentations  devra  être 
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évidemment  égale  à  — d^r,  e'  étant  l'excès  de  la  fraction  -,  ou  la  dif- 
férence entre  les  deux  nombres  qui  expriment  combien  de  fois  cette 

fraction ,  en  devenant  infinie  entre  les  limites  s^,  .v, ,  passe  du  négatif  au 

positif  et  du  positif  au  négatif.  Dès-lors,  dans  l'hypothèse  où  p  est  ime 
fonction  continue ,   l'équation 

P  —Po=  arc  tang  ̂^  — arctang^^ 

entraînera  la  suivante 

p,  — /?o  =  arc  tang  —  —  arc  tang—  —  ̂ tt. 

Si  d'ailleurs  comme  on  l'a  supposé,  les  fonctions  continues  de  s  dési- 
gnées par  u  el  V  reprennent  précisément  les  mêmes  valeurs  pour  ̂ =.^0 

et  ̂ =.y, ,  on  aura  non-seulement  arc  tang—  =  arc  tang  —,  mais  aussi (^n"  4) 

e'  ==  —  e,  e  étant  l'excès  relatif  à  la  fraction  renversée  -,  et  par  suite 

p,  —p^  =  e7r,      e  =^'      ̂ °,     ce  qu'il  fallait  démontrer. 

17.   Lemine  2^.  Considérons  plusieurs  expressions  imaginaires 

i^-Hi'V'— i=/{cos;?-+-\/— isin^),  w'-J-Vs/— I  =/(cos;/-h\/  — isin/j'j... 

dans  lesquelles  u,  c,  p,  u',  t^,  p',  etc. ,  soient  des  fonctions  continues  de  s 

qui  vérifient  toutes  les  conditions  du  lemme  i",  et  soit  U  +  V  V  —  1 

=  R\^cosP-f-  s/ —  I  sin  P),  le  produit  de  ces  expressions  imaginaires  ; 

l'excès  E,  relatif  à  la  fraction  —,  sera  nécessairement  égal  à  la  somme 

e  -(-  e'  -f-  etc. ,  des  excès  relatifs  aux  fractions  -,  —,  etc. 
V      V 

Démonstration.  L'équation 

U-4-V  V^^i=R(cosP-+-  \/^TsinP)=(^^+^'V'^^)(«'-^-^^\/'^)... 
=r(cos/j-t-  \/  —  I  sin/?)  r'  (cos /)'-!-  \/  —  i  sin^')... 

donne 

P  =  p -+■/?' -H />'  -t-  etc. 
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De  plus  les  fonctions  u,  w,  p,  u'.v',p',  etc.,  vérifiant  par  hypothèse 

les  conditions  du  lemme  i",  il  en  sera  de  même  de  U,  Y,  P,  et  l'on P    p 

aura  par  conséquent,  en  vertu  de  ce  lemme,  E:=-^   ^,P,  etPoétant 

les  valeurs  de  P  correspondantes  a  s=^So,  s=^s^•,  mais  de   l'équation 

P  =  p  4-  /->'  +  p"  H-  etc. , 

Po=/'.  —Po-\-p\  — p^H-etc. 

Vo  =  evr  -\-  e'TT  -\-  etc.; 

on  tire 

P, 

et  par  suite 

P. 

donc 

E  ̂   e  -t-  6''  -4-  e"  -h  etc. ,      ce  qu'il  fallait  démontrer. 

18.6"^  Théorème  [Théorème  àa  M.  Caiichf).  Supposons  que  F(z;  soif 

une  fonction  entière  du  degré  /iqui,  quand  on  change  z  en  x-^rj  \/—i. 
devient  U+  Vv/  — i,  et  traçons  dans  le  plan  des  x,j  une  courbe  fer- 

mée dont  le  périmètre  soit  c  et  dont  les  coordonnées  x,j  puissent  être 

considérées  comme  des  fonctions  continues  de  l'arc  s.  Le  nombre  m, 

des  points  dont  les  coordonnées  x  =  a,  J  =  C  vérifieront  l'équation 
F(z)  =  F(jc-t-7\/—  i)  =U-hV\/  —  I  =o,  et  qui  déplus  seront  con- 

tenus dans  l'intérieur  de  la  courbe  fermée,  sera  donnée  par  l'équation V  TI 

m=-,  E  étant  l'excès  relatif  à  la  fraction  -  ou  la  différence  entre  les 2  V 

deux  nombres  qui  indiquent  combien  de  fois  cette  fraction,  en  devenant 

infinie  entre  les  limites  s=o,  s=c,  passe  du  négatif  au  positif  et  du  po- 
sitif au  négatif. 

Démonstration.  Dans  le  lemme  qui  précède,  posons 

ii-k-v\/^^=x—ct-\-[j—&)\/''^i=r{co&p-^  V^  — isinp), 

u'  +  v'\/'^~i  —  x—a'-\-[j  —  Q')  \/~=r'(cosp'-i-  v/'^sin/j'jetc., 

a-t-g  v/  —  I ,  a'-i-é'  y/  — I,  etc.,  étant  les  racines  de  l'équation  F(s)=o; 
Ç,  &',  etc.,  se  réduiront  à  o  pour  les  racines  réelles  ;  on  aura 

F(z)=F(x-hr\/^=U+VV/—i=[ur— «)+(.>•— £:iV/^][.r—«'-l-;7—S')\/—il... 

de  plus  on  pourra  regarder  x ,  y  comme  les  coordonnées  d'un  point 

mobile  M  qui  se  promènera  sur  la  courbe  fermée,  et  a,  ê,  a',  ê',  etc.; 
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couime  les  coordonnées  d'un  certain  nombre  de  points  tixes  A,  A',  etc. 
x—a,j  —  ê,  X  —  a.',j — C',  etc.,  seront  alors  les  coordonnées  rectan- 

gulaires, et  r,  p,  r',  p',  etc.,  les  coordonnées  polaires  du  point  mobile 

M,  prises  par  rapport  aux  points  fixes  A,  A',  etc.  Cela  posé,  concevons 

que  le  point  M,  parti  d'im  certain  point  Mq  sur  la  courbe  fermée,  y  re- 
vienne, l'arc  s  variera  entre  les  limites  o  et  c,  et  l'angle  polaire  p  à^- 

viendra/?,=po+27T,  si  le  point  A  est  placé  dans  l'intérieur  delà  courbe 
fermée  ;  cet  angle ,  au  contraire ,  reprendra  sa  valeur  initiale  po,  si  le 

point  A  est  situé  à  l'extérieur  de  la  courbe  ;  on  aura,  dans  le  premier  cas, 
*'  =   ^  =  2;  dans  le  second,  e  =  — — —  :=  o.   Donc  ,  en  supposant 

qu'il  n'y  ait  sur  la  courbe  fermée  aucun  point  dont  les  coordonnées  véri- 

fient l'équation  f{3c-\-j  \/—  i)  =  o,  la  somme  e  +  e'  -\-e"  etc.,  sera 

égale  à  autant  de  fois  2  qu'il  y  aura  dans  l'intérieur  de  lacourbede  points 
dontles  coordonnées  a,  S  satisferont  à  l'équation  F(a-|-ê  \/  — 1)  =0, 
et  par  conséquent,  en  appelant  m  le  nombre  de  ces  points,  on  aura 

6-l-e'-Hetc.  =  2/7z;  mais,  en  vertu  de  l'équation 

U-4-V  V'^^=  (u-\-v\/^^)(u'-{-v"\/'^).... 

on  a,  en  appelant  E  l'excès  relatif  à  la  fraction  —  , 

on  aura  donc  aussi  ni  = 

E  =e  +  e'  -t-etc.  ; 

E 

19.  Si  l'on  voulait  obtenir  le  nombre  des  racines  imaginaires  de  l'équa- 
tion F(z)=  F(x+j  v/—  i)=:;o,  dont  la  partie  réelle  est  comprise  entre 

les  hmites  x^,  X,  et  le  coefficient  de  V—  i  entre  les  limites  /or  Y,  on 
prendrait  pour  contour  fernîé  le  rectangle  que  déterminent  les  quatre 

lignes  x=x„,x  =  X,j  =x„,j  =  Y.  L'excès  E  relatif  à  la  fraction 

V  =A^)  =  y^{l',^f}  ~  Mp^-if)-!  et  pris  entre  les  limites  o  et  c,  ou  pour 
toute  l'étendue  du  contour,  sera  évidemment  égal  à  la  somme  des  excès 
de  cette  même  fonction  pris  successivement  par  rapport  aux  diverses 
portions  de  ce  contour,  ou,  dans  le  cas  que  nous  considérons,  par 
rapport  aux  quatre  côtés  du  rectangle.  Les  valeurs  de  x  et  de/  en  s,  et 



94  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

les  limites  entre  lesquelles  on  doit  calculer  l'excès  sont  d'ailleurs  : 

pour  le  pi-emier  de  ces  côtés ,  jc  =  s,  y  =  y^;  a;^,X, 
pour  le  second    /  =  ̂ ,  jc=  X;  Jo  5  Y , 

pour  le  troisième    :x'  =^  s,  j  =  Y;   X ,  Xg, 

pour  le  quatrième    j  =z  s,  .r  =Xg;   Y  ,fg; 

de  sorte  que  si  l'on  désigne  par  E^  ,  E^ ,  E'y ,  E'^  ,  les  excès  relatifs  aux 
quatre  fonctions 

4(x,jol,    4(X,J),     i{^,Y),    ̂ {x„j] 

pris  respectivement  entre  les  limites 

on  aura 

E  =  E^.^-HE^  +  E\.-(-E'^  . 

observons  enfin  que  l'excès  pris  entre  deux  limites  a  et  b  est  égal  en 
valeur  absolue,  mais  de  signe  contraire  à  l'excès  pris  entre  les  limites 

h  et  a,  parce  que  si  une  fonction  d'une  seide  variable  change  de  signe 
dans  un  certain  sens ,  pendant  que  la  variable  passe  de  la  valeur  a  à 

la  valeur  b,  elle  changera  de  signe  en  sens  opposé,  tandis  que  cette  va- 

riable passera ,  au  contraire,  de  la  valeur  b  à  la  valeur  a.  Dès-lors,  en  ap- 

pelant Ey,  E^^  les  excès  relatifs  aux  fonctions  ■i,{x,  Y),  -^{Xgjj),  pris 
entre  les  limites  a?;, ,  X;  ̂ ^ ,  Y,  on  aura  définitivement 

E  =  im  =  E^  —  E^,^  —  (Ey  —  E^  ). 

Dans  chaque  cas  parhculier  on  calculera  les  quatre  excès  du  second 

membre  en  suivant  la  méthode  que  nous  avons  indiquée. 

Ce  théorème ,  l'une  des  plus  étonnantes  conquêtes  de  l'analyse ,  que 
le  génie  de  M.  Cauchy  a  su  étendre  à  des  équations  transcendantes 

réelles  ou  imaginaires,  et  sous  certaines  conditions,  à  la  détermination 

des  racines  communes  à  deux  équations  simultanées,  renferme  comme 

cas  particulier,  toutes  les  propositions  sur  le  nombre  des  racines  réelles 

des  équations  algébriques.  Je  pourrai,  dans  une  autre  circonstance, 

entrer  à  ce  sujet  dans  quelques  détails. 
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SUR  LES  I^CT^INAISONS  RESPECTIVES 

DES 

ORBITES  DE  JUPITER ,  SATURNE  ET  URANUS, 

ET  SUR  LES  MOUVEMENTS  DES  INTERSECTIONS  DE  CES  ORBITES. 

Par  m    le  VERRIER 

1.  Les  planètes  principales  circulent  autour  du  Soleil  dans  des  orbites 

actuellement  peu  inclinées ,  les  unes  par  rapport  aux  autres,  et  fort  peu 

excentriques.  En  sera-t-il  toujours  ainsi  dans  les  siècles  à  venir?  Les 

travaux  des  plus  illustres  géomètres  ont  résolu  cette  question  affirma- 

tivement. Les  gmnds  axes  sont  invariables  ,■  les  excentricités  et  les  in- 

clinaisons ne  peui>ent  qu'osciller  entre  d'étroites  limites.  Les  deux  par- 
ties de  cette  proposition  ne  sont  pas  toutefois  démontrées  avec  la  même 

généralité 

L'invariabilité  des  grands  axes  suppose  seulement  que  les  masses  de 
Mercure,  Vénus,  la  Terre,  Mars,  Jupiter,  Saturne  et  Uranus,  sont  très 

petites  par  rapport  à  celle  du  Soleil ,  et  que  leurs  moyennes  distances 

ne  sont  pas  entre  elles  dans  des  rapports  simples  ;  de  sorte  que  sous  ce 

point  de  vue ,  la  stabilité  est  démontrée  géométriquement  pour  tous  les 

systèmes  dans  lesquels  les  masses  des  planètes  seraient  très  petites,  quels 

que  soient  d'ailleurs  les  rapports  de  ces  masses. 

L'éternelle  petitesse  des  excentricités  et  des  inclinaisons  serait  j)roii- 
vée  avec  la  même  généralité ,  si  toutes  les  masses  étaient  sensiblement 

égales  entre  elles.  jNIais  comme  tel  n'est  point  le  cas  de  notre  système 

planétaire ,  on  est  forcé  ,  pour  s'assurer  que  les  excentricités  et  les  incli- 
naisons ne  peuvent  pas  grandir  considérablement  pour  les  planètes  don 
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les  masses  sont  les  plus  petites,  d'avoir  recours  à  un  calcul  numérique 

dans  lequel  entrent  les  rapports  des  masses;  et  ainsi  la  stabilité,  à  l'é- 
gard des  excentricités  et  des  inclinaisons ,  n'est  prouvée  que  pour  ces 

rapports ,  tels  que  nous  les  admettons.  Il  ne  paraît  point  facile  de  trai- 
ter plus  directement  cette  partie  de  la  question  dans  toute  son  étendue. 

Mais  on  peut  la  résoudre  dans  un  cas  particulier  pour  les  inclinaisons  : 

c'est  ce  que  nous  allons  développer. 
2.  Considérons  le  système  composé  des  planètes  Jupiter,  .Saturne  et 

Uranus.  Désignons  par  m,  m',  m"  leurs  masses  respectives;  par  (p,  (p',  ?' 

leurs  inclinaisons  sur  l'écliptique  à  une  même  époque  ;  et  par  6 ,  9',  9' 
les  longitudes  correspondantes  de  leurs  noeuds  ascendants.  Posons d'ailleurs 

p  =  tang  (p  sin  ̂ ,     p'  =  tang  (p'  sin  ̂',     p"  =  tang  0"  sin  6". 

ç^tang^cosG,     (/' =  tangip' cosô',     ç"  =  tang®'  cos6' . 

Lorsqu'on  connaîtra  p,  q,   ,  on  calculera  <p,  6,    par  les  formules 

tang  Ô  =  -,     tang  <p  =  \/p-  +  </-. 

Les  valeurs  de  p,  q,  p',  q',  p",  q"  seront  données  à  une  époque  quel- 
conque par  les  formules  suivantes  (^Mécanique  céleste,  livre  II,  §  Sg)  : 

/)  =N  sin{gt-\-€)  -H  N,  ûng^t-\-è^)  -\-  Na  sin^j,  \ 

q  =N  cos(g^  +  ̂)  -f  ]N,cos(g-,i+f,)  -|-  Njcosê,,  j 

p'  =N'  sin(g:<-+-ê)  +  N,  ?,m(g^t-\-Q^^)  -+-  Njsinêj,  ' 

q'  —  N'  cos(g-i+ê)  -+-  N,'  cosfg,i-t-ê,'  -)-  Njcosê^.  /      '  '  -' 

p"  —  N"  ûxv\gt-\-Ç,)  -t-  n;'  sin''g,^+^,)  -1-  Nj  sin  ̂ j, 
(^'  —  N"cos'gr<-t-C^i  -h  N,'  cos  g,f+ê,'  -h  Nocos  ê.- 

t  sera  le  temps  compté  en  années  juliennes.  Les  coefficients  qui  entrent 

dans  ces  équations  sont  fournis  par  les  relations 

[g-Vfo,i)-l-(o,2)]  N  -(o,i)N'-(o,2)N"=  o,  1 

[g -h  (i,o)  -h  (i,2)]  N'  -  (i,o)N  -  (i,2^N"  =  o,        U". 
[g  +  (2,0) -+-(2,1)]  N"-(2,o)N-(2,i)N'  =0,  ) 
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/jp  =  N  sine +  N,  sine,  +  Nj  sin^j  \ 

qo  =  Ncos^+N,cosC, +  N2COsê2,  J 

pi  =  N'  sin C  +  N'  sin S,  +  N3  sin Q,  \ 

q'„  =  N'cosê-t-N,'cos^,  4-NoCOsê2,  / 

p'I  =  N"s)nê  +  Ni'  sin^,  M-Njsin^j,  l 

ql  =  N"cos^+Ni'cosê,  -|-N.jCos^2.  / 

f3; 

Les  trois  premières  de  ces  relations  donnent  deux  valeurs  de  g,  et  des 

.    N'      N''  .  ,        ,  ,,  ,     „  ,      „ 
rapports  —  et—-.  Les  six  autres ,  dans  lesquelles /?o?  A  ?  ̂o  »  Ço»  7o»  7-  sont 

les  valeurs  initiales  dep,  p",    expriment  que  les  formules  satisfont  à 
l'état  initial  du  système. 

3.  Cela  posé ,  occupons-nous  spécialement  des  inclinaisons  de  tleux 
des  orbites  sur  la  troisième  ;  des  inclinaisons  des  orbites  de  Saturne  et 

d'Uranus  à  l'égard  de  celle  de  Jupiter,  et  désignons-les  par  <t>'  et  <t". 
Écrivons,  pour  abréger, 

p'  -p  =  P',     p"  -p  =  P", 

7'  — 7=Q''    f-i=Q'\ 

et  nous  aurons ,  à  cause  de  la  petitesse  des  inclinaisons , 

tang*'  =    \  P'^-f-Q'% 

tang*"  =    V''P"'  +  Q"'- 

<&'  et  <1>  "  seront  donc  connues  à  une  époque  quelconque  si  l'on  con- 
naît P'  et  Q',  P"  et  Q".  Or  pour  calculer  ces  quantités  on  déduit  des 

équations  f  i ),  retranchées  membre  à  membre,  deux  à  deux,  les  formides 

P'  =  (N'— N)sin(^<-|-g)H-(N:— N,)sin(g,<-1-ê,y,| 
Q'  =  (N'  _N)cos(g<+êW(N:-N,)cos(g,^-»-ê,)J         ^ 

P"  =  (N"-N)sin(g^-<-C)4-(N:— NOsin(g,f-hê,),l 

Q"  =  (]S"-N)cos(g<-+-^)  +  (N:— N,)cos(g,<4-ff,),)     ̂ ^^ 

Lorsque  les  coefficients  N,  N',  etc.,...  sont  calculés  pour  les  masses 

admises,  on  en  déduit  immédiatement  îles  limites  supérieures  de  <I>'  et  de 

<b",  <t'  ne  peut  jamais  dépasser  la  somme  des  valeurs  absolues  des  coef- 
Tome  V.  —  Mars  1840.  '  3 
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ficients  des  sinus  qui  entrent  dans  l'expression  de  P';  O"  ne  peut  jamais 
dépasser  la  somme  des  valeurs  absolues  des  coefficients  des  sinus  qui 

entrent  dans  l'expression  de  P".  Nous  nous  proposons  ici  de  chercher 
une  expression  algébrique  de  ces  limites,  indépendamment  de  tout 
calcul  numérique. 

4.   Posons N'  -  N  =  .r, N"-N=j; 

puis  entre  ces  deux  relations  et  les  relations  (4)  et  (5),  éliminons  N",  N' 
et  N  ;  nous  obtiendrons  les  deux  équations 

[g  +  (l»0)-+-(l,2)  +  (0,l)]x-|-   [(0,2)  — (l,2)]j  =  0,|     ,^ 
[g-t-(2,o)-t-(a,i)  +  (o,2)]7 -H  [(0,0— (2,i)]x  =  o.) 

Entre  ces  deux  dernières  éliminons  g  qui,  étant  une  quantité  réelle, 

ne  peut  influer  que  sur  la  durée  des  périodes;  et  si  nous  écrivons 

(0,1)  -  (2,1)  =  R', 

(1,2)  -  (0,2)  =  K", 

(2,0)  — (1,0)  =  K,- 

nous  arriverons  à  la  relation 

K'x^  -H  R"j=>  -{—K-^K.'-hK")a:j  =  o,  (7) 

qui  fournu'a  deux  valeurs  du  rapport  -. 

Il  restera  à  exprimer  que  les  formules  (4)  et  (5)  satisfont  à  l'état  initial 
du  système,  ce  qui  fournira  les  relations 

P'^  =  jc  sin  ê  ■+■  X,  sin  S, , 

Qo  =  xcosê  4- x,  cos^i, 

P"  ̂   J  sin  €  -\-jf  sin  C, , 

Q^'  =  j  cosC  "+"  J'i  cosê, . 

On  connaît  -  ,  -.  Ces  relations  ne  renferment  donc  que  les  quatre  in- 
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connues X,  Xt,  €  et^,  qu'elles  détermineront  complètement;  mais  cette détermination  doit  être  évitée. 

5.  Nous  remarquerons  à  cet  effet  que  l'élimination  des  inconnues  C  , 

€,,j,j,  etjc,  entre  les  équations  fS),  l'équation  (7)  et  son  analogue  en 
Xf  et^,,  conduirait  à  une  équation  en  x  qui  serait  du  second  degré,  si 

elle  était  débarrassée  de  tout  Jacteur  étranger.  Cette  élimination  pour- 

rait sans  doute  s'effectuer  ;  mais  nous  la  simplifierons  beaucoup,  si  nous 

supposons  qu'à  l'origine  du  temps  les  intersections  respectives  des 
trois  orbites  coïncidaient  :  hypothèse  bien  légitime ,  puisque  ce  phéno- 

mène a  eu  lieu  en  l'année  1 722 ,  et  qu'ainsi  les  astronomes  du  commen- 
cement du  siècle  dernier  en  auraient  été  les  témoins  s'ils  avaient  connu 

Uranus. 

Or,  on  sait  que  la  coïncidence  des  trois  intersections  dont  il  s'agit  en- 

traine l'égalité  des  angles  ̂   et  ̂,,  pourvu  qu'on  dispose  convenablement 
des  signes  de  x,  o-^j-etj,.  Et  ainsi  les  conditions  18)  deviennent 

P;  =  (x-Hx,)sin^,     P:  =(j+^,)sin^, 

Q„' =  (a'-hj:,)cosC,     Qr  =  f7-H7,)cos^. 
et  l'on  en  déduit 

:!  <«
> 

X  -\-x,  =  ±L  v/P„'  -H  Q;  =  ±:  tangO;, ,       , 
7  -Hjr,  =  ±  v/p„  -4-Q„  .=  ±  tang*:. 

Il  sera  facile  de  distinguer  le  signe  qu'on  devra  attribuer  au  second 
membre  de  chacune  de  ces  relations.  Si  ce  sont  les  nœuds  ascendants 

des  deux  orbites  qui  coïncident ,  P„'  et  P^'  devront  être  de  même  signe  : 

il  en  sera  de  même  de  Tjr-h  j:,~)  et  (  j -\-J^),  et  ainsi  il  faudra  attribuer  le 

même  signe  à  tangO^  et  à  tang  $,','.  11  faudra  prendre  ces  deux  tangentes 
avec  des  signes  contraires  si  c'est  le  nœud  ascendant  de  l'une  des  or- 

bites qui  coïncide  avec  le  nœud  descendant  de  l'autre.  C'est  ce  dernier 

cas  qui  se  présente  actuellement  pour  les  nœuds  de  Saturne  et  d'Uranus 

sur  l'orbite  de  Jupiter.  Nous  allons  toutefois,  pour  la  symétrie  des  cal- 
culs, conserver  le  signe  -f-  aux  deux  tangentes,  et  nous  changerons  le 

signe  de  l'une  d'elles  dans  les  résultats  définitifs  seulement. 
6.  Il  résulte  des  relations  (10)  que  les  coefficients  des  seconds 

termes  des  équations  finales  en  o"  et  en 7  nous  sont  connus,  et  que  ces 
équations  sont  de  la  forme 

i3.. 



joo  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

x^  —  xtang<I),'  +  V=o,  (il) 

j"^ — jy  tang^^' 4-  Z  =o.  (12) 

Les  derniers  termes  V,  Z  restent  seuls  à  déterminer  de  manière  que  les 

rapports  des  racines  de  la  première  de  ces  équations  à  celles  de  la  se- 

conde satisfassent  à  l'équation  (7I  ;  et  ils  devront  être  donnés  par  des 

relations  du  premier  degré,  puisque  le  problème  n'est  susceptible  que 
d'une  seule  solution. 

Pour  obtenir  la  première  de  ces  relations,  on  peut  éliminer  j-  entre  les 

équations  (^12)  et  (7),  par  l'un  des  procédés  connus.  Riais  en  faisant  cette 
élimination,  chaque  fois  qu'un  terme  en  x-  se  présentera,  ayons  le  soin 

de  le  remplacer  par  sa  valeur  {x  tangO' — Z)  prise  dans  l'équation  (11); 
nous  tomberons  ainsi  sur  une  équation  du  })remier  degré  en  x,  qui  de- 

vra être  identique.  Remarquons  toutefois  qu'il  pourrait  s  introduire 
ainsi  des  solutions  étrangères  à  la  question;  et  effectivement,  tandis  que 

le  terme  en  x  ne  contiendra  qu'un  coefficient  du  premier  degré  en  Z  et 
V,  le  terme  indépendant  de  x  sera  du  second  degré  par  rapport  à  ces 

quantités.  Nous  nous  bornerons  à  la  relation  qu'on  obtient  en  égalant  à 
zéro  le  coefficient  de  x^  relation  qui  est 

([  __K+R'+R' )2  —  2R'R"]  tangC  —  — R-+-R'-hR")R" tang4>:  }Z  \ 
+  [(— R-l-R'+R")K'tangC  — 2R''  tang$^]V  +  R"  tang'<[)ô   >  =  o. 
— ( — RH-R'  +  R")R'  tang^Oj  tang^H-  K.'R"  tangué  tang'C  ) 

Pour  en  avoir  une  seconde ,  il  suffira  d'éliminer  x  comme  nous  venons 

de  l'indiquer  poiu' j-;  mais  pour  écrire  le  résultat,  il  n'est  pas  besoin 
d'effectuer  les  calculs.  Il  suffira  de  changer  dans  la  relation  précédente 

R',  $„  et  Y  en  R' ,  <I>"  et  Z,  et  réciproquement.  On  obfient  ainsi  l'équarion 

{[(_R+R'_t-R")î-2R'R"]  tangO:  -(— R+R'4-R'  )R'  tangO;  }Y  1 

+[(_R_l_R'4.R")R"tangO:  — 2R"Mang*:]Z  +  R"=  tang^C  (=0. 

_(_R_t.R'4.R")R"  tang^'C  tang<I>  ',H-R'R"  tangOl'  tang^tt:  ) 

On  déduit  Z  et  V  de  ces  deux  équations  avec  la  plus  grande  simplicité; 

car  si  l'on  pose 
Z  =  R'H , 

V  =  R"H, 
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on  voit  immédiatement  que  les  deux  relations  précédentes  s'accordent  a 
donner  pour  H  la  même  valeur 

Tj   K' tang M' ; + K"  tang ' «P ;; —  (  — K+K'+K") tang <!> " tang '^ ' 
"~  {— K+K'+K")'  — 4K'K"  ■ 

D'après  ces  valeurs  de  Z  et  de  V,  et  ce  que  nous  avons  dit  au  n"  3  des 
limites  des  inclinaisons,  on  formera  aisément  les  expressions  suivantes  : 

li^  „n^../-.^n,,.^  .  I   4K"[K'tang'.^:+K"tong'.l>'^+(— K+K'+K'>ngf-:tangt>;] 
(— K+K-'+K"}'— 4K'K" 

Urr.  >.n.../'-.-..^..."  I  4K'[rtaDê'<l>:+K"tang'l>:;+(-K+K-4-K")tang.I.;taDg<I>"] 
(— K+K'+K")'— 4K'K" 

formules  dans  lesquelles  nous  avons  changé  le  signe  de  tangC  confor- 
mément à  ce  qui  a  été  dit  au  n"  5.  Et  enfin,  en  extrayant  les  racines  car- 

rées des  deux  membres ,  on  trouvera 

lim.  tang  d»'  =:  (K'+K"-K)  taDga.;  +  2K"  tang  .!>:; »/(K'-J-K"— K)'  — 4K'K" 

lim.  tang  <!>"=  (K'+K"-K)  tang.î.','+  ̂ K'  tang^' l/fK'-l-K"— K)'— 4K'K" 

On  se  convaincra  aisément  que  le  dénominateur  de  ces  expressions  ne 
peut  jamais  être  nul. 

7.  Appliquons  ces  formules  a  la  détermination  des  limites  des  incli- 

naisons des  orbites  de  Saturne  et  d'Uranus  sur  l'orbite  de  Jupiter. 
En  adoptant  les  grands  axes  de  la  Mécanique  céleste,  et  les  masses  les 

plus  généralement  reçues,  nous  aurons 

a  =z    5,2oi  i66  36, 
I 

m  =  — — 

io5o 

a'  =     9,537  870  90, 

35i2  ' 
a"  =  19,183  3o5  00, 

m  =   
et  l'on  en  déduit 

^'  =  5",976289, 
R"=  o",285  788, 

K  = — 17", 262  094.^ 
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Les  observations  et  les  calculs  les  plus  exacts  fixent  d'ailleurs  la 

coïncidence  des  intersections  des  trois  orbites  en  l'année  1722.  Les  for- 

mules (9)  montrent  qu'à  Tinstant  de  cette  coïncidence,  on  doit  avoir  la 

P'        o' relation  -2  =  ̂ , ,  ce  qui  donne  un  moyen  simple  de  la  reconnaître.  Les 

inclinaisons  des  trois  orbites  sur  le  plan  de  l'écliptique  de  1800  étaient , 
en  1 722,  les  suivantes  : 

(p  =  i"  i8'57",o9, 

(p'  =  2**  29'  28",  12, 

(p"=     46'  3i",68. 
On  en  déduit 

P„  =       0,017570357,       Po  =  — 0,009790478, 

Q„' =  —  0,01 3 077251,       Qo  =  -f- 0,007  286848, 

expressions  qui  satisfont  bien  au  rapport  énoncé.  Enfin  on  en  déduit, 

pour  les  inclinaisons  relatives  des  orbites ,  toujours  à  la  même  époque  , 

<&o  =  i°i5'  i7",o5, 

Oo  =     4^' 5']", -25, 

Au  moyen  de  ces  données ,  les  limites  de  O'  et  de  $"  s'obtiennent  en 

quelques  instants ,  et  l'on  trouve 

lira.  0'  =  1°  16'  46",7, 

lim.  <!>"=  i"  20'  42". 

En  tenant  compte  simultanément  de  toutes  les  planètes,  nous  avons 

trouvé  ailleurs  lim.  <!>'=  1°  16' 46", 8  et  lim.  0"  =  i"  20'  55".  La  limite  est 

la  même  pour  l'inclinaison  de  Saturne.  Pour  l'inclinaison  d'Uranus  il  y 
a  une  différence  de  1 3"  entre  les  deux  limites  ;  cette  différence  est  due 

entièrement  à  l'action  de  Vénus  et  de  la  Terre,  que  nous  négligeons  ici. 

8.  Les  quantités  K,  K',>K"  sont  respectivement  proportionnelles  aux 

jnasses  de  Jupiter,  Saturne  et  Uranus  ;  il  n^ entre  donc  dans  les  expres- 
sions précédentes  des  limites  que  les  rapports  des  masses  entre  elles. 

Examinons  si  ces  rapports  venant  à  varier  il  pourrait  se  faire  que  les  li- 
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mites  des  inclinaisons  devinssent  considérables;  et  supposons  d'abord 
que  la  masse  de  Jupiter  restant  constante ,  nous  ne  tassions  varier  que 

les  masses  de  Saturne  et  d'Uranus. 
On  pourrait  discuter  la  partie  variable  des  limites  sous  sa  forme  géné- 

rale ;  mais  il  vaut  mieux  attribuer  aux  deux  angles  <tô  et  <I>o  la  valeur 

du  plus  grand  d'entre  eux  ;  car  nous  ne  faisons  que  reculer  par  là  les 
limites,  et  nous  allons  cependant  reconnaître  qu'elles  resteront  toujours 
petites  si  les  inclinaisons  primitives  sont  elles-mêmes  peu  considérables. 

Posons,  pour  simplifier, 

K'
 

—  K 

K" 

—  K 
=  t, 

et  nous  trouverons,  en  supposant  que  Oô  soit  le  plus  grand  des  deux 
angles , 

tang*0'  <  tang*Oi(  n-  4^ 

tang»<l»"<  tang»«:  f  i-hAs   ^'  +  2^+'   ^ 

Les  expressions  comprises  dans  les  parenthèses  n'ont  point  de  maximum 

absolu  ;  mais  lorsqu'on  attribue  à  z,  par  exemple,  une  valeur  particu- 
lière ,  elles  sont  susceptibles  d'un  maximum  relatif  qu'on  obtient  en 

faisant  z  =  t;  et  ce  maximum  lui-même  est  égal  à  (i  -h  4z) ,  en  sorte 

qu'il  croît  avec  la  valeur  de  s. 

L'un  et  l'autre  des  angles  O'  et  O"  auront  donc  une  tangente  toujours 
comprise  au-dessous  de  l'expression 

tangOÔ  \/i-+-4z, 

et  dès  lors  ces  angles  resteront  toujours  très  petits,  tant  qu'on  ne  fera 
pas  grandir  énormément  les  masses  de  Saturne  et  d'Uranus.  Ainsi ,  eu 

supposant ,  par  exemple ,  que  la  niasse  de  Saturne  de^•ienne  six  fois  plus 

considérable  qu'elle  ne  l'est,  U  faudrait  que  la  niasse  d'Uranus  grandît 
de  plus  de  1 20  fois  sa  valeur,  pour  que  z  devînt  égal  à  2.  Les  angles  <I>' 

et  O"  resteraient  cependant  encore  toujours  plus  perits  que  le  triple  de 
la  valeur  initiale  du  plus  grand  d'entre  eux. 
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9.  Mais  si  nous  ne  pouvons  obtenir  des  niasses  de  Saturne  et  d'Lra- 
luis  qui  conduisent  à  des  inclinaisons  considérables ,  sans  attribuer  à 

ces  niasses  des  valeurs  qrd  rendraient  le  calcul  de  la  première  approxi- 

mation tout-à-fait  insuffisant,  c'est  à  la  grandeur  de  la  masse  de  Jupiter 

que  nous  le  devons.  Et  si  l'on  supposait  que  la  masse  de  Jupiter  de- 
vint très  petite ,  il  serait  alors  possible  de  déterminer  les  masses  des  deux 

autres  planètes,  de  telle  sorte  que  leurs  inclinaisons  sur  l'orbite  de  la 

première  pussent  grandir  considérablement.  Il  n'est  pas  besoin  de  dire 
que  cet  accroissement  des  inclinaisons  relatives  serait  dû  au  mouvement 

absolu  de  l'orbite  de  la  plus  petite  masse. 

Cette  circonstance  d'une  masse  très  petite  soumise  à  l'action  de  deux 

autres  masses  plus  considérables  et  plus  éloignées  qu'elle  du  Soleil,  se 
rencontre  dans  notre  système  planétaire,  et  il  doit  exister  entre  Jupiter 

et  le  Soleil  une  position  telle  que  si  l'on  y  plaçait  une  petite  masse,  dans 
une  orbite  d'abord  peu  inclinée  à  celle  de  Jupiter,  cette  petite  masse 
sortirait  de  son  orbite  primitive,  et  atteindrait  de  grandes  inclinaisons 

sur  le  plan  de  l'orbite  de  Jupiter,  par  l'action  de  cette  planète  et  de 
Saturne.  Déterminons  cette  position. 

Transportons  la  notation  (o)  à  la  planète  dont  nous  chercbons  la  po- 

sition; et  les  notations  '  et  "  à  Jupiter  et  à  Saturne.  Puis  supposons  le 

grand  axe  de  la  nouvelle  planète  déterminé  par  la  relation  R'  =  R",  ou bien 

(o,i)  -+-  (0,2)  =  (1,2)  ■+■  (2,1). 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  équation  admet  toujours  une  solution 

unique;  car  son  second  membre,  en  vertu  des  moyennes  distances  et 

des  masses  de  Jupiter  et  de  Saturne  a  une  valeur  finie  et  déterminée  : 

tandis  que  le  premier  membre  passerait  successivement  depuis  o  jusqu'à 
l'infini ,  si  l'on  faisait  croître  le  demi-grand  axe  a  de  la  planète  cherchée 

depuis  zéro  jusqu'à  la  valeur  a'  du  grand  axe  de  Jupiter.  La  condition 

R'  ̂ =  R"  simplifie  les  expressions  précédentes  des  limites  de  <!>'  et  de  <I>"  ; elles  deviennent 

,.        ̂   .,        2K'(tang<I>'-+-tang<I)") — Ktang*! hm.  tang<î)'  =  — ^ — "      .  '   —  , °  v/k^k— 4K'^ 

hm.tan"i$  =  — ^^ — .^   °  °    ^ — . "^  \/K(K— 4K'l 
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Ces  expressions  renferment  en  dénominateur  le  facteur  \  K;  et  comme 

la  quantité  R  elle-même  est  proportionnelle  à  la  masse  de  la  nouvelle 

planète ,  il  s'ensuit  qu'il  suffira  de  diminuer  suffisamment  cette  masse 

pour  que  les  limites  ci-dessus  se  trouvent  aussi  grandes  qu'on  le  voudra. 
On  doit  au  reste  remarquer  que  ce  résultat  ne  prouve  pas  du  tout  que 

la  petite  planète  atteindrait  réellement  les  très  grandes  inclinaisons 

qu'on  obtiendrait  ainsi;  mais  il  montre  qu'il  y  a  des  cas  où  l'on  ne  de- 
vrait point,  malgré  la  petitesse  primitive  des  inclinaisons,  calculer  leurs 

inégalités  séculaires  en  se  bornant  aux  termes  du  premier  ordre. 

On  résoudra  aisément  l'équation 

(0,l)H-(0,2)=(l,2)  +  (2,1). 

Elle  devient,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  et  en  adoptant  les  notations 
de  la  Mécanique  céleste,  livre  II ,  §  49, 

l'n'  y/a,   H^   m"n"  vV,   tt  =  2 5", 564  i58. 

«est  le  rapport  du  demi-grand  axe  de  la  petite  planète  au  demi-grand 

axe  de  Jupiter  ;  a'  son  rapport  au  demi-grand  axe  de  Saturne.  b^l\  est  une 
fonction  de  et;  ̂ _i  est  la  même  fonction  de  et'.  On  calcide  aisément  la 

valeur  de  a  par  le  développement  en  série  ;  et  en  la  multipliant  ensuite 

par  a'  demi-grand  axe  de  Jupiter,  on  obtient  le  demi-grand  axe  cherché. 
On  trouve  ainsi  qu'il  est  à  très  peu  près  égal  à  1,977. 

Nous  ne  pouvons  nous  empêcher  de  remarquer  que  les  planètes  dont 

les  demi-grands  axes  approchent  le  plus  de  celui  que  nous  venons  dob- 

tenir  sont  celles  dont  les  masses  sont  les  plus  petites;  et  qu'il  se  trouve 

précisément  que  leurs  inclinaisons  sur  l'orbite  de  Jupiter  sont  considé- rables. 

Entj-e  Vénus  et  le  Soleil ,  il  existe  une  autre  étendue  où,  en  \ertu  des 
actions  perturbatrices  de  Vénus  et  de  la  Terre,  les  inclinaisons  d'une 
petite  masse  pourraient  grandir  considérablement.  Mercure  se  trouve 

placé  à  l'une  des  extrémités  de  cette  étendue,  et  ses  inclinai.sons  sont 
considérables.  Elles  poiuront  atteindre  i)res  de  9"  relativement  a  lor- bite  de  Vénus. 

Tome  V.  —  Mabs  iS^Jo.  ll\ 
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fO.  Reprenons,  comme  exemple,  les  deux  formules  relatives  aux 

inclinaisons  de  l'orbite  de  Saturne  sur  celle  de  Jupiter, 

P'  =  ̂ sin(g/  -{-€  \  -¥  Xf  sin(g^,/-Hê,  ,1, 

Q'=  xcosigt  +  ë)  -^-  X,  cos(g,t-\-€,), 

et  voyons  à  quel  caractère  on  reconnaîtra  s'il  est  possible  ou  non  que 
cette  inclinaison  devienne  nulle  un  jour.  Le  carré  de  la  tangente,  égal  à 

la  somme  des  carrés  des  deux  quantités  P'  et  Q',  ne  peut  être  nul,  à 
moins  que  ces  deux  quantités  ne  le  soient  elles-mêmes  chacune  séparé- 

ment ;  or  pour  que  cette  dernière  condition  pût  être  remplie,  il  faudrait 

que  les  deux  quantités  x  et  .r,  fussent  égales  en  valeurs  absolues,  puis- 

qu'on sait  que  les  deux  argvunentsg  et  g,  sont  différents  l'un  de  l'autre. 
Nous  donnerons  le  moyen  de  trouver  le  rapport  de  ces  deux  coefficients 

directement ,  après  avoir  indiqué  une  autre  conséquence  qu'on  en  peut déduire. 

Les  noeuds  des  trois  orljites  entre  elles  ont  coïncidé  exactement  en 

1722.  Ce  fait  n'a  rien  de  remarquable  en  lui-même.  Nous  avons  reconnu 

qu'il  devait  se  reproduire  toutes  les  fois  que  les  angles  qui  entrent  dans 
les  formules  précédentes  ne  différaient  que  d'un  multiple  de  la  circon- 
férertce  ou  de  la  demi-circonférence;  et  comme  les  arguments  g  et  g, 
ne  sont  point  égaux ,  cette  dernière  circonstance  doit  se  représenter 

périodiquement  en  vertu  de  l'excès  du  mouvement  d'un  des  angles  sur 

l'autre.  L'intervalle  qui  sépare  ainsi  deux  coïncidences  successives  des 
trois  intersections  des  orbites  est  égal  au  quotient  de  la  demi-circonfé- 

rence par  la  différence  des  arguments  g  et  g, . 

On  peut  désirer  de  savoir  si  l'angle  que  font  entre  elles  les  intersec- 

tions des  orbites  de  Saturne  et  d'Uranus  avec  le  plan  de  l'orbite  de  Ju- 

piter, croîtra  de  la  demi-circonférence  dans  l'intervalle  d'une  coïnci- 
dence à  l'autre,  ou  bien  s'il  exécutera  seulement  une  libration.  C'est 

ce  qu'on  reconnaîtra  très  simplement  par  la  détermination  du  rapport 
des  deux  coefficients  x  el  x, ,  et  du  rapport  des  coefficients  corres- 

pondants j'  etj',  dans  les  formules  relatives  aux  inclinaisons  d'Uranus. 
Admettons  en  effet ,  pour  fixer  les  idées ,  que  les  coefficients  x  et  y 

soient  respectivement  plus  grands  en  valeurs  absolues  que  .r,  et^,; 

il  en  résultera  cju'à  toutes  les  coïncidences  ,  P'  et  P'  garderont  le  même 
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signe  relatif  qu'ils  avaient  à  la  première:  ce  seront  donc  des  nœuds  de 

même  espèce  qui  coïncideront  dans  tous  les  cas;  et  comme  ,  d'ailleurs, 
les  angles  <I>'  et  <&"  n'auront  pu  devenir  nuls,  l'angle  des  deux  nœuds 

n'aura  pu  atteindre  180";  il  aura  exécuté  une  libration. 
Mais  si  x  étant  plus  grand  que  x, ,  j-  est  au  contraire  plus  petit  que  j^, , 

l'angle  des  deux  nœuds  exécutera  une  libration  ou  une  révolution,  selon 
que  les  sinus  des  angles  des  formules  auront  conservé  le  même  sig:ne 

relatif  ou  en  auront  changé. 

Le  cas  seul  où  l'un  des  rapports  —  ou  —  serait  égal  à  l'unité  ne  peut 
donner  lieu  à  aucune  conclusion  :  deux  des  orbites  viennent  à  coïncider 

complètement  à  l'instant  de  la  coïncidence  des  nœuds. 
Cela  posé,  soit 

JT,  =  zor, 

j.  =  (r; 

en  reprenant  l'équation  (7)  et  l'équation  analogue  pour  le  système  x,, 
j',,  nous  aurons  les  deux  relations 

_  K  4-  K'  -4-  R"  —  K'  -  —  R"  -^  =  o,  ) 

—  RH-R'-+-R"  — R'-  — R'5:  =  o;  \ 
ty  z.r  1 

on  tire  d'ailleurs  des  conditions  (9),  relatives  à  l'origine  du  temps, 

P',  _  X         1  -f-z 

Pï  ~r  ̂   r+1' 

en  tout  trois  relations  entre  les  trois  inconnues  -,  z  et  t. r 

Si  nous  éliminons  d'abord  -,  les  équations  (i5)  deviendront 

.,p;    i  +  t  ,v,,    x+z 

iib/ V"t  I  -1-2  '^['-  •  4-' 

et  pour  en  déduire  z  et  i  d'une  manière  simple,  nous  poserons 
14. 
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t  I  +f 
-  =  V,  — r—  =  U. z  I  +z 

Nous  arriverons  ainsi,  pour  la  détermination  de  t^  et  u,  aux  équations 

.    ,    r         (_K-f-K'  +  K"ln  \ 
'^  +L^-   Ter        J^+^=o,  I 

(17) 

P"      /K" 
"  =pïVlë''' s 

L'équation  en  v  est  réciproque,  et  l'on  devait  s'y  attendre;  il  suffira 

de  prendre  une  de  ses  racines  :  celle  qui  est  plus  grande  que  l'unité , 
par  exemple. 

Nous  n'avons  point  donné  le  double  signe  à  la  valeur  de  u  ;  c'est 

P" 

qu'
ell

e  

de
vr
a 
 

to
uj
ou
rs
  

avo
ir 

 

le 
 
mê
me
  

sig
ne 

 

qu
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le 

 
ra
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t 
 

p^,
  

ain
si 

que  le  montre  la  première  des  équations  (i5),  — K,  K',  K"  étant  des 
quantités  essentiellement  positives. 

Ayant  d'ailleurs  les  valeurs  de  v  et  m,  on  calculera  :  et  /  par  les formules 

.=l(f: 
Si  nous  appliquons  ces  résultats  aux  mouvements  des  orbites  de  Sa- 

turne et  d'Uranus  par  rapport  à  l'orbite  de  Jupiter,  au  moyen  des  don- 
nées établies  plus  haut ,  nous  trouverons 

1^^322,00,  z^  — o,oog8ag, 

^^  ̂   —  2,1 865,      t  :=  —  3,i65, 

et  nous  en  concluons,  conformément  à  ce  que  nous  avons  dit  :  i"  que 

l'angle  des  deux  nœuds  sur  l'orbite  de  Jupiter  peut  croître  au-delà  de 

toute  limite;  2°  que  ni  le  plan  de  l'orbite  de  Saturne  ni  celui  de  V orbite 

dUranus  ne  coïncideront  jamais  avec  le  plan  de  l'orbite  de  Jupiter. 

Pour  résoudre  la  même  question  pour  l'angle  des  intersections  des 

orbites  de  Jupiter  et  d'Uranus  avec  le  plan  de  l'orbite  de  Saturne,  il  n'y 
a  qu'à  reprendre  les  mêmes  calculs  en  changeant  seulement  K  en  K'  et 
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réciproquement,  et  en  remplaçant  P„'  et  P^  par  {p^ — p„)  et  [p"  —  p'„). On  trouve  ainsi 

('  =  —    108,78,  2  :=    —   0,009  ̂ ^9> 

U  =  2,0898,  t   =:   ■+-   1,069. 

z  a  la  même  valeur  que  dans  le  cas  précédent,  parce  qu'elle  ne  dépend 
toujours  que  du  mouvement  relatif  des  deux  orbites  de  Saturne  et  de 

Jupiter. 

Quant  à  t,  nous  voyons  qu'il  est  très  voisin  de  l'unité,  et  qu'ainsi 

nous  sommes  dans  l'impossibilité  de  prononcer  si  l'angle  en  question 
parcourra  la  demi-circonférence  tout  entière.  Cette  difficulté  tient  à  ce 

que  les  orbites  de  Saturne  et  d'Uranus  peuvent  s'abaisser  très  sensible- 
ment dans  le  même  plan.  Nous  nous  sommes  assurés,  toutefois,  que 

les  variations  les  plus  grandes  qu'on  pourrait  attribuer  aux  masses  que 
nous  avons  admises ,  ne  pourraient  abaisser  t  au-dessous  de  l'unité  ; 

en  sorte  qu'on  pourrait  encore  affirmer  ici  que  l'angle  que  nous  con- 
sidérons parcourra  toute  la  demi-circonférence  ;  mais  il  serait  bien  pos- 

sible que  la  seconde  approximation  changeât  ce  résidtat,  et  il  faut 

s'abstenir  de  toute  conclusion. 

On  retrouverait  dans  le  mouvement  des  nœuds  sur  l'orbite  d'Uranus 
la  même  valeur  de  t,  et  conséquemment  la  même  difficulté,  z  serait  égal 

à  — 2,7  ,  c'est-à-dire  plus  grand  que  l'unité,  en  valeur  absolue,  tandis 

que  dans  le  cas  précédent,  il  était  plus  petit.  Il  en  résulte  que  s'il  nest 
pas  possible  de  décider  qu'il  y  aura  libration  ou  mouvement  progres- 

sif de  l'angle  des  nœuds  sur  l'une  des  deux  orbites  de  Saturne  ou  d'Ura- 
nus, on  peut  toutefois  Atûr mer  que  le  premier  phénomène  se  produira 

toujours  sur  l'une  des  orbites,  et  le  second  sur  l'autre. 

Le  mouvement  des  nœuds  des  orbites  a  été  étudié  d'une  manière  spé- 
ciale dans  un  Mémoire  que  M.  Liouville  a  inséré  au  mois  de  décembre 

1839,  dans  ce  recueil.  On  peut  voir  que  nos  résultats  s'accordent  com- 
plètement avec  ceux  qu'il  y  a  consignés.  Il  est  essentiel  de  remarquer 

qu'ils  sont  indépendants  de  toute  considération  siu-  la  durée  des  pé- riodes. 
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NOTE  SUR  L'IISTÉGRALE 
•»    COS  axdjc 

i 
Par    E.   catalan. 

1.  M.  Poisson  a  fait  voir  [*]  qu'en  représentant  par^„  cette  inté- 
grale définie ,  laquelle  doit  être  une  fonction  de  la  variable  positive  a , 

sa  valeur  dépend  de  l'équation  linéaire  d'ordre  2«  • 

que  l'on  trouve  facilement. 

Cette  équation  est  satisfaite  par^  =e'"^,  m  représentant  une  racine 
quelconque  de 

I   m}  -\-  ~.   m*  —  . .  .  ±  m^"  —  o , 

(l  _,„')«  =  0.  (2) 

Parmi  les  in  racines  de  l'équation  (2),  il  y  en  a  «  égales  à  +  1,  et  n 

égales  à  —  1 .  D'ailleurs ,  l'intégrale  proposée  ne  peut  croître  indéfini- 
ment avec  et  :  on  conclut  de  là  que  la  valeur  dej„  relative  au  problème 

dont  il  s'agit,  sera  de  cette  forme  : 

Il  faiu  actuellement  déterminer  les  constantes. 

[*]  Journal  de  l'École  Polytechnique ,  XV!"  cahier. 
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2.  Pour  cela,  je  désigne  par  P  le  polynôme  qui  multiplie  e~ " ,  et  je 
différencie  n  —  i  fois;  ce  qui  donne  généralement 

Faisant  a  =  o  [*]  dans  les  équations  (3)  et  (4),  j'obtiens 

(J„)  =  A„,     et     (g")  =  (_,y(A„-JA.  +^.^A,-...±A„_.);,   (5) 

[jn)  ̂ ^{"jt)  représentent  les  valeurs  que   prennent  les   fonctions 

j„  ,  -— ,  quand  on  suppose  a  =  o. 

La  nature  des  équations (5  )  permet  de  les  résoudre  très  facilement; 
et  l'on  trouve 

3.  J'observe  actuellement  que 

r  ̂   cosccx.dt:  J,     .  ,        -,  r-.f        dx 

Jn=l       (7  +  ̂ „,  doU  (J„)      =J^      ̂ -^:p^„. 
ciy„      /'»  fixnxx .xdx  f'^^"\      

~d^  ̂ ~  Jo   (i+x')"  '   Vrf^y  -  ̂' 

"■^^"""Jo    (.+x')"  '    V"^*^y     ~"-'o  ri+^')(7) 
«^'jn         /'œ  sin  «x.x^rfx  ^d^y,\    

d»^  ~  Jo    (i-t-x")°  '           'v^^y  ~  ° ' 
d^Yn      r»  C0S3X.x*dx  /d^y^       /'«      x^dx 

Pour  évaluer  ces  différentes  intégrales  définies,  indépendantes  de  a,  je 

prends  celle-ci ,         /      -, — ^ — — ^,   dans  laquelle  m   ̂   ti  — 

[*]  Les  3/j — 7.  premières  dérivées  de  r„,  jirises  par  rapport  à  a,  sont  des  fonctions  con- 

tinues de  cette  variable ,  du  moins  entre  les  limites  o  et  ce  ;  il  n'en  serait  pas  de  même  des 
dérivées  suivantes  ;  mais  celte  circonstance  est  indifférente  ici,  puisque  nous  prenons  /<^?.. 
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En  posant  a?'  =  ——j , 

elle  se  transforme  en 

ILil  n_"l±l  r f^^i+.i')  r  (n  _  '!1±^) 

et  la  formule  (6)  devient 

Le  dernier  terme,  dans  la  parenthèse,  est 

-r(^)r(«-::^)   ou    *r(i)r(„-i), 
selon  que  i  est  pair  ou  impair. 

i.  Cette  valeur  de  A,  peut  s'écrire  autrement. 

En  posant  ô  =  sin'(p,      i — ô  =  cos^^, 

l'intégrale 

se  transforme  en 

/     sin^fp.  cos-''~"'~'(p.r/(P. 
Par  suite , 

,  5rcos=«-=cp-^/-=^sin'(p.cos»''-^(p  n 

l_+-.-^.^-.^-sm^?.cos--<p-...  J 

Il  est  visible  que  la  quantité  entre  parenthèses  est  la  partie  léelle  du  dé- 
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veloppement  de  cos^"~'~^  <p{cos  ç  -f    \/—  i  siii  <pV;    d'où,    par  le 
théorème  de  Moivre , 

A,  =  ̂ ^,  /    cos^"~'~^(p.cosi<p.d(p.  (lo) 
r(n)./o  T  T        T 

On  a  identiquement  cos  i(p  =  cos  (p.cos(i'  —  i)<p— sin  cp.sin  (/  —  i)(p; 

l'intégrale  qui  précède  se  trouve  ainsi  transformée  en 

/     cos'^"~'~'  (p.cosii — i)(p.d(p—   f    cos'"'~'"'<p.sin(p.sin(/ —  i)(p.^<P; 

ou ,  en  intégrant  par  parties  et  observant  que  le  terme 

— '    ^^.  2«-i-<  (p.sin(i— i)? 
2/î   1   1 

disparait  aux  deux  limites  : 

/    cos^"~'~^(p.cosi<p.d(p  =  i     "~'      (    cos *"-'-' (p. cos(j — i)(p.r/<p.  (i  i) 

A  l'aide  de  cette  formule  de  réduction,   la  valeur  (lo)  se  transforme 
d'abord  en  cette  autre  : 

A,=-r-T.   :   .   ^^~...    I     cos'"^(p.rf(p.  (12) 
r(n)    in  —  i — I       in—i  in  — 2,'o 

Enfin ,  cette  dernière  intégrale  étant  égale  à 

on  obtient,  après  quelques  simplifications, 

A,- =     -  it    )   ,    ,   7..  (iJ) 
'        \7.J  r{n)r{n—i)  ^      I 

La  comparaison  de  cette  valeiu-  avec  (8)  fournit  cette  formule  de 

sommation,  qu'il  serait  peut-être  difficile  de  trouver  autrement  : 
Tome  V.  —  Avril  i84o  '  "^ 
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r  «--  — 
i   i  —  I 

Ti'Arfn-' i — I       (  —  9.      /  —  3 

3  ■^■-a)^("- 

/,\2«_l-2  r(2/2  — /— l) 

On  observera,  dans  l'application  de  cette  formule,  que  /  et  ii  sont 
des  nombres  entiers  positifs,  et  que  l'on  doit  avoir  i  <_  n. 

5.  Revenant  à  l'intégrale  proposée,  je  mets  dans  la  formule  (3)  les 

valeurs  {i^),  et  j'obtiens 

/•«  cos  «:r.«tr         /i^^n-i     „,•     » 
T(7.n — i)  -|   (aa)  T{in  —  i) 

Si ,  dans  cette  formule  (  1 5  ) ,  on  remplace  les  F  par  les  intégrales  eu- 

lériennes  équivalentes,  elle  pourra  s'écrire  ainsi  : 
/"»cos  eu:  .dx 

Jo    17- 
(l+X^)" 

\  2n-l  —  c 

--) 

[r{n)Y f^e-'j''-'dr{j  +  2ct)"-', 

(i4) 

] (i5) 

Jo      (l  +x\)»   ~  [r  {n)y  Jo 

ou  enfin 

,-(«  +  2î; z"-'  dz{z  +  a)"-*  ; 

f^COS  ax.clx  \1J  /  *     —  aï  /    ■>  M._i    j 
I       -,   r   =      r     ,     N-i         I       ̂        "(z*  — I)"    'rtz. 

(,6) 

(17) 

Les  formules  (16)  et  (  17)  permettent  d'obtenir,  assez  facilement,  les 
valeurs  des  intégrales  définies 

Jo        (I  +-r')"    '       Jo  (i+x')" 

+  ■<& 

je  n'écris  pas  ces  valeurs,  parce  qu'elles  sont  un  peu  compliquées. 

Février  1840.) 
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NOTE 

L'ÉVALUATION  DE  LA  SURFACE  TOTALE  DE  L'ELLIPSOÏDE 
a  trois  axes  iiviégatx; 

Par  m.  R.  LOBATTO, 

Docteur  ès-sciences,    à   La  Haye. 

Dans  un  beau  Mémoire  sur  la  réduction  d'une  classe  d'intégrales 

multiples,  inséré  dans  ce  Journal  [*],  M.  Catalan  a  indiqué,  à  l'aide 
d'une  considération  géométrique ,  une  nouvelle  voie  plus  expéditive  que 

celle  suivie  par  Legendre  et  Plana,  pour  parvenir  à  l'expression  analy- 
tique de  la  surface  totale  de  l'ellipsoïde.  En  désignant  par  a.,^,y,  les 

trois  axes  de  ce  solide,  a.  étant  supposé  >  fi  >y,  l'auteur  a  réduit  la 
double  intégrale  qui  exprime  la  huitième  partie  de  la  surface  dont  il 

s'agit,  à  l'intégrale  simple 

a/3^   f^zd.XY, 

=  V^.'  ̂  =  v/S.  '■-=■-5.  «  *■= 
y 

Je  me  propose  de  faire  voir  dans  cette  Note  que  l'analyse  employée 
par  M.  Catalan  pour  obtenir  la  valeur  de  cette  intégrale  définie,  pour- 

rait être  remplacée  avec  avantage  par  la  suivante,  qui  semble  plus  sim- 

ple, en  ce  qu'elle  conduit  directement  aux  deux  transcendantes  ellip- 

tiques d'où  dépend  la  surface  à  évaluer. 

En  effet,  après  avoir  transformé  l'intégraleyz^.XY  en 

[*]  Voir  le  numéro  du  mois  de  mare  iSSp,  page  323. 
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il  ne  s'agira  que  d'effectuer  cette  dernière  intégration  entre  les  limites 

z  =  i    et  z  =  00.     Pour   cela  il    n'y  a  qu'à  poser   z  =  -: —  ,    donc 

dz  = — r-; — .d(p,  ce  qui  changera  la  différentielle 

_f!   j\  d<p  ^  r\/{a'—b'sm'p)  _  d  —  b')        1  ̂ 
an'?"  /  V/(a'— è'sin^li)         L  sin'9  v/>'— A'sin'9  J 

Par  ce  changement  de  variable ,  l'intégrale  fonction  de  z ,  se  trouvera 
décomposée  en 

/dp  \/{a' — b'sm^tp)            —  h^]     C   ^   

chacune  de  celles-ci  devant  être  prise  depuis  sin  <p  =  a  jusqu'à  sin  (p  =:o. 

En  renversant  ces  limites,  et  posant  pour  simplifier,  -  =c,  rt  =sin«, 

l'expression  précédente  devient 

i  —  b-     l'H-  dp  rt^^P\/[\ — f'sin'^) 

=  '  1  =^  +  acotiP  \  (i  —  c' sin'<p) 

2    /''        cos'p  d$ 

=  rtcot(p  \  (i  —  c^sm=(p)H-  -   1         ,  =ld(p "  .'0     V{i — c'sin'fi) 

=  rtcot(p\(i  —  c^sin'ç)+a   /      \  (i  —  c*  sin*(p)  f/<p 
1  —  a^     r  H-  dp 

.  (en  intégrant  par  parties 

—    / 

o     l/(  I  —  c'  sin  '^  ) 

=  ûcotcp  \/{i  —  c^sin^cp)  -t-aE(c,  /u)4-  f  — |^jF(c,  a). 

Il  reste  maintenant  à  évaluer  entre  les  limites  relatives  à  chacune 



PURES  ET  APPLIQUÉES.  117 

fies  deux  variables  z,  ̂   ,  la  somme  des  quantités 

(z'  — 1) 

,y,  ',  ===  ,     acot(p  \/(i  — c^siii^fp). l/^z' — a')  (2' — 6») 

En  exprimant  la  première  en  fonction  de  (p,  il  s'agira  de  chercher  entre 
les  limites  (p  ̂   o  et  sin  (p  ̂   a,  la  différence 

rt  cot(p  \/\\  —  c^  ■i\x\-(p)  — 
a} —  sin'^ 

sin ^  cos  <p \/[a^  —  b'  sin'^) 

qui  se  réduit  facilement  à 

(  I  — a' — b'  cos'(p)  siiKp 

cosp  \/  [a' — b'  sin'^ 

Cette  valeur  devenant  nulle  à  la  première  limite,  il  faudra  seulement' 
y  substituer  sin  tp  ̂=  a,  ce  qui  la  changera  en 

(...)(.,.)        ^  v/(i-aM(i-*=); 
n\/(i — a')V{t — o') 

d'où  l'on  tire  enfin,  pour  l'expression  de  la  surface  totale  fie  l'ellip- soïde , 

2aiS7r[\/(i— «=")  V\i  -b')-\-  aE{c,u)  -h'-^F{c,u)'^ 

=  -iTry'  +  p^=  [(a^-  — y)E(r,  ̂ .)  +  >^  F(c,  u)] , 

valeur  qui  coïncide   parfaitement  avec  celle   donnée   dans  le   susdit 
Mémoire. 

Je  me  permettrai  encore  d'indiquer  ici  un  moyen  plus  simple  que' 

celui  employé  par  l'auteur,  pour  parvenir  aux  valeurs  des  deux  inté- 
grales définies 

A,  =    /     s\u<pdp  V(i  —  fï*  sin-(p) ,     A,  =   /    sin'<pr/<p\/(' — rt*sin^!p), .'o  '  .'o 

traitées  à  la  page  335  fie  son  Mémoire. 
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Si  l'on  fait  cos<p  =  a: ,  la  première  se  change  immédiatement  en 

j'  dx  v/(i  -  a- -\- a?  x^)  =  a  j'^  dx  \/[m'  +  x^) , 

en  posant    =  m'. 

Or,  puisqu'on  a 

fdx  \/{m^  +Jc')  =  ~  Vim'  +  x^)  +'^^-(^-+-  V^' -H '«0 , 
il  en  résulte 

Donc 

A,  ̂ i  +  ifiii^ji.-J^L^ 

2  V  a'  V    I  —  a. 

Quant  à  la  seconde  de  ces  intégrales,  elle  se  transforme  successive- 
ment en 

A3  =   /     sin(p(i  —  cos*(p)^(p  v/(i  —  rt^sin*^) 

=  A, — ai    x-dx\/(m- +  X-). 

Or,  d'après  une  formule  générale,  on  a 

fx^-  dx  Vim'  +  x^)  =  ̂ '(x-+^
'f-»^-/^/.r\/-^^M^'. 

par  conséquent, 

a  f  x^  dx  Vi  ni^  -H  a--  ̂   =  7  :  — ,  ̂-  m^\,  ). 



PURES  ET  APPLIQUÉES.  1 19 

Substituant  dans  la  valeur  de  A3  ,  on  en  déduira  sur-le-champ 

3«^— .      ,     (1— a')(3n'-|-',)  I     .  /■+" 

résultat  qui  s'accorde  avec  celui  obtenu  par  M.  Catalan,  à  l'exception 
du  premier  terme,  pour  lequel  ce  géomètre  a  trouvé,  par  une  erreur 

de  calcul,      „  ̂     . 
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MÉMOIRE 

SUR   LES   FORCES  CENTRIFUGES 

DÉVELOPPÉES  DANS  LE  MOU^TMEM   DES   CORPS  QUI   ROULENT; 

Par  M.  Paul  BRETON, 

Élève  -  Ingénieur   dos    l'onts  -  et  -  Chaussées. 

1.  Pour  donner  une  idée  des  recherches  qui  font  l'objet  de  ce  Mé- 
moire et  faire  comprendre  de  quelles  forces  centrifuges  nous  allons 

parler,  nous  prendrons  tout  d'abord  lui  exemple  bien  simple,  celui 
(Tune  roue  qui  roule  sur  un  chemin  horizontal  en  ligne  droite. 

Si  l'essieu  était  fixe  et  que  la  roue  ne  fit  que  tourner  autour,  ses  dif- 

férentes parties  tendraient  à  s'en  écarter  en  vertu  de  la  force  centrifuge 
qui  les  sollicite.  Lorsque  la  roue  est  bien  centrée,  c'est-à-dire  lorsqu'elle 
est  composée  de  points  matériels  distribués  symétriquement  autour  de 

l'essieu  ,  les  forces  centrifuges  ont  une  résultante  nulle.  Dans  le  cas  con- 

traire, l'axe  de  rotation  supporte  un  effort  résultant  de  l'action  des 
mêmes  forces  sur  la  roue.  Dans  les  deux  cas  on  se  rend  compte  de  ce 

qui  se  passe  en  admettant  cette  loi  générale  : 

Lorsqu'un  point  matériel  se  meut  dans  mie  ligne  courbe,  il  est  sollicité 
à  chaque  instant  par  une  force  dirigée  noniuilement  à  la  courbe. 

La  mécanique  démontre  que  cette  force  est  dirigée  du  centre  de  cour- 
bure vers  la  courbe,  et  quelle  est  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse 

du  point  matériel  et  réciproque  au  rajon  de  courbure. 

Nous  appellerons,  dans  ce  qui  \a  suivre,  dm  la  masse  d'iui  point  ma- 
tériel, V  sa  vitesse  et  p  le  rayon  de  courbure  de  sa  trajectoire.  De  plus, 

nommons^  l'intensité  de  cette  force  centrifuge,  nous  aurons 

2.  Supposons  maintenant  une  roue  cheminant  en  ligne  droite,  et 

roulant  à  la  manière  ordinaire,  c'est-à-dire  développant  sa  circonférence 



PURES  ET  APPLIQUEES.  la, 

sans  glisser.  Les  points  de  la  roue  décrivent  alors  des  lignes  courbes; 
ceux  de  la  circonférence  j5arcourent  des  cycloïdes;  les  trajectoires  des 
autres  points ,  différentes  de  la  cycloïde ,  forment  avec  elle  une  même 

famille  de  courbes.  La  loi  que  nous  venons  de  citer  indique  l'existence 
d'une  force  centrifuge  appliquée  à  chaque  point  de  la  roue  :  nous  al- 

lons rechercher  l'expression  générale  de  ces  forces,  leur  résultante,  sa 
direction  et  son  point  d'application. 

Pour  cela  il  faut  connaître  la  vitesse  de  chaque  point  de  la  roue,  le 
rayon  de  courbure  de  sa  trajectoire,  et  la  direction  de  la  normale  à  celle- 

ci.  Remarquons  d'abord  que  la  parallèle  à  l'essieu  menée  par  le  point 
d'appui  de  la  roue  en  est  ïaxe  instantané  de  rotation;  il  résulte  de  là 
que  toutes  les  normales  aux  courbes  décrites  rencontrent  cet  axe,  ce 
qui  suffit  pour  les  déterminer. 

A  l'égard  des  rayons  de  cour- 
bure on  les  obtiendra  ,  soit  en 

partant  de  la  relation  entre  les 

coordonnées  de  chaque  trajec- 
toire, soit  en  faisant  usage  de  la 

considération  des  infiniment  pe- 
tits dans  la  génération  même  des 

courbes. 

Quoique  ce  dernier  moyen  soil 

le  plus  simple ,  nous  préférons 

cependant  l'emploi  de  l'équation  entre  l'abscisse  et  l'ordonnée,  parce 
qu'il  met  en  évidence  d'une  manière  plus  nette  la  relation  qui  existe  en- 

tre les  trajectoires  de  tous  les  points  de  la  roue.  D'ailleurs,  la  sin- 
gularité des  conclusions  qui  vont  ressortir  de  nos  calculs,  exige  que 

nous  établissions  les  démonstrations  de  nos  formules  le  plus  rigoureu- 

sement qu'il  sera  possible;  ce  n'est  pas  que  l'usage  des  infiniment  petits 
nous  paraisse  manquer  de  certitude  dans  les  résultats  qu'on  en  ob- 

tient, mais  il  se  peut  que  quelques-uns  de  nos  lecteurs  ne  partagent 
point  notre  avis. 

Prenons  pour  axe  des  abscisses  le  chemin  sur  lequel  roule  la  roue. 

Quant  à  l'axe  des  coordonnées ,  nous  supposerons  que  c'est  la  verticale 

sur  laquelle  se  trouvait  à  l'origine  du  mouvement  le  point  quelconque 
M,  que  nous  admettons  s'être  trouvé  d'abord  au-dessous  du  centre  de 

Tome  V.  —  Avril  18^0.  16 

^'«ffi'SSB^vSiS^i 
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la  roue.  Cela  posé,  conservons  les  dénominations  déjà  adoptées,  et  de 

plus ,  nommons 

V  la  vitesse  de  l'essieu  ; 

R  le  rayon  de  la  roue  ou  plutôt  de  la  circonférence  qui  se  développe 
sans  glisser  ; 

n  la  portion  de  la  normale  comprise  entre  le  point  quelconque  M 

et  l'axe  instantané  de  rotation  en  C; 

a  l'angle  compris  entre  les  deux  plans  OC  ,  OM,  menés  par  l'essieu 

et  passant,  le  premier  par  l'axe  instantané  C,  et  l'autre  par  le 
point  M; 

4  l'angle  compris  entre  les  deux  plans  CO  ,  CM ,  menés  par  l'axe  ins- 
tantané C,  passant,  l'un  par  l'essieu  ,  et  le  second  par  le  point. M; 

/•   le  rayon  du  point  M  ou  sa  distance  à  l'essieu  ; 
nous  aurons 

X  :=  R<p  —  rsin(p, 

j-  =  R  —  rcos(p. 

On  en  déduit 

R 

JT  =  R.  arc  cos    —  V  ''^—  (R  —Jf- 

Telle  est  la  relation  qui  existe  entre  l'abscisse  et  l'ordonnée  de  la  courbe 

décrite  par  le  point  M  pris  à  la  distance  r  de  l'essieu.  Le  lecteur  à  qui 
les  procédés  du  calcul  différentiel  sont  familiers ,  en  tirera  sans  peine 

les  expressions  suivantes  : 

dx  y  ' 

d'y  _  R' — R>- —  r' dx'  y^ 

Rappelons  que  le  rayon  de  courbure  p  a  pour  expression 

f=± (■--£)' 

dx' 
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que  l'on  prend  avec  le  signe  supérieur  ou  avec  le  signe  inférieur,  sui- 

vant que  l'on  a  ̂   >o  ou  j~<o,  c'est-à-dire  suivant  que  le  centre  de 
courbure  est  situé  au-dessus  ou  au-dessous  de  la  courbe. 

Substituant  dans  cette  valeur  de  p  celles  de  ~  et  de  -7^  trouvées  ci- '  ax  ax' 
dessus ,  on  obtient 

0  =    ±  (r'-l-^Rr
— R'f ^        ~      K'  —  Kr  —  r'' 

Remarquons  en  passant  que  les  valeurs  de  l'abscisse  et  de  l'ordon- 
née, celles  des  coefficients  différentiels  et  celles  du  rayon  de  courbure 

deviennent  identiques  avec  les  quantités  analogues  relatives  à  la  cy- 

cloïde,  lorsque  l'on  pose 
/•=  R; 

c'est  ce  qui  doit  avoir  lieu ,  en  effet ,  d'après  la  génération  des  courbes 
que  nous  considérons. 

3.  Pour  approprier  l'expression  précédente  du  rayon  de  courbuie 
à  l'usage  que  nous  en  voulons  faire,  nous  allons  la  transformer  et  la 
simplifier. 

Observons  d'abord  que  l'on  a  entre  les  lignes  R,  /'  etj'  les  relations 
toutes  géométriques 

R=  —  Rj  —  /-^  =  r(R  cos(p  —  /■); 

il  résulte  de  là  l'expression 

'  r(RcoS(S  —  r' 

et  comme  l'on  a  aussi 

r(R  cosip  —  r)  =  n{h.cos-^  —  «), 

la  valeur  de  p  se  présente  sous  la  fornie 

'  R  cos  4  —  n' 
16.. 
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Il  nous  reste  à  exprimer  la  vitesse  de  chaque  point  mobile  en  fonction 

de  la  vitesse  de  l'essieu.  Rien  de  plus  facile  :  la  vitesse  de  l'axe  instan- 
tané de  rotation  étant  nulle ,  celles  de  deux  points  quelconques  sont 

entre  elles  dans  le  même  rapport  que  leurs  distances  au  même  axe.  On 
peut  donc  écrire  la  relation  simple 

V 

4.  Au  moyen  des  valeurs  de  la  vitesse  et  du  rayon  de  courbure, 

nous  sommes  en  état  d'obtenir  celle  de  la  force  centrifuge  qui  sollicite 
le  poiiU  quelconque  M;  on  a 

J  ̂=  zf:  dm.^^  (R  cos-xf.  —  n). 

Le  double  signe  de  p  a  été  renversé  à  cause  que  la  force  centrifuge  est 

dirigée  du  centre  de  courbure  vers  la  courbe.  La  force  y  tendra  donc  à 

soulever  le  point  qu'elle  sollicite  ou  à  l'abaisser,  suivant  que  sa  valeur, 
abstraction  faite  du  signe  inférieur,  sera  positive  ou  négative.  Cela  du 

moins  aura  lieu  sans  restriction  lorsque  tous  les  points  de  la  roue  se- 

ront situés  au-dessus  du  chemin  qu'elle  parcourt.  Mais  on  comprend 

qu'une  partie  de  la  roue  pourrait  se  trouver  au  contraire  en-dessous, 
comme  cela  arrive  à  celles  des  waggons  des  chemins  de  fer  qui  sont  en- 

tourées d'un  rebord  dont  le  diamètre  est  plus  grand  que  le  leur.  C'est 
pourquoi ,  au  lieu  de  considérer  la  force  centrifuge  elle-même  ,  nous  la 

décomposerons  en  deux  autres  :  l'une  verticale  et  passant  par  l'essieu, 
la  seconde  horizontale.  La  résultante  des  forces  horizontales  provenant 
de  cette  décomposition  sera  nulle  si  la  roue  est  un  solide  de  révolution 
autour  de  son  essieu.  Dans  le  cas  contraire,  on  aura  à  considérer  les 
intégrales  définies 

y]/sin4     et      ̂ Jco?,'\. 

Le  signe  ̂   s'étendant  à  tous  les  points  matériels  sollicités  par  les  forces 
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y ,  on  a  de  cette  manière 

y]  /  sin  >}/  =  ——  ̂ dm  (  R  cos  -^  —  n  ]  sin  -y  , 

^/cos  -vj,  :=  —  —  ̂ dm  (R  cos 4  —  '0  cos-^. 

Désignons  par  M  la  masse  totale  de  la  roue,  et  faisons  attention  que  les 

sommes  ̂ dm.nsin-^  et  ZdditiM  cos  ̂   ne  sont  autre  chose  que  les  mo- 
ments de  la  roue  pris  par  rapport  aux  axes  des  coordonnées,  il  viendra 

^/ sin  ■v)/  =  —  ̂ 2 dm  sin  ̂   cos  -^z , 

2/cos4  =  Mg(^i-^2]^"*cos4). 

5.  Il  est  bien  entendu  que  la  roue  est  centrée,  et  que  par  conséquent 

l'essieu  passe  par  son  centre  de  gravité.  Autrement  il  faudrait  prendre 
en  considération  la  position  du  centre  de  gravité  qui  ne  serait  plus  sur  la 

verticale  menée  par  l'axe  instantané.  Comme  une  pareille  extension  du 
problème  serait  actuellement  sans  intérêt ,  nous  supposerons  que  la 
roue  est  un  solide  de  révolution.  Nous  laisserons  de  côté  les  calcids  re- 

latifs à  la  position  du  point  d'application  de  la  résultante  des  forces  cen- 

trifuges, calculs  qui  exigeraient  l'emploi  des  moments  des  composantes 

y  sin  -^  ety  cos  -\  ,  pris  par  rapport  à  l'im  des  points  de  l'axe  instantané 
de  rotation.  Plus  loin,  en  donnant  à  la  question  toute  la  généralité 

qu'elle  comporte  ,  nous  reviendrons  sur  la  manière  de  tenir  compte  de 
toutes  ces  circonstances. 

fi.  Pour  le  moment ,  nous  n'avons  à  nous  occuper  que  de  l'expression 

2;/cos4  ==M-^-(i-l2c?mcos'^4) 
formée  de  cette  autre 

y  cos -4  =  —  dm  D^  (  R  cos  4  —  « )  • 

V  la  seule  inspection  dey  cos 4-,  on  reconnaît  quels  sont  les  points 

de  la  roue  pour  lesquels  la  valeur  de  cette  composante  est  positive,  nulle 

ou  négative,  c'est-à-dire  les  points  que  la  force  centrifuge  tend  à  sou- 
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lever  ou  à  abaisser,  et  ceux  sur  lesquels  elle  n'exerce  aucune  action. 

Ces  derniers  se  meuvent  évidemment  dans  les  points  d'inflexion  de  leurs 
trajectoires,  pour  lesquels  on  a 

=  o,     ou     Rcos-vj,  —  n^o. 

Cette  dernière  équation  entre  n  et  ■^l  n'est  autre  chose  que  l'équation 

polaire  d'une  circonférence  de  cercle  cpii  a  pour  diamètre  le  rayon  de  la 
roue  et  dont  le  centre  est  au  milieu  du  rayon  vertical  qui  passe  par 

l'axe  instantané.  On  conclut  de  là  que  dans  une  roue  en  mouvement  les 

seuls  points  sur  lesquels  lu  force  centrifuge  n'agit  point  ont  pour  lieu 
géométrique  une  surface  cylindrique  à  base  circulaire  qui  a  pour  dia- 

mètre le  rajon  de  la  roue,  et  dont  ïaxe,  parallèle  à  l'essieu  et  à  l  axe 
instantané  de  rotation,  est  placé  entre  ceux-ci  au  milieu  de  la  distance 

(jui  les  sépare. 

A  l'extérieur  de  cette  surface  cylindrique,  et  au-dessus  de  l'axe  ins- tantané, on  a 

K  cos  -vL  —  «  <  o     et     cos  nL  <  o , 

et  par  suite 

y  cos  4  >  o. 

A  l'intérieur,  au  contraire,  on  a 

R  cos  -v{/  —  n  >  o     et     cos  ̂ z  >  o , 

et  par  conséquent 

fcos-^  <  o. 

Au-dessous  de  l'axe  instantané  la  valein-  de  Rcos^  —  fiest  constam- 
ment négative  ;  mais  cos  4  étant  négatif  en  même  temps ,  la  valeur  de 

/cos  4/  est  négative. 

Ainsi  tous  les  points  situés  dans  l'intérieur  de  la  surjace  cylindrique 

de  rajon  \^  placée  en-dessous  de  V essieu  ou  plutôt  au-dessus  de  l'axe 
instantané  et  ceux  qui  se  trouvent  au-dessous  de  cet  axe  sojit  animés  de 

forces  centrifuges  qui  tendent  à  abaisser  la  roue  ,•  tous  les  autres  points 
tendent,  au  contraire,  à  la  soulever. 
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7.  Notre  travail  serait  à  peu  près  sans  but  si  les  forces  tpii  tendent 

à  soulever  la  roue  faisaient  équilibre  à  celles  qui  tendent  à  l'abaisser. 

Mais  il  n'en  est  point  ainsi,  cette  compensation  n'existe  même  jamais. 
Pour  le  montrer,  reprenons  l'expression  de  la  résultante  verticale  «les 
forces  centrifuges , 

]^e  terme  ̂  dm  cos'a}/  ne  savuait  surpasser  M  ni  même  l'égaler,  car 

cos^-v^  est  toujours  une  fraction  moindre  que  l'imité.   Ainsi  le  facteur 

•  (  1  —  --  \drn  cos^-vf.  j,  nécessairement  plus  petit  que  l'unité,  a  toujour;; 

une  valeur  positive.  Cette  valeur  dépend  essentiellement  de  la  forme  du 

mobile  et  de  la  densité  de  ses  différentes  parties;  elle  sera  donnée  dans 

chaque  cas  par  des  intégrales  définies. 

Nommons  A-  ce  facteur,  F  l'effort  vertical  dont  l'existence  vient  d'être 

démontrée,  P  le  poids  de  la  roue,  et  g  l'intensité  de  la  pesanteur.  Nons aurons 

expression  qui  donnera  la  valeur  de  F  lorsque  l'on  connaîtra  celle 

de  A-. 

8.  Remarquons  ici  l'absence  de  toute  définition  de  la  forme  de  la 
roue  dans  ce  qui  précède.  Le  solide  qui  roule  peut  en  avoir  une  telle 

qu'on  voudra  l'imaginer,  la  généralité  de  nos  formules  n'en  souffrira 
pas.  Nous  avons  seulement  supposé  un  solide  tel  que  la  résultante  des 

forces  centrifuges  fût  verticale.  Cela  arrive  évidemment  à  tout  solide  de 

révolution  qui  a  son  axe  de  figure  pour  essieu,  et  peut  être  regardé 

comme  sensiblement  vrai  pour  des  solides  composés,  comme  les  roues 

ordinaires  des  voitures,  de  parties  distribuées  symétriquement  autour 

de  l'essieu. 

Quoi  qu'il  en  .soit ,  nous  arrivons  à  cette  conclusion  :  une  roue  en 
mouvement  est  toujours  sollicitée  par  une  force  verticale  qui  tewl  à  la 

soulever,  et  cette  force  est  proportionnelle  au  carre'  de  la  vitesse  de  la roue. 
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On  pourrait  donc  imprimer  à  une  roue  une  vitesse  telle  que  la  ré- 

sultante des  forces  centrifuges  développées  fût  supérieure,  non-seule- 

ment à  son  poids,  mais  encore  à  la  charge  que  supporte  l'essieu;  de 
manière  qu'elle  n'exercerait  aucune  pression  contre  le  sol. 

Cette  conclusion  si  singulière  nous  a  engagé  à  détailler  nos  calculs 

de  façon  que  chacun  puisse  les  suivre  facilement  et  les  corriger  s'ils 
étaient  entachés  d'inexactitude. 

9.  Nous  allons  maintenant  présenter  quelques  applications  du  calcul 

à  la  recherche  de  la  valeur  F  pour  des  solides  de  différentes  formes , 

mais  plus  spécialement  pour  les  anneaux  cylindriques  dans  lesquels  ils 
se  décomposent  naturellement. 

Supposons  premièrement  un  cylindre  d'épaisseur  uniforme  de  rayon  ;• 
attaché  à  une  circonférence  de  rayon  R  qui  roule.  Concevons  ce  cylindre 

divisé  en  tranches  minces  d'épaisseur  variable 

par  des  plans  parallèles  à  l'essieu  menés  par 
l'axe  instantané,  et  chacune  de  ces  tranches 
composée  elle-même  de  filets  déliés  parallèles 

à  l'axe  du  cvlindre.  Soit  z  son  épaisseiu-,  «sr  le 

poids  de  l'unité  de  volume  de  la  matière  ho- 
mogène dont  il  est  formé,  nous  aurons  évi- 

demment 

dm  =  -  z.ndn.d-l. 

Par  une  première  intégration  qui  embrasse  tous  les  filets  dune  même 

tranche  on  obtient  sur-le-champ 

-  z  cos -4/  a-^    —    I . 

pour  la  portion  de  ̂  dm  cos --^  qui  répond  à  cette  tianche.  Les  limites 

tïf,  7Zq,  sont  relatives  aux  points  extrêmes  de  la  tranche  que  l'on  suppose 
ici  tout  entière  d'un  même  côté  de  l'axe  instantané  de  rotation.  S'il  en 

était  autrement,  il  faudrait  prendre  pour  la  première  intégrale 

^4^(^ 
+  < 

)■
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Dans  les  deux  cas  l'on  a 

d'où 

n,  =  Rcos4-(-  s/r^  —  R^sm^-^, 

rig  =  R  ces  4.  —   \/r^  —  R^sin'4; 

"'~"°  =  aR  cos  4  v/'-'— R'sin'vj., 

"'-^"''  =  2R>  cos^.4.  -h  /^  -  R'. 

La  deuxième  intégration  se  fera  sur  les  expressions 

~  z.iRd-^cos'-^  V"'"—  R' sin'4' 

-  z.i/-v|.  cos' 4  l.^ï^'cos^' 4  -Jrr^—  R*). 

Pour  celle  qui  est  affectée  d'un  radical,  nous  poserons 

sin  4  ̂  «  ,      cos  4 .  dy\,  =  du  ,     cos  '  4  =  i  —  u^ , 

ce  qui  transforme  la  différentielle  à  intégrer  dans  cette  autre  équiva- 
lente , 

-  z.aRf/wfi -«')  vV-R'm», g 
ou 

-  z.ïRa/^i   ■  :   . 
S  Vr"  —  R'  a' 

Les  limites  de  la  variable  étant 

4,  =  +  arcsin^,      ̂ o  =  —  ̂ ''^  sin^  , 

celles  de  u  seront 

«,  =  sin  4«  =  ̂   >       "0  =  sin  4^  =  —  g-; 

intégrant  enfin  et  observant  que  l'on  a 
Tome  V.  —  Avril  1840.  '  7 
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/•"■  du  »• 

/•"j  u' du  I    r"       T 

A„    \/r>_R'«'   ̂   5  R^  •  R  ' 

Ju„     \/r'_R'«'   ~  4  R"   ■  2  R^  •  R  ' 

il  ̂ ient,  après  toute  réduction, 

'^dincos--\  =  ̂   z.  2R.gg7  (4R*  —  '^l  ; 

puis  enfin, 

F  =  ̂ -'»-'^R  •4Rl- 

La  valeur  du  coefficient  k  est  ici  ̂ ^.   Différentions  F  par  rapport  à  r, 

nous  aurons  la  valeur  de  F  pour  un  anneau  d'épaisseur  dr  infiniment 
petite  et  de  la  largeur  uniforme  z ,  ayant  r  pour  rayon.  Cette  valeiu-  est 
donnée  par  la  formule 

rfF         a-  V      1    r" 

ce  qui  donne  pour  A", 

1  r" 

2  R»
" 

10.  Tout  ceci  est  limité  au  cas  où  le  rayon  du  cylindre  ne  dépasse 

point  le  rayon  de  la  roue.  La  seconde  des  expressions  différentielles  qui 

est  relative  au  cas  contraire,  s'intègre  facilement  en  observant  que 

l'angle  4  a  pour  limites 

4.=  +  ̂      et      4o=-^ 
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d'ailleurs,  on  sait  que 

il  en  résulte 

et  finalement 

on  en  tire 

2cosH^'«=J^n'"  +  îï^0' 

g  R  Va      4  r»;' 

rfF  a-  V       I 
--    =  -   Z.ITtr    —  .  -. 
dr  s  R       2 

Les  valeurs  de  k  données  par  ces  deux  dernières  formules,  et  celles 

fournies  par  les  précédentes  ont  pour  maximum  la  fraction  numérique  j. 

Ce  maximum  est  très  remarquable,  en  ce  que  l'on  a  toujours,  en  dé- 
signant par  Me  la  masse  des  parties  extérieures  au  cylindre  de  rayon  R, 

et  par  F^  l'effort  correspondant, 
I         V         I  P    V 

F   =-M   —  =  --.-. 
'         2      '  R         2  ̂       R 

11.  Si  l'on  avait  à  calculer  F'  pour  une  sphère  ,  on  partirait  du  coef- 

ficient  —  établi  plus  haut  pour  des  anneaux  cylindriques.  Au  moyen 

de  la  relation  géométrique  qui  existe  entre  les  cordes  d'une  sphère  et 
leurs  distances  au  centre,  on  substituerait  dans  ce  coefficient  la  valeur 

de  z  en  fonction  de  r.  En  intégrant  et  regardant  "  comme  une  quantité 

constante,  on  obtiendrait  l'expression  de  l'elïort  F  relatif  à  une  sphère 

homogène,  d'où  l'on  passerait,  comme  dans  le  cas  des  cylindres,  au 

coefficient  différentiel  -r-  relatif  à  une  couche  sphérique  homogène.  Il 

suffirait  ensuite  de  supposer  «ar  variable  avec  rdans  le  nouveau  coeffi- 

cient différentiel  pour  arriver  à  l'expression  de  l'effort  F  dû  au  niouve- 
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ment  d'une  sphère  dont  la  densité  varierait  de  la  surface  au  centre  , suivant  une  loi  donnée. 

Toutefois  il  sera  nécessaire,  dans  chaque  cas  particulier,  de  recher- 

cher la  position  de  l'axe  instantané  du  mobile.  S'il  se  trouvait  dans  l'in- 
térieur de  celui-ci,  il  faudrait  le  partager  en  deux  par  une  surface 

cylindrique  ayant  pour  axe  l'essieu  et  pour  rayon  la  distance  de  celui-ci 

à  l'axe  instantané.  On  traiterait  séparément  les  deux  parties  du  solide  , 

ainsi  qu'il  a  été  expliqué  précédemment  pour  un  cylindre  homogène. 
12.  Nous  venons  d'esquisser  la  marche  à  suivre  dans  divers  cas  dap- 

plication  ;  présentons  maintenant  im  exemple  numérique  de  l'emploi de  nos  formules. 

Les  roues  employées  dans  l'industrie  des  transports  sont  ordinaire- 

ment trop  chargées  pour  arriver  à  un  état  tel  qu'elles  ne  pressent  plus 
le  sol  sur  lequel  elles  roulent.  Néanmoins,  comme  on  peut  obtenir  sur 

les  chemins  de  fer  d'assez  grandes  vitesses,  il  est  intéressant  de  recher- 
chei-  si  les  waggons  se  trouvent  encore  éloignés  des  singulières  condi- 

tions mises  en  évidence  dans  nos  calculs. 

15.  Une  roue  de  waggon  se  compose  ordinairement  d'une  jante  cy- 
lindrique réunie,  par  des  rais  symétriquement  placés  ,  à  une  boité  des- 

tinée à  recevoir  l'essieu.  La  jante  est  entourée  d'un  rebord  saillant  qui 

a  pour  objet  d'empêcher  le  véhicule  de  sortir  de  la  voie.  Dans  une 
approximation,  nous  supposerons  cylindriques  le  rebord,  les  rais,  la 

boite  de  l'essieu  et  l'essieu  lui-même.  De  plus,  pour  éviter  toute  diffi- 
culté relativement  aux  rais,  nous  concevrons  qu'ils  soient  remplacés 

par  un  solide  de  révolution  dont  la  section  cylindrique  autour  de  les- 

sieu  soit  équivalente  à  la  leur.  De  cette  manière,  la  question  sera  sim- 
plifiée et  se  résoudra  sans  peine. 

Nommons  à  cet  effet  : 

Ro  le  rayon  extérieur  du  rebord  et  c  sa  largeur; 
R  le  rayon  de  la  roue; 

/■(,  le  rayon  intérieur  de  la  jante  et  c^,  sa  largeur; 

/■,  le  rayon  extérieur  de  la  boite  de  l'essieu  et  c,  sa  largeur  ; 
/•j  le  rayon  de  l'essieu  et  c^  sa  demi-longueiu-; 
N  le  nombre  des  rais  et  A  la  section  de  l'un  d'entre  eux. 

Calculons  maintenant  les  efforts  auxquels  donnent  lieu  les  diffé- 
rentes parties  de  la  roue, 
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L'effort  dû  au  rebord  saillant  doit  être  tiré  de  la  formule 

rfF        !T  V        I 

dr         g  R  a 

dans  laquelle  on  posera  z  =  c,  r=  R^.  L'intégrale  prise  entre  Ro  et  R, 
a  pour  expression , 

ar       V         /R-— R' 

Les  efforts  dus  à  la  jante,  à  la  boîte  de  l'essieu  et  à  l'essieu  lui-même, 
calculés  par  la  formule 

d?  n-  V  1    r» 

dr  g  R  7.  R'  ' 

sont,  pour  la  jante, 

S 

pour  la  boite  de  l'essieu , 

'^OR^'l^R^;^ 

et  pour  l'essieu , 

■a        V»       /r\—rt\ 
:.^'R^(^R^J' 

ar         V 

Enfin  pour  les  rais,  ou  plutôt  pour  le  solide  de  révolution  qui  en  tient 
lieu  par  hypothèse ,  on  a 

■iTTIZ  —  NA, 
d'où 

de  là  on  tire ,  pour  l'effort  dû  aux  rais, 

R  ■  V     6R' 



i34  JOURNAL  DE  MATHEMATIQUES 

faisant  la  somme  de  ces  efforts  partiels,  on  a  enfin 

14.  Pour  les  roues  des  waggons  employés  sur  les  divers  chemins  ,  on 

peut  prendre  les  nombres  suivants  : 

Ro  =  o'"j47'     c=o"',o3,     R  =  o'",45,     r„  =  o'",42,     <:-o  =  o,io, 

r,  =  0^,08,     c,  =  o'",i6,     /'2  =  o,o3,       Cj  =  0,80, 
A  =  o"'-'',ooi4,     N  =  12. 

Avant  d'appliquer  ces  nombres,  nous  modifierons  un  peu  la  forme  de 
F  en  l'écrivant  de  cette  manière, 

P  =  -g-'^,-'^[-^c{R^R:-R*)  +  c,{R^-ri)+c,{r^.-ri)+c,ri-^-li^{,i-r:)]. 

On  trouve  par  le  calcul 

F  =  -  •  wi  ■  7 (0)Ooo22356o  + 0,000986929+0,000006424+0,000000648-^-^^0000262301  ;, s      R      4 

F  =  -  .  -3  .      X  0,001243791. 

Les  nombres  mis  dans  la  parenthèse  répondent  respectivement  aux 

quantités  littérales  placées  dans  l'expression  de  F.  C'est  à  dessein  que 
nous  les  avons  isolés  d'abord  ;  le  lecteur  aura  ainsi  sous  les  yeux  la  me- 

sure de  l'influence  particulière  de  chaque  partie  de  la  roue.  Celle  des 
parties  centrales  est  presque  nulle. 

Nous  pouvons  supposer  que  l'on  a.'sr  ̂   7202  ,  valeur  qui  se  rapporte 

au  fer  fondu ,  et  g  =  9,8 1 .  D'après  cela ,  on  peut  écrire 

F=7,87V^ 

pour  chaque  valeur  de  V,  la  valeur  correspondante  de  F  exprimera  en 

kilogrammes  l'intensité  de  la  force  qui  tend  à  soulever  la  roue. 
Un  waggon  chargé,  pesant  P  kilogrammes  ,  nexerce  donc  contre  les 
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lails  que  la  pression  P  diminuée  de  l'effort  4F  dû  aux  quatie  roues  , c'est-à-dire 

(iP-7,87V')*"-, 

sur  chaque  point  d'appui.  Soit  P  =  4000;  cherchons  a  quelle  vitesse  il 
n'y  aurait  plus  de  pression.  Cette  vitesse  serait 

-.T  /  1000 

c'est  un  peu  plus  de  1 1  mètres  par  seconde. 
Pour  un  waggon\ide  du  poids  de  1000  kilogrammes,  il  suffit  dune vitesse  de  5  mètres  environ. 

15.  Aucune  expérience  n'a  été  faite  dans  le  but  de  vérifier  ces  résul- 
tats de  la  théorie,  car  il  ne  paraît  pas  qu'on  les  ait  soupçonnés  jusqu'à 

présent.  Un  seul  fait  peut  être  cité  à  l'appui  :  nous  voulons  parler  de  la facilité  avec  laquelle  les  waggons  oscillent  transversalement  aux  rails. 

On  ne  peut  s'empêcher  de  demander  ce  qui  arrive  lorsque  la  vitesse 
d'un  waggon  rend  sa  pression  sur  les  rails  négative.  Supposoîis,  s'il  est 
possible,  qu'un  waggon  s'élève  d'une  petite  quantité  au-dessus  des  rails. 
La  vitesse  de  rotation  des  roues  n'augmentera  plus  puisque  le  frottement 
à  leur  circonférence  aura  cessé  d'avoir  lieu.  Les  roues  continueront 
donc  à  tourner  en  vertu  de  leur  vitesse  acquise,  et  lorsque  celle-ci  aura 
diminué  d'une  petite  quantité,  l'effort  vertical  qui  soulevait  le  waggon ne  sera  plus  assez  considérable  pour  produire  cet  effet  :  c'est-à-dire 
qu'il  n'y  aura  jamais  de  soulèvement  sensible. 
^  Arrêtons-nous  dans  ces  déductions;  c'est  au  lecteur  qu'il  appartient 

d'en  provoquer  de  nouvelles  et  d'expliquer  ce  qu'elles  pourront  avoir de  paradoxal.  Nous  allons  reprendre  la  théorie  générale  de  l'action  des 
forces  centrifuges;  l'analyse  détaillée  qui  précède  était  nécessaire  pour 
établir  d'une  manière  nette  et  rigoureuse  des  formules  qui  exciteraient au  moins  le  doute  si  elles  étaient  annoncées  sans  cette  précauHon. 
Dégagé  maintenant  de  l'obligarion  d'être  minutieux ,  notre  maiche 
sera  plus  rapide  et  plus  simple  à  la  fois. 

IG.  Jusqu'à  présent  l'hypothèse  d'un  chemin  en  ligne  droite,  sur  le- quel roule  une  circonférence  de  cercle  ,  a  servi  de  base  à  nos  calculs  ; 
mais  on  conçoit  qu'il  pourrait  avoir  une  courbure  quelconque.  Pour 
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montrer  comment  on  peut  apprécier  l'influence  de  cette  circonstance , 
nous  supposerons  que  le  chemin  est  une  courbe  plane  comprise  tout 

entière  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'essieu  du  mobile.  On  pourra 
regarder  celui-ci  comme  roulant  à  chaque  instant  sur  un  chemin  cir- 

culaire de  la  courbure  qui  a  lieu  au  point  où  se  trouve  l'axe  instantané 
de  rotation.  Le  problème  consistera  uniquement  à  obtenir  la  valeur  du 

rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  d'un  point  matériel  quelconque. 
Conservons  toujours  les  mêmes  dénominations  ;  nommons  R'ie  rayon 

de  courbure  CO'  du  chemin  ACjc  au  point  C. 
A  partir  de  celui-ci  portons  les  arcs  infini- 

ment petits  ce, ,  ce  du  même  côté  sur  la 

circonférence  de  la  roue  et  sur  le  chemin  par- 
couru. En  passant  de  la  position  actuelle  à  la 

position  voisine ,  la  roue  amènera  le  point  C, 

à  coïncider  avec  C.  Alors  la  ligne  MC,  ren- 

contrera quelque  part  la  normale  MC  suffi- 
samment prolongée  à  une  distance  de  M  égale 

au  rayon  cherché,  puisque  le  point  de  ren- 
contre ainsi  obtenu  appartiendra  à  deux  nor- 
males infiniment  voisines.  La  quantité  angu- 

laire dont  la  ligne  MC,  aura  tourné  pour 

arriver  à  sa  nouvelle  position  M,  C,  a  pour 

mesure  la  somme  des  angles  CMC,  etCHC,  ou,  en  posant  CC,=CC'=c^5, 
ds  cos  . 

ds  cos '4' 

Le  rayon  OC,  qui  forme  avec  MC,  un  angle  constant,  aura  tourné 

de  la  même  quantité  angulaire ,  laquelle  a  pour  mesure  la  somme  des 

angles  COC,  et  CO'C ,  c'est-à-dire 

Égalant  ces  deux  expressions ,  il  vient 

cos  ">], 

—n) 

=  5    + 

R'"
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Si  la  courbure  au  point  C  du  chemin  était  en  sens  contraire  de  celle  que 

nous  avons  supposée,  c'est-à-dire  si  le  centre  du  cercle  oscidateur  tom- 

bait du  même  côté  de  l'axe  instantané  que  le  centre  de  la  roue,  on  aurait 

cos  4  f  -  H   —  )  =  5  —  S7  ' 
^    v/i  ç  —  nj  R  R" 

relation  qui  ne  diffère  de  la  précédente  qu'en  ce  que  le  signe  de  R'  y 
e,st  changé.  Ceci  une  fois  entendu,  nous  aurons 

/'         ' 

\  R  ̂   R' 

valeur  qui  reproduit  celle  que  nous  avons  obtenue  au  commencement 

<le  ce  Mémoire,  lorsqu'on  y  fait  —,  =  o. 

17.  On  a  également 

t  co&-^  =  — dm-    ^  ^-^ 

R~^R' 

f  =  mX; 
M(.,    ^,^ 

  g^  2  ̂'"  COs'-v|/ 

expressions  dont  nous  avons  étudié  déjà  un  cas  particulier.  Elles  don- 
neront lieu  à  une  discussion  analogue ,  mais  avec  des  circonstances  plus 

variées,  à  cause  du  nouvel  élément  introduit  dans  la  question. 

Les  points  pour  lesquelsy=  o  ont  pour  lieu  géométrique  la  circon- 
férence de  cercle  dont  la  relation 

cos4-n(^  +  ̂ ,)  =  o 

est  l'équation  polaire.  Pour  tous  les  points  extérieurs,  et  d'iui  même 

côté  de  la  tangente  en  C,  la  quantité  cos-vj,  —  '*(  4  H-  -d7  )  est  négative 

et  y  cos -v^  positif.  Dans  l'intérieur  de  cette  circonférence,  et  de  l'autre 
TomcV. —  AïRii  i84o  '" 
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côté  de  la  tangente,  le  contraire  a  lieu.  Le  diamètre  de  celle-ci  est 
moindre  que  le  rayon  R.  Sa  valeur 

R^R' 

>  + 

R' 

diminue  en  même  temps  que  R'. 
18.   Si  nous  écrivons 

F  =  ̂ -M. 

R  ' 

on  voit  que  le  coefficient  k  augmente  à  mesure  que  R'  diminue.  Sa  va- 

leur, lorsque  R'  est  donnée,  atteint  son  ma.vimumet  reste  la  même  pour 

les  points  du  mobile  dont  la  distance  à  l'essieu  atteint  ou  dépasse  celle 
qui  sépare  celui-ci  de  l'axe  instantané  de  rotation.  On  devra  donc,  dans 
les  applications,  établir  une  distinction  fondée  sur  la  distance  des  dif- 

férents points  du  solide  à  son  axe  de  figure;  les  formules  à  employer 

pour  l'intégration  différeront  suivant  que  cette  distance  sera  moindre 
ou  plus  grande  que  R. 

19.  Lorsque  R'  est  négatif,  c'est-à-dire  lorsque  le  centre  de  cour- 

bure du  chemin  et  l'essieu  du  mobile  se  trouvent  d'un  même  côté  par 
rapport  à  l'axe  instantané ,  on  a 

,,,    cos4   cos  J, — n  i   ;  ' 

/cos  4  =  -  d,n.'-  .       ̂       ,        y^       ̂'^\ 

R        R' et 

Tant  que  l'on  a  R'  >R,  le  lieu  géométrique  des  points  pour  lesquels 
on  a  y  cos  4  =  o  est  une  circonférence  de  cercle  dont  l'équation  po- laire est 

'"^-"{k-h)  =  ''^ 



PURES  ET  APPLIQUÉES.  189 

et  dont  le  diamètre 

1  _         R 

R        R'  '        R' 

est  coustamnieut  supérieur  à  R.  Il  augmente  à  mesure  que  le  rapport  —, 

approche  de  devenir  égal  à  l'unité.  Lorsque  cette  circonstance  arrive  , 

la  circonférence  embrasse  toutes  les  parties  de  l'espace  situées  d'un 
même  côté  de  la  tangente  au  point  de  contact  de  la  roue  avec  le  chemin. 

La  valeur  de  cos  -^  demeurant  positive  pour  tout  point  compris  dans  le 

lieu  géométrique  ,  et  celle  de  cos  4'  —  «  (  s  —  ̂   demeurant  aussi  po- 

sitive, celle  dey  cos  4  est  négative.  Elle  l'est  également  pour  tous  les 

points  qui  se  trouvent  de  l'autre  côté  de  la  tangente,  tandis  que  dans 

tout  autre  lieu  de  l'espace  on  aJ cos-^^o. 
Quant  à  la  valeur  de  F,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  elle  peut  être 

positive,  nulle  ou  négative,  suivant  la  valeur  du  rapport  ̂ ,.  Lorsque 

^  =  I ,  le  coefficient  k  devient  l'infini  négatif.  Mais  alors  aussi ,  comme 
on  a  nécessairement  V  =  o ,  il  en  résulte  F  =  o. 

20.   Lorsque  R  surpasse  R',  l'équation  polaire 

cos4-h«(^-^j  =  o 

est  encore  celle  d'une  circonférence  de  cercle  qui  ne  se  trouve  plus  du 

même  côté  que  l'essieu  par  rapport  à  l'axe  instantané.  Son  diamètre 

I         1         R R^~  R        W 

diminue  avec  R'.  Pour  tous  les  points  qui  s'y  trouvent  renfermés,  la 

valeur  de  cos  -^  +  n{  —,  —  nj^st  négative ,  et  celle  de  cos  -^  l'est  aussi. 

On  a  doncy  cos-4/  <o  pour  ces  points.  Il  en  est  de  même  pour  ceux  qui 

se  trouvent  avec  l'essieu  de  l'autre  côté  de  la  tangente.  Les  autres 
donnent  y  cos -nI.  >  o. 

18.. 
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A  l'égard  de  F,  on  remarquera  que  le  facteur 

A- =  I  H   -^    y  cos^-i. dm, 

susceptible ,  pour  chaque  valeur  de  R',  d'un  maximum  analogue  à 
ceux  des  cas  traités  précédemment ,  varie  en  outre  avec  R'  de  manière 

à  prendre  telle  valeur  que  l'on  voudra  au-dessus  de  l'.unité.  Ce  nestpas 
que  l'on  puisse  rendre  F  aussi  grand  que  toute  quantité  donnée,  car 
nous  avons  vu  que  pour  R  =  R',  k  étant  inôni,  F  est  cependant  nul. 

21.  Notre  Mémoire  serait  incomplet  si,  après  avoir  montré  le  rôle 

que  jouent  les  forces  centrifiiges  dans  quelques  cas  particuliers ,  nous 

négligions  d'appliquer  des  considérations  analogues  au  mouvement  le 

plus  général  d'un  solide. 
I.e  lecteur  aura  remarqué  l'emploi  continuel  de  l'axe  instantané  de 

rotation  dans  les  relations  que  nous  avions  à  établir.  Cet  axe  devant  être 

en  quelque  sorte  la  base  de  nos  recherches,  nous  allons  tâcher  de  le  dé- 
finir, et  montrer  comment  on  peut  le  découvrir  lorsque  le  mouvement 

d'un  solide  est  connu.  Il  suffira  pour  cela  de  rappeler  quelques  pro- 
positions fondamentales  de  la  mécanique  et  de  les  ramener  par  des  trans- 

formations convenables  à  des  énoncés  d'ime  forme  plus  appropriée  au 
sujet  que  nous  avons  traité. 

22.  Les  géomètres  voient,  dans  le  mouvement  le  plus  général  d'un 
corps  solide,  deux  circonstances  bien  distinctes  qui  le  caractérisent  en 

chaque  instant  :  une  translation  dans  une  certaine  direction  et  une  ro- 

tation autour  dun  certain  axe.  L'illustre  auteur  de  la  Mécanique  ana- 

lytique, guidé  par  l'interprétation  la  plus  naturelle  des  formules  du 
mouvement,  avait  considéré  la  translation  de  tous  les  points  du  corps 

dans  la  direction  où  se  meut  son  centre  de  graxité  et  leur  rotation  au- 

tour d'un  axe  passant  par  ce  point,  comme  les  éléments  le  plus  simple- 
ment définis  dans  lesquels  se  décompose  tout  déplacement  infiniment 

petit. Dans  ces  derniers  temps,  'SI.  Chasles  a  fait  voir  qu'il  existe  toujours 
pour  im  corps  qui  se  déplace,  une  ligne  droite  qui,  si  elle  lui  était  atta- 

chée, ne  ferait  que  glisser  dans  le  sens  de  sa  longueur;  de  manière  que 

le  mouvement ,  sous  ce  nouveau  point  de  vue ,  se  compose  à  chaque  ins- 
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tant  d'une  translation  et  d'une  rotation  dans  la  direction  et  autour  d'une 
même  ligne.  Ee  corps  peut  donc  être  représenté  comme  un  écrou  tour- 

nant autour  dune  vis.  Cette  comparaison ,  due  au  même  savant,  donne 

également  l'idée  la  plus  claire  de  ce  qui  se  passe;  l'axe  de  la  vis  a  été nonuné  Vaxe  instantané  de  rotation. 

Lés  différents  points  d'un  solide  qui  se  meut  parcourent  donc  à  cha- 
que instant  des  hélices  ou  plutôt  des  courbes  qui  leur  sont  tangentes 

et  ont  les  mêmes  plans  osculateurs  sans  avoir  les  mêmes  rayons  de  cour- 

bure. Toutefois  ceux-ci  sont  dirigés  perpendiculairement  à  l'axe  instan- 
tané de  rotation;  et  si  nous  revenons  aux  forces  centrifuges,  on  voit 

qu'elles  le  sollicitent  directement.  De  sorte  que  la  connaissance  de  cet 
axe  est  d'abord  indispensable  pour  se  rendre  compte  du  jeu  des  forces 
dues  au  mouvement  général  considéré  seulement  sous  le  rapport  de  la 

rotation,  car  nous  montrerons  que  la  translation  qui  l'accompagne  est 
sans  influence  sur  le  résultat. 

25.  Admettons  que  le  lecteur  sait  décomposer  le  mouvement  en 

translation  du  centre  de  gravité  et  rotation  autour  d'un  axe  passant  par 
ce  point;  et  concevons  le  mobile  partagé  en  filets  à  cette  ligne.  Tous  les 

filets  conserveront  la  même  direction  pendant  le  déplacement,  et  leurs 
projections  sur  un  plan  perpendicidaire  à  cette  commune  direction,  for- 

meront une  figure  plane  invariable  de  forme  mobile  dans  son  propre 
plan.  Or  on  sait  Journal  de  Mathéimitiques ,  tome  III,  page  488)  que 

l'un  des  points  d'une  telle  figure  demeure  immohile  pendant  le  mou^>e- 
ment.  A  ce  point  correspond  évidenunent  une  file  de  molécules  présen- 

tant les  propriétés  de  l'axe  instantané  de  rotation.  Celui-ci  peut  se  trou- 
ver en  dehors  du  mobile,  mais  on  doit  en  faire  la  recherche  comme  si 

tous  les  points  de  l'espace  y  étaient  attachés  invariablement. 
Ceci  bien  compris,  nommons  V  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  eu  la 

vitesse  de  lotation  autour  do  l'axe  relatif  à  ce  point,  et  k  l'angle  compris 
entre  cet  axe  et  la  direction  de  la  vitesse  V.  Celle-ci,  estimée  suivant  un 

plan  perpendiculaire  à  l'axe  ,  est  donnée  par  l'expression  ̂ ■  sin  A. 
11  est  aisé  de  voir  que  tous  les  points  compris  dans  un  ])lan  normal  à 

la  projection  de  la  trajectoire  du  centre  de  gravité  se  meuvent,  par  le 
seul  effet  de  la  rotation,  dans  des  directions  parallèles,  perpendiculaires 

à  ce  plan ,  mais  semblables  ou  opposées ,  selon  la  position  des  points  que 

l'on  considère.  Parmi  ceux  (jui  prennent  ainsi  un  mouvement  contraire 
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à  celui  du  centre  de  gravité,  abstraction  faite  de  la  translation  dans  le 

sens  des  filets  parallèles,  on  distinguera  spécialement  le  filet  dont  la 

distance  R  à  l'axe  de  rotation  a  pour  valeur 

P    V  sin  A 

a 

Les  points  qui  le  composent  ayant  d'une  part,  la  vitesse  V  sin  A  du  cen- 
tre de  gravité,  et  d'autre  part,  la  vitesse  Rw  en  sens  contraire ,  ces  deux 

vitesses  s'annulent  en  vertu  de  la  relarion  précédente.  On  en  conclut  que 
ces  points  sont  situés  sur  Vaxe  instantané  de  rotation ,  tel  que  nous 

l'avons  défini  d'après  l'idée  de  M.  Chasles. 
24.  Conservant  les  dénominations  adoptées  au  commencement  de 

cet  écrit ,  nous  appellerons  par  les  mêmes  lettres  affectées  de  l'indice  zéro 
la  force  centrifuge  ,  le  rayon  de  courbure,  et  la  vitesse  de  chaque  point 

matériel,  lorsqu'on  fait  abstraction  du  glissement  le  long  de  l'axe  instan- tané. Nous  aurons  ainsi 

on  a  évidemment 

A  l'égard  des  rayons  p,  p^,  il  existe  entre  eux  une  relation  fort  simple. 
Le  petit  arc  auquel  appartient  le  rayon  p^  «?st  transformé  sur  une  surface 

cylindrique  du  même  rayon  en  arc  d'hélice  dont  le  rayon  de  courbin-e 

est  donné  par  l'expression 

ç„  \  sin  A  /         sin  'A  ' 
Substituant  les  valeurs  de  i'  et  de  p  auisi  obtenues  dans  celle  de  /,  il  vient 

/  =  dm  -^. 

Ainsi  {action  des  Jorces  centrijuges' est  indépendante  du  glissement 
h'  Ivn^  dp  l'axe  instantané  de  rotation. 

fo 

=  dm  -^, 

f =:  dm — ; 
? 

V  : 

Vo 

""  sin  A' 
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'lii.  Pour  obtenir  la  résultante  générale  de  ces  actions,  il  n'y  aura 
donc  qu'à  déterminer  les  rayons  de  courbure  des  trajectoires  et  la 
vitesse  du  centre  de  gravité  du  mobile,  estimée  suivant  un  plan  perpen- 

diculaire à  l'axe  instantané  de  rotation. 

A  cet  effet,  nous  adopterons  pour  plans  coordonnés: 

1°.  Le  plan  mené  par  le  centre  de  gravité  et  par  l'axe  instantané; 
2".  Le  plan  passant  par  l'axe  instantané,  perpendiculaire  au  premier; 
3" .  Enfin  un  plan  perpendiculaire  aux  deux  autres  mené  par  le  centre 

de  gravité  du  mobile. 

Les  intersections  de  ce  troisième  plan  avec  le  second  et  le  premier  se- 

ront prises  pour  axes  des  .r  et  des  z;  l'axe  desj^  sera  l'axe  de  rotation. 
Les  composantes  de  la  force  centrifuge  dont  chaque  point  est  aiiimé 

seront  alors  dans  le  sens  des  axes  des  coordonnées 

dm  —  sin  -d- ,         dm  —  cos  -vL , 

pour  les  X  et  les  z;  elles  sont  nulles  pour  l'axe  des  j-. 
Leurs  moments  seront  nuls  pour  les  plans  des  xj^  et  des  zj.  Mais 

pour  le  plan  des  xz,  ils  auront  respectivement  pour  valeurs 

dm  —  j'  sin  -^ ,         dm  —  j  cos  ̂  . 

Les  intégrales  de  ces  différentes  expressions  donneront  la  grandeur  et 

le  point  d'application  de  chacune  des  résultantes.  Il  arrivera,  dans  le  cas 
le  plus  général,  que  les  forces  centrifuges  produiront  un  couple  tendant 

à  dévier  l'axe  instantané  de  sa  direction. 
26.  Les  vitesses  se  déduiront  de  celle  du  centre  de  gravité  ou  plutôt 

de  celle  de  sa  projection  sur  le  plan  des  xz;  on  aura  pour  tous  les  points 
la  relation 

V 

Quant  aux  rayons  de  courbure,  ils  dépendront  de  hi  nature  du  mouve- 

ment imprimé  au  corps.  Imaginons  trois  axes  qui  lui  soient  invariable- 

ment attachés  et  qui  le  suivent  dans  l'espace;  si  l'on  conçoit  qu'à  chaque 

instant  l'axe  instantané  do  rotation  soit  rapporté  à  ces  trois  axes,  on  ob- 
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tiendra  un  lieu  géométrique  des  axes  instantanés.  Cette  surface  empor- 
tera avec  elle  le  caractère  particulier  du  mouvement;  les  lignes  fixes 

auxquelles  on  la  rattache  pourront  être  choisies  à  volonté;  les  axes  prin- 

cipaux de  l'inertie  qui  passent  par  le  centre  de  gravité  simplifieront  sou- 

vent, si  on  les  adopte ,  cette  recherche  qui  n'a  rien  en  soi  de  complique. 

D'autre  part,  il  conviendra  de  rajjporter  à  d'autres  lignes  fixes  dans 

l'espace  le  lieu  géométrique  des  axes  instantanés  de  rotation.  La  seconde 

surface  que  l'on  obtiendra  de  cette  manière,  permettra  de  représenter  le 

mouvement  tel  qu'il  aura  eu  lieu  dans  chaque  instant.  Il  suffira  de  les 
mettre  en  contact  suivant  une  génératrice  qui  soit  la  même  sur  les  deux 

surfaces.  La  première,  si  elle  applique  successivement  toutes  ses  généra- 

trices sur  celles  de  la  seconde,  en  glissant  le  long  de  chacinie  d'elles 

d'une  quantité  convenable,  prendra  exactement  les  positions  qu'elle 

doit  occuper  dans  l'espace.  Si  l'on  réalisait  les  deux  lieux  géométriques, 
en  ayant  soin  de  marquer  sur  chaque  génératrice  le  point  le  plus  rap- 

proché du  centre  de  gravité ,  la  suite  de  ces  points  formerait  pour  cha- 

que surface  une  courbe  ;  on  aurait  l'exacte  représentation  du  mouve- 
ment en  maintenant  le  contact  entre  la  surface  mobile  et  la  surface  fixe , 

iie  manière  que  les  deux  courbes  se  coupent  constamment  sur  l'axe  ins- tantané de  rotation. 

Telle  est  la  marche  à  suivre  pour  analyser  le  mouvement  d'un  mobile 

dans  le  cas  le  plus  général.  Une  fois  ce  résultat  obtenu,  il  n'est  pas  diffi- 
cile d'arriver  aux  rayons  de  courbure  des  trajectoires.  Toutefois,  ce  pro- 

blème ne  pouvant  être  résolu  qu'en  traduisant  en  formules  ce  qui  vient 
d'être  dit ,  nous  n'irons  pas  plus  loin  dans  cette  recherche. 

27.  Terminons  par  quelques  mots  sur  les  modifications  que  subissent 

nos  formules ,  lorsque  après  avoir  analysé  le  mouvement  et  déterminé 

Taxe  instantané  ainsi  que  les  forces  centrifuges  dans  un  système ,  on  re- 

connaît que  ce  système  est  entraîné  tout  entier  dans  une  commune  direc- 
tion. Telle  serait,  pour  la  surface  de  la  Terre,  la  rotation  diiune  de  ce 

globe,  combinée  avec  sa  translation  annuelle  autoiu'  du  Soleil,  et  même 
avec  lui  mouvement  général  du  svstème  solaire.  Concevons  lui  point  ma- 

tériel mobile  dans  une  circonférence  autoiu"  d'un  certain  axe  ,  et  suppo- 
sons que  le  centre  de  cette  circonférence  est  emporté  dans  une  certaine 

direction.  On  a  démontré  précédemment  (25  i  qu'en  nommant  A  l'angle 
compris  entre  l'axe  de  la  rotation  et  la  direction  du  mouvement  imprimé 
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au  système ,  les  autres  dénominations  étant  d'ailleurs  conservées  ,  l'axe 
instantané  se  trouve  à  la  distance 

VsinA 

R  = 

de  l'axe  donné;  qu'il  lui  est  parallèle  et  rencontre  celui  des  diamètres 
de  la  circonférence  qui  est  perpendiculaire  à  la  projection  faite  sur  son 
plan ,  de  la  trajectoire  parcourue  par  son  centre. 

Nous  avons  vu  que  la  valeur  de  R  a  une  grande  influence  sur  la  valeur 

de  la  force  F.  Lorsqu'elle  est  très  grande  relativement  aux  dimensions 

du  mobile  que  l'on  considère,  on  a,  à  très  peu  près , 

2à  dm  CGs  ̂ 4  =  M  ; 

et  l'on  conçoit  que  cette  circonstance  puisse  contribuer  à  rendre  insen- sibles les  effets  de  la  force  F. 

Ces  conséquences  ressortent  mieux  de  la  formide 

F  =  M^(i  -,\2^'"^°^H)' 

lorsqu'on  la  met  sous  la  forme 

F  =  MfijV  sin  A  f  I  —   -'-  ̂  ̂'"  ̂ ^^  H 

En  nous  arrêtant  ici,  nous  ne  devons  point  dissimuler  combien  les 

conclusions  de  nos  formules  nous  inspirent  peu  de  confiance  dans  leur 

exactitude  par  leur  singularité.  En  les  publiant  nous  comptons  que  des 

esprits  auxquels  la  mécanique  seia  plus  familière ,  donneront  l'explica- 

tion de  ce  qu'il  y  a  de  paradoxal  dans  cet  écrit.  Nous  avons  été  réservé 
sur  les  applications  :  quelque  intérêt  à  cet  égard  que  présente  le  système 
du  monde,  une  semblable  étude  sortirait  des  limites  de  notre  cadre; 

aussi  ne  faisons-nous  que  l'indiquer. 

Tome  V  —Avril  1840.  '  9 
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NOTE 

SUR    LES    ENGRENAGES    DE    WHITE; 

Par  Th    olivier  ri. 

La  démonstration  relative  aux  engrenages  de  White,  que  M.  Delau- 

nay  vient  de  publier  dans  ce  Journal,  n'est  pas  nouvelle.  Cette  dé- 
monstration est  la  première  qui  se  soit  présentée  à  mon  esprit  lorsque 

jai  commencé  à  m'occuper  de  la  théorie  des  engrenages.  Je  l'ai  com- 
muniquée à  plusieurs  personnes,  et  en  particulier  à  ]M.  Arago,  lors- 

qu'il était  chargé  du  Cours  de  Machines  à  l'Ecole  polytechnique.  Enfin 
je  m'en  suis  constamment  servi  dans  mes  leçons  à  l'École  centrale ,  de- 

puis 1829.  On  ne  peut  en  effet  imaginer  rien  de  plus  simple  quand  il 

s'agit  seulement  de  faire  voir  que  les  engrenages  de  White  ont,  en  effet, 
les  propriétés  que  leiu-  attribuait  ce  mécanicien.  C'est  à  cause  de  cette 

simplicité  même  que  je  tiens  à  mon  droit  de  priorité.  Ce  droit,  je  l'é- 

tablirai d'une  manière  incontestable  par  l'extrait  suivant  d'un  Mémoire 

que  j'ai  composé  en  181 7,  à  l'École  d'application  de  Metz,  et  qui  a  été 
visé  (  ainsi  que  le  sont  les  travaux  des  élèves  sous-lieutenants  )  par  les 

officiers  placés  alors  à  la  tête  de  l'École. 

Extrait  du  Mémoire  sur  le  projet  de  machine.  —  (École  de  Metz.) 

«  La  première  idée  qui  conduit  à  l'engrenage  de  White  est  celle-ci. 

»  Considérons  l'engrenage  composé  d'une  crémaillère  et  d'un 

pignon. »  Supposons  la  crémaillère  composée  de  m  bandes  dentées  réunies 

ensemble  et  de  manière  à  ne  former  qu'une  seule  bande  dentée;  consi- 
dérons le  pignon  comme  composé  aussi  de  m  rondelles  dentées;  don- 

nons à  chaque  rondelle  du  pignon  un  mouvement  proportionnel  de  ro- 

[*]  Cette   Kote,   accompagnée  des  pièces  justificatives,  a   ete   communiquée  à   la 
Société  Philomatique ,  dans  sa  séance  du  21  mai-s  1840. 
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talion  autour  de  l'axe  et  à  chaque  bande  de  la  crémaillère  un  mouve- 
ment de  translation  correspondant  à  celui  de  la  rondelle  qui  est  char- 

gée de  la  conduire. 

«  On  voit  qu'après  ce  mouvement,  les  extrémités  des  dents  forme- 

ront une  série  d'hélices  sur  le  cylindre  du  pignon  et  des  lignes  droites 
parallèles  entre  elles  et  obliques  sur  la  crémaillère,  et  ce  système  se  con- 

duira parfaitement. 

»  Mais  de  cette  idée  on  est  conduit  à  cette  conséquence ,  que  vu  le 

grand  nombre  de  ces  bandes  dentées  et  des  rondelles  dentées  (  ou  pi- 
gnons )  correspondantes ,  on  peut  diminuer  la  longueur  des  dents  dans 

chaque  système ,  et  la  diminuer  d'autant  plus,  que  le  nombre  des  ban- 

des sera  plus  grand;  et  en  effet,  la  longueur  de  la  dent  n'est  nécessaire 

que  pour  que,  vu  l'écartement  des  dents,  lorsqu'une  dent  quitte,  une 
nouvelle  puisse  prendre,  et  elle  doit  se  mettre  en  prise  un  peu  avant, 

€t  cela ,  pour  qu'il  n'y  ait  pas  d'interruption  dans  le  mouvement  de  ro- 

tation, ni  de  perte  de  temps;  mais  l'on  voit  que  si  la  première  dent  de  la 
première  bande  quitte,  et  que  la  deuxième  dent  de  cette  même  bande 

ne  puisse  encore  se  mettre  en  prise,  la  première  dent  de  la  deuxième 

bande  n'aura  pas  encore  quitté,  et  ainsi  de  suite.  Ue  sorte  que  de  pro- 
che en  proche  ,  on  voit  que  pendant  tout  le  temps  du  mouvement,  on 

aura  des  bandes  qui,  alternativement,  conduiront  et  ne  serviront  pas  à 
conduire  le  pignon ,  et  vice  versa. 

»  On  sait  que  la  quantité  de  glissement  qui  s'opère  sur  une  dent 

d'une  première  roue  par  la  dent  correspondante  de  la  deuxième  roue, 
peut  être  rendue  aussi  petite  que  l'on  vent ,  en  rognant  la  longuein-  des 
dents;  par  conséquent,  plus  on  augmentera  le  nombre  des  bandes , 

plus  on  arrivera  à  avoir  un  engrenage  parfait,  un  engrenage  dans  lequel 
le  frottement  ira  toujours  en  diminuant. 

»  Enfin ,  la  surface  sur  laquelle  s'opère  le  frottement  est  réduite  à 
un  point,  au  premier  point  de  contact  des  deux  dents  en  prise,  lorsque 

l'on  suppose  les  bandes  en  nombre  infini. 
»  Ees  dents  ont  donc  changé  de  forme;  auparavant,  la  courbe 

qui  les  terminait  était  contenue  dans  un  plan  per|ien(liculaire  à  l'axe  du 
mouvement  de  rotation  ;  maintenant  cette  courbe  se  réduit  à  la  ligne 
formée  par  le  premier  point  de  chaque  dent  de  ce  nombre  infini  de 

bandes,  en  sorte  que  la  forme  do  la  dent  a  disparu,  elle  n'est  plus  né- 19. 
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cessaire,  puisque  son  premier  point  seul  suffit  pour  obtenir  la  ligne  de 
contact  qui  seule  forme  actuellement  la  dent,  et  cette  ligne  est  tracée  sur 

la  surface  extérieure  du  noyau  à  denter  au  moyen  de  la  machine.  Pour 

une  crémaillère,  cette  ligne  est  une  droite;  pour  une  roue  elle  estime 
hélice  tracée  sur  le  cylindre  noyau  de  la  roue  ou  pignon. 

»  De  plus ,  on  voit  que  chaque  point  de  la  ligne  de  contact  de  la 

première  surface  a  son  homologue  sur  la  ligne  de  contact  correspon- 
dante de  la  seconde  surface,  et  que  ces  points  homologues  se  touchent, 

pour  se  quitter  immédiatement  en  tendant  à  glisser  l'un  sur  l'autre. 
»  Le  frottement  est  donc  ici  l'effet  d'un  roulement  des  lignes  de  con- 

tact les  unes  sur  les  autres,  ce  qui  donne  le  frottement  le  plus  doux 

que  l'on  connaisse  dans  les  arts  :  celui  dit  de  deuxième  espèce. 
»  De  cette  discussion  nous  conclurons  :  Que  la  forme  primitive  des 

dents  ne  doit  plus  être  prise  en  considération  ,  puisque  le  premier  point 

de  contact  de  chaque  dent  est  seul  nécessaire,  le  seul  considéré  et  em- 

ployé ; 

»  Que  le  mouvement  est  uniforme,  puisque  l'on  est  parti  d'un 
mouvement  uniforme  qui  dépendait  alors  de  la  figure  de  la  dent,  et 

qui  ne  dépend  plus  maintenant  que  de  ce  que  les  lignes  de  contact  qui 

forment  l'arête  extrême  des  dents,  se  roulent  sans  se  glisser.  Et  l'on  voit 
évidemment  que  cet  engrenage,  par  l'usage  continuel,  le  travail,  tendra 
nécessairement  à  se  perfectionner. 

»  La  figure  des  dents  du  nouvel  engrenage  est  arbitraire;  elle  ne 

dépend  plus  que  de  la  ténacité  de  la  matière  employée,  etc..  » 
Metz,   i  ,  aoùi  1S17. 

Si  dans  les  deux  Mémoires  présentés  à  l'Institut  en  iSaS,  je  n'ai  pas 
consigné  cette  démonstration,  c'est  qu'elle  n'est  pas  assez  générale. 

J'avais  besoin  d'un  autre  mode  de  démonstration  pour  bien  faire  voir 

que  l'on  pouiTait,  d'après  les  procédés  mécaniques  de  Wliite,  cons- 
truire trois  espèces  d'engrenages  :  le  premier  ayant  un  frottenjent  de 

roulement  direct,  le  second  ayant  un  frottement  de  roulement  angulaire, 

et  le  troisième  ayant  un  frottement  de  glissement  angulaire.  \\  hite 

n'avait  pas  aperçu  Jes  frottements  angulaires;  je  crois  être  le  premier  qui. 
ait  signalé  ce  genre  de  frottement. 
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La  méthode  que  j'ai  employée  clans  les  Mémoires  présentés  à  llnsti- 

tut,  avait  non-seulement  l'avantage  d'être  vraiment  géométrifiue  (;t  ri- 
goureuse, mais  encore  celui  de  i)ien  faire  voir,  sans  aucun  doute,  (|ue 

pour  les  engrenages  cylindriques  et  coniques,  le  frottement  de  roule- 
ment direct  existait  lorsque  la  ligne  ̂ ,  lieu  des  contacts  successifs  de 

deux  dents,  était  une  droite  située  dans  le  plan  des  axes;  et  que  le 

frottement  de  roulement  angulaire  existait  lorsque  cette  droite  ̂   n'était 

pas  située  dans  le  plan  des  axes;  dans  l'un  et  l'autre  de  ces  deux  cas,  les 
distances  de  chacun  des  points  de  la  droite  §  aux  deux  axes,  étant  tou- 

jours dans  un  rapport  constant  et  inverse  de  celui  des  vitesses  de  ces 
deux  axes. 

Cette  même  méthode  me  permettait  aussi  de  faire  voir  que  le  frotte- 

ment de  glissement  angulaire,  non-seulement  existait  toujoius  dans  les 
engrenages  cylindriques  et  coniques  à  la  White,  lorsque  les  distances  des 

points  de  la  droite  ̂   aux  deux  axes  n'étaient  pas  dans  le  rapport  inverse 
des  vitesses  des  axes,  mais  qu'il  fallait  impérieusement,  dans  ce  cas,  que 

la  droite  0  fût  hors  des  plans  des  axes,  pour  que  l'engrenage  fi'it  pos- 
sible. ••   I 

D'ailleurs ,  c'est  par  la  considération  des  surfaces  idéales  et  de  révolu- 
tion engendrées  par  la  ligne  ̂ ,  lieu  des  contacts  successifs  de  deux  dents 

en  prise,  que  j'ai  pu  établir  le  théorème  qui ,  à  mon  avis,  constitue  toute 
la  théorie  géométrique  des  engrenages  à  la  White,  de  ceux  dans  lesquels 

les  surfaces  des  dents  ne  se  mettent  successivement  en  contact  que  par 

un  seul  point.  Voici  ce  théorème. 

Étant  donnés  :  1°  deux  axes  A  et  A'  animés,  le  premier  d'une  vitesse 

f  et  le  second  d'une  vitesse  i>';  2"  deux  surfaces  '(  et  Ç  fixées ,  la  première 
à  l'axe  A,  la  seconde  à  l'axe  A'. 

Si  ces  deux  surfaces  en  toiu'nant  respectivement  autour  de  iaxe  au- 
quel chacune  se  trouve  liée,  se  mettent  successivement  en  contact  [)ar 

un  seul  point»/,  m',  m",...  lesquels  points  forment  dans  l'espace  une 
courbe  Ç  tiite  Lieu  des  contacts  successifs  des  surjaces  de  deux  dents  ho- 

mologues ou  en  prise; 

En  faisant  tourner  la  courbe  Ç  autour  des  axes,  on  obtiendra  deux 

surfaces  de  révolution,  l'une  <I),  bxée  a  l'axe  A;  l'autre  <I>'.  fixée  à 
l'axe  A'. 

Les  deux  surfaces  <b  et  Ç  se  couperont  suivant  une  courbe  ̂  ,  les  deux 
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surfaces  <b'  et  !^'  se  couperont  suivant  une  courbe  «T';  et  l'on  pourra 

remplacer  les  surfaces  '(  et  '('  par  les  courbes  cT  et  cT',  en  ce  sens  que  si 
l'on  regarde  ces  deux  courbes  comme  rigides,  elles  se  conduiront  l'une 
par  l'autre,  ainsi  que  le  faisaient  les  deux  surfaces  Ç  et  Ç';  et  le  frotte- 

ment qui  se  manifestera  pour  les  courbes  «T  et  c^'  sera  de  même  nature 
(]ue  celui  qui  se  développerait  sur  les  deux  surfaces  ̂   et  Ç. 

Cela  posé  : 

1°.  Si  les  distances  aux  deux  axes  de  tout  point  m  de  la  courbe  ̂   sont 
dans  le  rapport  inverse  de  celui  des  vitesses  v  et  (/,  le  rapport  de  ces  vi- 

tesses étant  supposé  être  constant,  être  le  même  à  chaque  instant  du 
mouvement ,  le  frottement  sera  de  roulement  ; 

■2".  Si  le  rapport  des  distances  aux  axes  n'est  pas  constant  ou  n'est  pas 
inverse  du  rapport  constant  des  vitesses,  le  frottement  sera  de  glis- 
sement  ; 

3".  Chaque  point  m  de  la  courbe  ̂   engendre  un  cercle  en  tournant , 

soit  autour  de  l'axe  A,  soit  autour  de  l'axe  A';  désignant  par  C  et  G'  les 
cercles  engendrés  par  le  point  m,  et  respectivement  autour  des  axes  A 

et  A',  il  pourra  arriver  que  C  et  C  soient  tangents  l'un  à  l'autre  au 

point  m,  ou  qu'ils  se  croisent  en  ce  point  m.  Lorsque  les  deux  cercles 
sont  tangents,  le  frottement  est  direct;  lorsque  les  deux  cercles  se  croi- 

sent, le  frottement  esi angulaire;  car  dans  le  premier  cas,  les  courbes  J 

et  S'  ont  même  tangente  au  point  m;  dans  le  second  cas,  ces  courbes 
se  croisent  en  ce  point  m. 

4".  Si  les  deux  cercles  C  et  C  sont  tangents ,  alors  le  point  m  et  les 
deux  axes  sont  dans  un  même  plan;  dans  ce  cas  les  deux  axes  et  la 

courbe  ̂   seront  dans  un  même  plan;  dès  lors  les  deux  surfaces  <i> 

et  <I>'  seront  tangentes  l'une  à  l'autre ,  suivant  la  courbe  ̂ .  Dans  ce  cas, 
on  retombe  sur  les  engrenages  cylindriques  et  coniques,  et  la  courbe^ 

doit  impérieusement  être  une  droite ,  si  l'on  veut  que  le  frottement  de 
roidement  existe ,  et  dès  lors  le  frottement  est  de  roulement  direct.  On 

ne  peut  pas  construire  un  engrenage  à  la  White  dans  lequel  le  frotte- 
ment soit  de  glissement  direct. 

5".  Si  les  deux  cercles  C  et  C  se  croisent,  alors  les  axes  peuvent 
être  dans  un  même  plan  ou  non  ;  le  point  m  est  hors  du  plan  des  axes 

dans  le  premier  cas;  les  deux  surfaces  <i>  et  $'.  dans  tous  les  cas,  se 
couperont  suivant  la  courbe  0. 
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Le  frottement  sera  donc,  dans  tous  les  cas ,  un  frottement  angulaire, 

car  les  courbes cT  et  cT'  se  croiseront  au  point  m,  et  l'on  pourra  cons- 

truire deux  espèces  d'engrenages  :  dans  l'un  le  frottement  sera  de 

roulement  angulaire,  dans  l'autre  le  frottement  sera  de  glissement 

angulaire;  et  pour  l'un  et  l'autre,  les  vitesses  des  axes  seront  dans  un 
rapport  constant. 

Je  crois  devoir  consigner  ici  une  idée  que  j'ai  eue  depuis  plusieurs 

années,  et  que  j'ai  commiuiiquée  à  j)lusieurs  personnes. 

Il  s'agit  d'iuie  espèce  toute  particulière  d'engrenages  à  la  White ,  et 

auxquels  je  donnai  le  nom  d'engrenages  à  tire-bouchon,  n'ayant  pas 

trouvé  d'expression  qui  fôt  mieux  en  rapport  avec  la  forme  de  ces  sortes 
d'engrenages. 

En  se  rappelant  ce  qui  a  été  dit  précédemment  et  ce  que  j'ai  déve- 
loppé dans  la  Note  placée  à  la  suite  de  mon  premier  ̂ lémoire  sur  les  en- 

grenages de  White,  publié  dans  ce  Journal ,  on  voit  que  l'idée  géomé- 
trique est  de  considérer  les  courbes  cT et  S'  intersections  des  surfaces^ 

et^'  de  deux  dents  en  présence  ,  par  les  surfaces  de  révolution  O  et  <I>' 
engendrées  par  la  ligne  ̂   des  points  successifs  de  contact  des  deux  dents 

autour  des  axes  A.  et  A'  des  roues  dentées,  comme  deux  lignes  rigides, 

et  que  l'on  peut  remplacer  les  surfaces  ̂   et  ̂ '  par  ces  courbes  J^  et  cT'. 
Cette  idée  géométrique  me  paraît  devoir  être  facile  à  réaliser  en  pra- 

tique, et  cela  en  prenant  des  tiges  cylindriques  que  l'on  plierait  sui- 
vant la  forme  des  courbes  cT  et  S',  et  dès  lors  les  surfaces  'Ç  et  Ç  ne 

seraient  autres  que  les  sinfaces  de  ces  tiges  ainsi  pliées. 

Je  développe  mon  idée. 

Prenons  l'engrenage  cylindrique  pour  lequel  les  surfaces  idéales  et  de 
révolution  <I>  et  <I>'  engendrées  autour  des  axes  seront  deux  cylindres  se 

coupant  suivant  deux  droites  parallèles  aux  axes,  dont  l'une  sera  consi- 
dérée comme  étant  la  ligne  Ç,  lieu  des  contacts  des  dents.  Les  courbes 

J'  et  /'  seront  deux  hélices  tracées ,  la  première  sur  le  cylindre  <l>,  la 

seconde  sur  le  cylindre  <I>',  et  ces  deux  courbes  couperont  chaciuie  les 
génératrices  du  cylindre  sur  Iccpiel  elle  se  trouve  tracée  sous  le  même 

angle  a. 

On  sait  qu'alors  les  deux  courbes  J'  et  sf'  se  conduiront  uniformément 
et  avec  un  frottement  de  roulement  angvdaire. 
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Concevons  que  le  premier  axe  A  soit  une  tige  fixée  par  son  extrémité 
à  une  rondelle  circulaire  V,  et  que  cette  rondelle  V  soit  divisée  en  un 

nombre  de  parties  égales,  et  que  de  chaque  division  s'élance  une  tige 

cT  cylindrique  tout  d'abord,  mais  pliée  ensuite  sous  la  forme  d'une  hé- 

lice cylindrique  et  coupant  les  génératrices  du  cvlindre  sous  l'angle  a. 
De  sorte  que  cette  tige  hélicoïdale  soit  fixée  à  la  rondelle  V  par  ime  de 

ses  extrémités,  l'autre  extrémité  étant  libre  comme  dans  un  tire- 
bouchon  . 

Imaginons  la  même  chose  pour  le  deuxième  axe  A'  ;  mais  lorsque  l'on 

mettra  l'engrenage  en  présence,  il  sera  placé  tête-bêche ,  c'est-à-dire  que 
les  extrémités  libres  des  tiçes  hélicoïdales  S'  seront  tournées  vers  la  ron- 

delle V  sur  laquelle  seront  fixées  les  tiges  hélicoïdales  cf  '  ;  et  réciproque- 

ment ,  les  extrémités  libres  des  tiges  hélicoïdales  S'  seront  tournées  vers 
la  rondelle  V  sur  laquelle  seront  fixées  les  tiges  hélicoïdales  cT. 

Si  l'on  considère  deux  dents  ou  tiges  hélicoïdales  cT  et  J  '  devant  s'en- 

grener ou  se  conduire ,  on  peut  facilement  concevoir  qu'elles  s'agraffent 
l'une  l'autre  à  la  façon  de  deux  anneaux  d'une  chaîne,  de  sorte  que 
la  tige  ̂   tourne  autour  de  la  tige  S' ■,  son  extrémité  libre  venant  embras- 

ser cette  tige  <S"  près  de  la  rondelle  Y',  pour  qu'ensuite,  après  un  cer- 

tain angle  de  révolution  des  axes,  l'extrémité  libre  de  S'  se  dégage  de 

la  tige  J'  et  près  de  la  rondelle  V. 
On  voit  tout  de  suite  que  les  tiges  hélicoïdales,  formées  ainsi  que  nous 

l'indiquons,  ne  donneront  point  les  surfaces  géométriques  rigoureuses 
qui  se  mettraient  pendant  le  mouvement  de  rotation  des  axes  en  contact 

par  des  points  qui  se  trouveraient  rigoureusement  situés  sur  la  droite 

géométrique  Ç. 

On  aura  donc  tout  d'abord  un  fi^ottement  de  glissement  angulaire ,  et 
de  plus,  les  vitesses  des  axes  ne  seront  pas  dans  un  rapport  constant. 

Mais  le  frottement  de  glissement  sera  très  petit  et  les  variations  dans 

luniformité  du  mouvement  des  axes  seront  aussi  très  petites,  de  sorte 

que  par  un  travail  soutenu  pendant  quelque  temps,  les  tiges  cT  et  S'  s'u- 
seront réciproquement ,  et  l'on  arrivera  à  avoir  un  engrenage  géomé- 

trique. 

Ce  que  je  viens  de  dire  pour  l'engrenage  cylindrique  s'applique  évi- 

demment à  l'engrenage  conique  où  les  axes  se  coupent ,  et  à  l'engrenage 
hyperboloïdique  où  les  axes  ne  sont  pas  situés  dans  un  même  plan . 
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Ici  je  dois  faire  une  remarque  qui  n'est  pas  sans  importance. 
Lorsque  dans  un  engrenage  le  frottement  de  glissement,  qu'il  soit 

direct  ou  angulaire,  a  lieu,  les  dents  s'usent  l'une  par  l'autre,  se  dé- 
forment et  tendent  à  prendre  la  forme  qui  permettra  au  frottement  de 

roulement  direct  ou  angulaire,  d'exister.  Dans  les  engrenages  ordinaires 
le  profil  des  dents  qui  donne  le  frottement  de  roulement,  n'est  autre 

que  les  cercles  primitifs  ;  de  sorte  que  par  le  travail ,  l'engrenage  se  dé- truit sans  cesse. 

Dans  les  engrenages  à  laWhite,  le  profd  des  dents  est  arbitraire.  Il 

suffit  que  le  point  de  contact  de  deux  dents  se  meuve  sur  la  ligne  ̂ ;  dès 

lors  l'engrenage  par  le  travail  détruit  sur  les  surfaces  ̂   et  Ç'  des  dents  , 

tout  ce  qu'il  est  nécessaire  de  détruire  pour  arriver  à  la  ligne  Ç. 

Cette  destruction  opérée ,  l'engrenage  n'en  subsiste  pas  moins ,  en  ce 
sens  que  les  dents  existent  toujours ,  quoique  leur  forme  primitive  soit 

altérée  par  le  travail ,  et  perfectionnée  et  amenée  par  ce  nième  travail  a 
la  forme  géométrique  voulue. 

On  conçoit  dès  lors  que  pour  ces  sortes  d'engrenages  il  faut  que  l'exé- 

cution primitive  laisse  peu  à  faire  au  travail  des  dents,  s' usant  l'une  par 

l'autre  ,  afin  que  l'engrenage  puisse  être  promptemcnt  livré  en  bon  état et  satisfaisant  à  la  condition  du  frottement  de  roulement. 

Tome\  .  —  Mai  1840. 
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MÉTHODE  SIMPLE  ET  NOUYELLE 
POUR 

LA    DÉTER3IINATI0N  COMPLÈTE  DES    S0M:MES    ALTERNÉES, 

FORMÉES  AVEC  LES  RACINES  PRIMITIVES  DES  ÉQUATIONS  BINOMES  ; 

Par  m.  AuGisTiN  CAUCHY  [*]. 

Il  est,  dans  la  théorie  des  nombres,  une  question  qui,  depuis  plus 

de  trente  ans,  a  beaucoup  occupé  les  géomètres,  et  qui,  tout  récem- 
ment encore ,  a  été  mentionnée  dans  plusieurs  Notes  publiées  par  divers 

membres  de  l'Académie.  Elle  consiste  à  déterminer  complètement  la 

somme  alternée  des  racines  primitives  d'une  équation  b  nome,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  la  somme  de  certaines  puissances  de  cesTacines, 
savoir,  des  puissances  qui  ont  pour  exposants  les  carrés  des  nombres 
inférieurs  au  module  donné.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le 

module  soit  un  nombre  premier  impair.  Le  carré  de  la  somme  dont  il 

s'agit  se  réduira ,  au  signe  près ,  au  module ,  et  sera  d'ailleurs  positif  ou 
négatif,  suivant  que  le  module  divisé  par  4,  donnera  pour  reste  i  ou  3. 

C'est  ce  que  M.  Gauss  avait  reconnu  dans  ses  recherches  arithmétiques 
imprimées  au  commencement  de  ce  siècle.  Mais  lorsque  du  carré  de  la 

somme  on  veut  revenir  à  la  somme  elle-même ,  on  a  un  signe  à  détermi- 

ner ;  et  cette  détermination,  comme  l'ont  observé  ̂ IJNLGauss  et  Dirichlet, 
est  un  problème  qui  présente  de  grandes  difficultés.  Les  méthodes  à 

l'aide  desquelles  on  est  parvenu  jusqu'ici  à  surmonter  cet  obstacle,  sont 
celles  que  jNL  Gauss  a  développées  dans  son  beau  ÎMémoire  qui  a  pour 

titre  :  Summatio  serierumquaruindamsingularium,  et  celle  que  M.  Di- 

richlet a  déduite  de  la  considération  des  intégrales  définies  [**].  En  réflé- 

[*]  Cet  article  et  le  suivant  sont  extraits  des  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Aca- démie des  Sciences. 

[**]  Voyez  aussi  un  Mémoire  de  M.  Lebesgue  ,  qui  \ient  de  paraître  dans  ce  Journal 
(  février  1840). 
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chissant  sur  cette  matière,  j'ai  été  assez  heureux  pour  trouver  d'autres 

moyens  de  parvenir  au  même  but;  et  d'abord  il  est  assez  remarquable 
que  la  formule  de  M.  Gauss,  qui  détermine  complètement  les  sommes 

alternées  avec  leurs  signes,  se  trouve  comprise  comme  cas  particulier 

dans  une  autre  formule  que  j'ai  donnée  en  1817  dans  le  Bulletin 
de  la  Société  Philomatiqiie.  Cette  dernière  formule,  qui  parut  digne 

d'attention  à  l'auteur  de  la  Mécanique  céleste,  sert  à  la  transfor- 

mation d'une  somme  d'exponentielles  dont  les  exposants  croissent 
comme  les  carrés  des  nombres  naturels;  et,  lorsqu'on  attribue  à  ces 
exposants  des  valeurs  imaginaires,  on  retrouve  avec  la  fornude  de 

M.  Gauss  la  loi  de  réciprocité  qui  existe  entre  deux  nombres  premiers. 

Mais  la  formule  de  181 7  était  déduite  de  la  considération  des  fonctions 

réciproques,  par  conséquent  de  théorèmes  relatifs  au  calcul  intégral  ;  et 

ce  que  les  géomètres  apprendront  sans  doute  avec  plaisir,  c'est  que,  sans 
recourir  ni  au  calcul  intégral ,  ni  aux  séries  singulières  dont  M.  Gauss  a 

fait  usage,  on  peut  directement ,  et  par  une  méthode  fort  simple,  trans- 
former en  produit  une  somme  alternée,  en  déterminant  le  signe  qui  doit 

affecter  ce  même  produit.  Cette  méthode  a  d'ailleurs  l'avantage  d'être 
applicable  à  d'autres  questions  du  mênîe  genre.  Ainsi  en  particulier 

l'on  reconnaîtra  sans  peine  que,  si,  n  étant  un  nombre  premier, 
n  —  I  est  divisible  par  3,  ou  par  5,  etc.,  un  facteur  primitif  de  n,  cor- 

respondant au  diviseur  3,  sera  proportionnel  au  produit  de  — = —  fac- 

teurs trinômes,  tandis  qu'iui  facteur  primitif  de  //,  correspondant  au  ili- 

viseur  5,  sera  proportioiniel  au  produit  de  — ■= —  facteurs  pentanomes  ou 

composés  chacun  de  cinq  teruies;  et  le  rapport  du  produit  en  question 

au  facteur  primitif  de  n  sera  la  sonune  de  certaines  racines  de  l'unité 
respectivement  multipliées  par  des  coefficients  qui  seront  équivalents, 

suivant  le  module//,  à  des  quantités  connues.  J'ajouterai  que  des  for- 

mules relatives  à  la  détermination  complète  d'une  somme  alternée,  dans 
le  cas  où  n  est  un  nombre  premier,  on  déduit  aisément  les  formules  ana- 

logues qui  se  rapportent  au  cas  où  n  est  un  nombre  composé  quelcon- 
que, et  la  démonstration  du  théorème  suivant  lequel,  dans  ime  sem- 

blable somme,  ou  la  plupart  des  termes  positifs,  ou  la  moitié  de  ces 

termes,  doivent  offrir  des  exposants  inférieurs  à  ̂//. 
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§  P"^.    Valeurs   exactes  des  sommes  alternées  des  racines  primitives 
dune  équation  binôme. 

Nommons  p  l'une  des  racines  primitives  de  l'équation  binôme 

(i)  .r«=i, 

et  A  une  somme  alternée  de  ces  racines,  qui  soit  en  même  temps  une 

fonction  alternée  des  racines  primitives  de  chacune  des  équations  que 

l'on  peut  obtCTÙr,  en  remplaçant  n  par  un  diviseur  de  n.  Si  n  est  un  nom- 
bre impair  dont  les  facteurs  premiers  soient  inégaux,  la  valeur  de  A 

sera  égale,  au  signe  près,  à  celle  que  donne  la  formule 

(2)  A  =  I +p4-p*  +  p'*-H.  .  .  +  p^''-''''. 

Si  d'ailleurs  on  pose ,  pour  abréger, 

(3)  »  =  ̂-. 

on  pourra  prendre 

(4)  f  =  e-'^~, 
et  alors  la  formule  (^i)  deviendra 

(5)  A=  i4-e">'^^-(-e4-l/~^_.,._^e>-0'«»./^_ 

Or  la  valeur  de  A,  donnée  par  l'équalion  (5),  est  ce  que  devient  la 
somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 

(6)  I,     e~°',     e"-'"',     é~^\     etc., 

quand  on  y  remplace  a'^  par  —  cù  \/ — i  ;  et  j'ai  remarqué  dès  l'année 
1 8 1 7,  dans  le  Bulletin  de  la  Société  Philomatique,  comme  dans  mes  le- 

çons au  Collège  de  France,  que  la  considération  des  fonctions  réciproques 
fournit  entre  les  termes  de  la  série  (6)  et  ceux  de  la  série  semblable, 

(7)  I,     e-'\     e-^'\     e^",... 
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une  relation  exprimée  |5ar  la  formule 

(8)  a"  {\  +  e-'-'  ̂   e-^"'  +  ...)  =  b"^  {\->r  e-"  +  c-^'"  ̂   ...), 

quand  a  e{  b  représentent  tleux  quantités  positives ,  assujéties  à  vérifier 
la  condition 

(9)  ab  =  TT. 

La  formule  (8)  parut  digne  d'attention  à  l'auteur  de  la  Mécanique  cé- 
leste, qui  nie  dit  l'avoir  vérifiée  dans  le  cas  où  l'un  des  nombres  a,  b 

devient  très  petit.  Effectivement  la  formule  (8),  qu'on  peut  encore 
écrire  comme  il  suit , 

donnera  sensiblement ,  si  a  se  réduit  à  un  très  petit  nombre  a, 

et,  pour  vérifier  cette  dernière  équation,  il  suffit  d'observer  que,  d'a- 
près la  définition  des  intégrales  définies,  le  produit 

a  pour  limite  l'intégrale 

(10)  j     e~'''  dx  =  ̂ ■^^. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer  que  la  formule  (8)  peut  subsister, 

comme  l'a  remarqué  M.  Poisson  ,  lors  même  que  la  constante  a  devient 

imaginaire.  Nous  ajouterons  seulement  qu'alors  la  partie  réelle  de  cette 
constante  devra  être  posifive ,  si  elle  ne  se  réduit  pas  à  zéro. 

]>orsque  ,  dans  la  série  (6),  on  pose  a*  =  —  w  \/—  i ,  la  valeur  de  co 

étant  fournie  par  l'équation  (3),  ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(I .)  «"  =  -  ?  V~i, 
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la  formule  (9) ,  ou     a^  h^  =  tt^,     donne 

(la)    ,  b"-  =  -\/-i. 

Alors  les  termes  distincts  de  la  série  (6)  se  réduisent  à  ime  partie  de  ceux 

que  renferme  le  second  membre  de  la  formule  (5),  et  les  ternies  dis- 
tincts de  la  série  (  7  )  à  ceux  qui  composent  le  binôme 

(-5)  ,+r'i^\ 

On  doit  donc  s'attendre  avoir  l'équation  (8)  fournir  la  valeur  du  rap- 

port qui  existe  entre  la  somme  alternée  A  et  le  binôme  dont  il  s'agit.  Or, 

en  effet,  pour  obtenir  cette  valeur,  il  suffira  de  supposer,  dans  l'équa- tion ,  8  ) , 

(141  rt^  =  a-  — ^V—  i> 

«^  désignant  un  nombre  infiniment  petit.  Soit,  dans  cette  hypothèse, 

(i5)  è^  ==  ê=  ̂_  ̂   v'=^. 2 

Q,  devra  s'évanouir  avec  et,  et  comme  la  condition  (9)  donnera 

a*  ̂^  -h  TT  f  "  a=  -  -  ̂^  )  V  -7  =  o, 
,2  n         i  ' 

on  en  tirera  sensiblement 
4S'  _ 

de  sorte  qu'on  pourra  prendre 

;t6)  1^  =  1. 

Cela  posé ,  si  l'on  multiplie  par  «et  les  deux  membres  de  la  formule  (8), 
les  termes  de  la  somme  alternée  A  ou  du  binôme  (i3)  s'y  trouveront 
multipliés  par  des  sommes  qui  se  réduiront  sensiblement .  dans  le  pre- 
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mier  membre,  au  produit 

a"  j     e    ""  dx  =  -tt'  a' , 
Je,  1  ' 

et,  dans  le  second  membre,  au  produit 

Jo  1 

Donc ,  en  laissant  de  côté  le  facteur 

/     e    ""  dx  =  ~7r\ 
Jo  2  ' 

qui  deviendra  commun  aux  deux  membres  de  la  formule,  on  trouvera 
définitivement 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même , 

(.8)  A=^in-r^^~'j  =  !^(,+rT'^-'j, a 

la  valeur  de  a  étant  fournie  par  l'équation  (i  i  ) ,  ou 

a'  ̂   —  e 

de  laquelle  on  tirera  (voir  VJtialjse  algébrique,  chap.  VII  et  IX), 

et  par  suite 

(■9)  T=(;)*»*'^  =  ̂'(-  +  V— ). 
Donc  en  supposant  A  déterminé  par  la  formule  (5  ) ,  on  aura,  non-seu- 
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lement  pour  des  valeurs  impaires  du  nombre  n,  mais  généralement ,  et 
quel  que  soit  ce  nombre, 

On  trouvera  en  paiticidier,  i °  si  ?z  est  de  la  forme  4x , 

(21)  A  =  «^(n-\/^^); 

2'
 

"  si  n  est de  la  forme  4x  +  i , 

(22) 
A  = 

:«'; 

3' 
°  si  n  est 

de  la  forme  Zjx  -i-  2, 

(23) 

A  = 

=  0; 

4' 

''  si  n  est 
de  la  forme  4x  -+-  3 , 

(M) A 

=  «' 

V-i Ainsi,  les  formules  (20),  {21),  (22),  (28),  (24),  queM.  Gauss  a  établies 
dans  un  de  ses  plus  beaux  Mémoires,  et  dont  M.  Dirichlet  a  donné  une 

démonstration  nouvelle  qui  aété  justement  remarquée  des  géomètres, 

se  trouvent  comprises  comme  cas  particuliers  dans  la  formule  (8  ,  de  la- 

quelle on  déduit  immédiatement  l'équation  (20 1  en  attribuant  à  l'expo- 
sant —  ar   une  valeur  infiniment  rapprochée  de  la  valeur  imaginaire 

—  V  —  i?  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  réduisant  l'exponentielle 

e"""'  à  l'une  des  racines  primitives  de  l'équation  i^i) ,  savoir,  à  celle  que détermine  la  formule  (4)- 

Si  l'on  supposait  a^  déterminé  non  plus  par  la  formule  (1 1),  mais  par la  suivante 

(25)  a-  =   V—  I» 

m  étant  premier  à  n\  alors,  en  opérant  comme  ci-dessus ,  on  obtiendrait. 
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au  lieu  de  la  fornuile  (ao) ,  une  équation  qui ,  combinée  avec  cette  for- 

mule, reproduirait  immédiatement  la  loi  de  réciprocité  entre  deux  nom- 
bres premiers,  ou  même  cette  loi  étendue  à  deux  nombres  impairs 

quelconques. 

§  n.    Transformation  des  sommes  alternées  en  produits. 

Soit  p 

une  racine  primitive  de  l'équation 

(i)  ar«=i, 

n  étant  un  nombre  premier  impair.  Les  diverses  racines  primitives  de 

l'équation  (i)  pourront  être  représentées,  ou  par 

p,  p\  p\-.-p"-', 
ou  par  p"\  p^-">,  p^'",.  ..  p(«-"''", 

m  étant  premier  à  n.  Soit  d'ailleurs  A  luie  somme  alternée  de  ces  racines 
primitives.  Cette  somme  sera  de  la  forme 

(2)  A  =  f:''  +  p''  +  p"  +  .  .  .  -  p*  — f*  -  f:*    -  .  .  ., 

les  exposants  i,   2,   3,. .  .  w  —  i, 

étant  ainsi  partagés  en  deux  groupes 

h,  h',  h",...      et     A",  k',  k",... 

dont  le  premier  pourra  être  censé  renfermer  les  résidus  quadratiques 

I,  4)  etc., 

et  le  second  les  non-résidus  suivant  le  module  n.  Si  l'on  suppose  en  par- 
ticulier n  =  3,  on  aura  simplement 

A  =  ̂ '-p'  =  p<-p-', 

en  sorte  qu'une  somme  alternée  A  pourra  être  représentée,  au  signe 
Tome  V.— Mai  1840.  21 
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près ,  par  le  binôme 
p'-r', 

ou  plus  généralement  par  le  binôme 

m  étant  non  divisible  par  3.  Si  n  devient  égal  à  5,  les  binômes  de  cette 

forme  se  réduiront,  au  signe  près,  à  l'un  des  suivants 

et  le  produit  de  ces  deux  binômes 

représentera  encore ,  au  signe  près ,  la  somme  alternée 

A  =  p+p^  -p2-p% 

qui  pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 

J'ajoute  qu'il  en  sera  généralement  de  même ,  et  que  pour  une  valeur 
quelconque  du  nombre  premier  n,  la  somme  alternée  A  pourra  être 

réduite  au  produit  P  déterminé  par  la  formule 

(3)  P  =  (p'  -  p-')  0^-p-'). . .  [p"-'  -  p-'-n 

Effectivement  ce  produit,  égal,  au  signe  près,  au  suivant 

(p*_p«)(p2_p«-='),..Vp  .     _p 

changera  tout  au  plus  de  signe,  quand  on  y  remplacera  p  par  c",  attendu 
qu'alors  les  termes  de  la  suite 

p,  p%  ̂ ',...f-\ 
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se  trouveront  remplacés  par  les  termes  de  la  suite 

-/n       ̂ 2/n       -3m  -(  n  —  ()' 

P    ,     P       ,    P      ,-••   P 

qui  sont  les  mêmes,  à  l'ordre  près,  et  lui  binôme  de  la  forme 

P'-P-' par  un  binôme  de  la  même  forme 

.ml  r  —  ml 

P       —  f 

Donc  le  produit  P  ne  pourra  représenter  qu'une  fonction  symétrique  ou 

une  fonction  alternée  des  racines  primitives  de  l'équation  (i).  Donc  il 
sera  de  l'une  des  formes 

a,  aA, 

a  désignant  une  quantité  entière  positive  ou  négative ,  et  son  carré  P^ 
sera  de  l'une  des  formes 

a*,  a^A'. 

Comme  on  tirera  d'ailleurs  de  l'équation  (3) ,  non-seulement 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

P  =  pV~)  (,_p«— ;(,_p«-«)...(,_p*), 
mais  encore 

et  par  suite, 

n  —  I 

P^  =  (-0~(.-p=)(i-p*)(i-p')-(i-P"-)(i-p"-M(i-f''-^) 

=  (-i)~(.-p)(i-p=)...Li-p''-*)  =  (-i)~«, 
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il  est  clair  que  P-  n'étant  pas  de  la  forme  a^,  devra  être  de  la  forme  a*A^. 
On  aura  donc 

(4)  (-i)'^n  =  a-A%  P=aA. 

Or  A^  ne  pouvant  être  qu'une  fonction  symétrique  de  p,  p^, .  •  •  et  par 
conséquent  un  nombre  entier,  la  seule  manière  de  vérifier  la  première 

des  équations  (  4  )  sera  de  poser 
n — I 

a-  =  I,  A*=  (  — i)   ''    n. 

On  aiu-a  donc  a:=  ±  i, 

et  par  conséquent , 

(5)  P=rhA; 

et  toute  la  difficulté  se  réduit  à  déterminer  le  signe  qui  doit  affecter  le 

second  membre  de  la  formule  [5].  Or  si,  dans  la  somme  alternée 

A  =  |D*4-p''  -\-  p''   +.  .  .  —  p*  —  f*  —  p*   —  etc., 

on  remplace  généralement 

cette  somme  sera  remplacée  elle-même  par  la  suivante 

tandis  que  la  somme  alterne  —  A  se  changera  en 

—  [n  —  i)^  I,    (mod.  n  . 

Donc ,  pour  décider  si  dans  la  formule  (5  )  on  doit  réduu-e  le  double  signe 
au  signe  -t-  ou  au  signe  — ,  il  suffira  de  chercher  la  quantité  en  laquelle 
se  transforme  le  développement  de  P  quand  on  y  remplace  chaque  terme 

de  la  forme  f,'  par  t  -  ),  et  de  voir  si  cette  quantité,  divisée  par  4,  donne 
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pour  reste  —  i  ou  +  i .  Or,  comme  le  développement  de  P  se  compo- 
sera de  termes  de  la  forme 

le  signe  qui  précède  p  étant  le  produit  des  signes  qui  précèdent  les  nom- 

bres 1,3,  5.  .  . ,  la  quantité  dont  il  s'agit  sera  la  somme  des  expressions 
de  la  forme 

idb3±5±. 

le  signe  placé  en  dehors  des  parenthèses  étant  le  produit  des  signes  pla- 
cés au  dedans.  Elle  sera  donc  équivalente,  suivant  le  module  n,  à  la 

somme  des  expressions  de  la  forme 

(6)  ±  [zh  I  ±  3  ±  5  ±..  .i  («  — a)]  V 

Ainsi,  en  particulier,  elle  sera  équivalente,  pour  //  =  3,  à 

I  '  —  (—  i)'  =  2  ̂ ?  —  I ,  (  mod.  3  )  ; 

pour  «  =  f),  à 

(i-t-3r-H-(-i— 3r  — (-i-+-3)=-(i-3)»  =  4  =  -  1,  i'iiod.  :V). 

D'ailleurs,  si  l'on  suppose  le  nombre  de  lettres  a,  h,  c. .  .,  égal  à  m,  la 
somme  des  expressions  de  la  forme 

(7)  ±{±a±b±c±...y", 

étant  développée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a,  h,  c.  .  . .  ne 

pourra ,  si  le  signe  extérieur  est  le  produit  des  signes  intérieurs,  renfer- 

mer aucun  terme  dans  lequel  l'exposant  de  a,  ou  de  b,  ou  de  c...  s'éva- 

nouisse, puisque  le  coefficient  d'un  semblable  terme  dans  cette  somme serait  évidemment 

Donc  la  somme  des  expressions  (y)  se  réduira  au  produit  de  leur  nom- 

bre 2'"  par  le  seul  terme 

1.2.3...  m. abc. . . ; 
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et  si  l'on  prend  pour 
a,  b ,  c,  . . les  nombres 

I,   3,   5.  .  .  im  —  I, 

cette  somme  aura  pour  valeur  le  produit 

2"'(i .  2.3. .  .  m)  1 .  3.5.  . .  {21J1  —  i)  =  i.2.3.4.--  2m. 

Donc  la  somme  des  expressions  (6)  aura  elle-même  pour  valeur  le 

produit 
1.2.3. ..(ri — i)^ —  I?   (mod.  «); 

et  P  se  transformera  en  une  somme  équivalente  à  —  i ,  si  l'on  y  rem- 

place généralement  f.'  par  (  -  1;  d'où  il  suit  que  l'équation  (5)  devra  être 
réduite  à 

(8)  P=A. 

En  d'autres  termes ,  on  aura 

(9)   (p'-r')(p'-r)-[f"-^-r'"-=']=p'+/='+p'+----p*-p*-p*— 

h,  h',  h", . . .  étant  les  résidus,  et  A,  A',  A' , .  .  .  les  non-résidus  inférieurs 
au  module  n.  Comme  on  aura  d'ailleurs 

(10)  0=  I  +  p'' 4- p'-' -H  p*  -4- . .  .-t-p*  +  p*  +p*'  +.  .., 

on  tirera  des  formules  (9)  et  (10),  combinées  entre  elles  par  voie  d'ad- dition , 

(11)  ip'-r)  {p'-p-')...[f"-'-p-"'-"]  =  H-2p^+  2p*  +  2p"-  +.  .  .; 

par  conséquent, 

(12)  (p'-p-')(p»_p-3\..[p"-2_p-'"-2)j  =  ,+p+p*4.pS_j...._^p(«-<)  =  . 

Des  formules  (9)  et  (12),  relatives  au  cas  où  n  est  un  nombre  premier 

impair,  on  déduit  aisément  celles  qui  sont  relatives  au  cas  où  n  est  im 

nombre  composé  quelconque ,  comme  je  le  montrerai  plus  en  détail 
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dans  un  autre  article.  J'observerai  en  finissant  que ,  si ,  «  étant  un  nom- 

bre premier  de  la  forme  ix  +  i,  et  désigne  une  racine  primitive  de  l'é- 
quivalence jc^  =  1, 

et  m  une  racine  primitive  de  l'équivalence 
x"~'  ̂   I,  (mod.  n), 

on  obtiendra  un  produit  P  proportionnel  à  un  facteur  primitif  de  //, 

non-seulement  lorsqu'on  supposera  la  valeur  de  P  donnée  par  la  for- 

mule (3),  mais  aussi  lorsqu'on  prendra 

1 — 1 

I  -^2- P  =  Vp  +  Ap'"  ̂    -H  a^p"-   ̂    J\p'"  +  ap'"         ̂     =  ct''p" 

le  nombre  des  facteurs  trinômes  étant  — ^ — .  Le  facteur  primitif  de  //, 

auquel  cette  dernière  valeur  de  P  deviendra  proportionnelle ,  sera 

0  =  p  4-  ap'"  -+■  a-p"''  +p"''  -(-...-(-  u-p'"'—. 

On  trouvera  par  exemple,  pour  n  :=  7,  m  =  3, 

{p-+-  ap-+  «y)  ((C^-H  ap"-»-  a-p')  =  a=[(0-+-  p^'^  a.  (p'+f*)  ■+-  cL^[p^ -{-p')], 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

P  =a»0; 

pour     //  =  i3,     m  =  6, 

(  p-Hap^-Hay)(p''4-ap--H  a=p^)  (t'« -|- ap'^ -(- a^,:*^  (p« -f- ap' -(- a^p") 

=  (H-  aa)[p  +  p'*-l-p'  =  -(-p^+a(p''-+-p''4-p'-|-p')-ha.=  (p"'-l-p--hp^4-p")] 

ou  P=(i-4-aa)0,  etc.. 

D'ailleurs,  pour  établir  la  proportionnalité  de  P  et  de  0  considérés P 

comme  fonction  de  p ,  il  suffira  d'observer  que  P  se  change  en  -  quand 
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P 

on  y  remplace  p  paip'".  Quant  au  rapport  -,  il  ne  pourra  être  qu'une 

lonction  entière  de  a,  que  l'on  pourra  réduire  à  la  forme 
a  ■+■  ha.  ; 

et  une  méthode  semblable  à  celle  par  laquelle  nous  avons  déterminé  le 

signe  de  A  dans  la  formule  (17),  fera  connaître  les  nombres  entiers  a ,  b, 

ou  du  moins  des  quantités  équivalentes  à  ces  mêmes  nombres  sui\  ant  le 

module  ti.  Enfin  l'on  pourrait  étendre  les  propositions  que  nous  venons 

d'indiquer  à  des  produits  P  composés  de  facteurs  polynômes  dont  cha- 
cun offrirait  plus  de  3  termes;  par  exemple,  5  termes  si  «  —  i  était  di- 

visible par  5,  7  termes  si  n  —  i  était  divisible  par  7,  etc.. 
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SOMMATION  DE  CERTAINES  PUISSANCES 
d'une 

RACINE  PRIMITIVE  D'UNE  ÉQUATION  BINOME, 

Et  en  particulier,  des  puissances  qui  offrent  pour  exposants  les  résidus 
cubiques  inférieurs  au  module  donné; 

Pab  M.  AuGusTix  CAUCHY. 

Le  module/?  étant  un  nombre  premier,  concevons  qu'une  racine  pri- 
mitive d'une  équation  binôme  du  degré  p  soit  successivement  élevée  à 

des  puissances  qui  offrent  pour  exposants  les  résidus  quadratiques  infé- 
rieurs au  module />.  La  somme  de  ces  puissances  pourra  seulement  ac- 
quérir deux  valeurs  distinctes  en  vertu  de  la  substitution  d'une  racine 

primitive  à  une  autre  ;  et  la  différence  entre  ces  valeurs  sera  une  fonc- 

tion alternée  que  M.  Gauss  a  le  premier  appris  à  déterminer.  Or,  après 
avoir  exposé,  dans  la  Note  qui  précède,  une  méthode  fort  simple  qui 
reproduit  les  résultats  de  M.  Gauss,  j'ai  dit  que  la  même  méthode  pou- 

vait être  étendue  à  d'autres  déterminations  analogues.  C'est  ce  que  l'on 
verra  dans  cet  article  où  la  méthode  dont  il  s'agit  se  trouvera  particu- 

lièrement appliquée  à  la  solution  du  problème  que  je  vais  indiquer. 
Supposons  que,  le  module/?  étant  du  nombre  de  ceux  qui,  divisés 

par  3,  donnent  i  pour  reste,  on  élève  une  racine  primitive  aux  diverses 

puissances  qui  offrent  pour  exposants  les  résidus  cubiques.  La  somme 

de  ces  puissances,  quand  on  y  remplacera  la  racine  primitive  donnée 

par  d'autres,  pourra  successivement  acquérir  trois  valeurs  distinctes, 
et  ces  trois  valeurs  seront  les  trois  racines  d'une  équation  connue ,  à 

laquelle  on  parvient  à  l'aide  de  la  théorie  de  M.  Gauss.  D'ailleurs  la 

fonction  alternée  la  plus  simple  que  l'on  puisse  former  avec  ces  trois  va- 

leurs est  le  produit  des  trois  différences  que  l'on  obtient  en  les  retraii- 
Tome  \.  —  Mai  i8(0.  22 
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chant  l'une  de  l'autre.  Or  la  détermination  complète  de  cette  fonction 

alternée  est  évidemment  un  problème  analogue  à  celui  dont  j'ai  donné 
deux  solutions  nouvelles  dans  l'article  précédent.  Seulement  ce  nouveau 

problème  est  d'un  ordre  plus  élevé ,  attendu  que  les  résidus  quadrati- 
ques se  trouvent  ici  remplacés  par  des  résidus  cubiques.  Mais,  quoi- 

qu'en  raison  de  cette  circonstance  la  difficulté  semble  s'accroître ,  toute- 
fois je  parviens  à  la  surmonter  en  suivant  une  marche  semblable  à  celle 

que  j'ai  adoptée  dans  la  Note  citée. 
J'indique  aussi  quelques-unes  des  conséquences  auxquelles  on  se 

trouve  immédiatement  conduit  par  la  solution  du  problème  que  je 
viens  d'énoncer. 

AN.\LYSE. 

§  P''.    Théorèmes  divers,  relatifs  aux  modules  qui,  divisés  par  3, 
donnent  l'unité  pour  reste. 

Soient  p  un  nombre  premier  impair,  Ô  une  racine  primitive  de  l'é- 

quation 

(i)  XP=1, 

et  t  ime  racine  primitive  de  l'équivalence 

{2)  xP'^'^i,  [xaoA.p). 

Les  divers  entiers  inférieurs  au  module/»  seront  équivalents  ,  suivant  ce 

module ,  aux  divers  termes  de  la  progression  géométrique 

I,   t,    t\   t\.  ..  tP-''; 

et  en  conséquence  les  diverses  racines  primitives  de  l'équation  (i)  pour- 
ront être  représentées  ou  par  les  termes  de  la  suite 

ou  par  les  termes  de  la  suite 
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Si  d'ailleurs  on  nomme  S  la  somme  de  ces  racines  primitives,  c'est-à-dire 
si  l'on  pose 

i3)  s  =  ô-HÔ'-t-ô"H-...-<-9'.'-% 

on  aura  évidemment  i-|-.S=o,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(4)  s  =  -i. 

Concevons  maintenant  que  le  module  p,  divisé  par  3,  donne  l'unité 
pour  reste,  et  posons 

(5)  '^=^- 

La  progression  géométrique 

I,  t,   t\  t\...  tP-\ 

pourra  être  décomposée  en  trois  autres,  savoir 

I,  t\  t\..  .  tP-", 
t,  t",  t\.  .  .  f-^ 

t\  t',   t\...    tP-^; 

et  la  somme  s  en  trois  parties  correspondantes 

respectivement  déterminées  par  les  équations 

(s„  =  9  +  e^  +  r  4-...-h6"-% 

(6)  |s,  =9'  -t-â'^  +  9'--i-...  +  ô"-, 
(  s,  =  Q"  -H  Q'-  +  Q''^.,.^S"-'. 

Cela  posé,  comme  les  divers  résidus  cubiques,  inférieurs  au  module  o, 

seront  équivalents,  suivant  ce  modide ,  aux  divers  termes  de  la  progres- 
sion géométrique 

> ,  '   ,   t  , .  .  .  t.       , 

il  est  clair  que  s„  représentera  la  somme  des  puissances  de  6  qui  oUVironl 2a.. 
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pour  exposants  ces  résidus  cubiques.  Quant  aux  sommes  s, ,  -S, ,  on  les 
déduira  évidemment  de  la  somme  S^ ,  en  remplaçant  la  racine  primitive  6 

de  l'équation  (i)  par  la  racine  primitive  Ô'ou  5".  Ily  aplus.si  à  la  racine 
primitive  ô  on  substitue  successivement  toutes  les  autres,  la  somme  des 

puissances  de  Q ,  qui  offrent  pour  exposants  les  résidus  cubiques  infé- 
rieurs au  module  p,  pourra  seulement  acquérir  trois  valeurs  distinctes 

qui  seront  précisément 

Enfin ,  si  l'on  nomme  S^  la  somme  des  puissances  de  6  qui  ont  pour 
exposants  les  cubes  des  nombres 

o,    I,    2,    "i,.  ..  p—  I, 

et  S, ,  Sï ,  ce  que  devient  S^  quand  on  y  remplace  successivement  S  par 

G'  et  par  Q'',  on  aura 

(7")  So  =  i-H3Sa,     S,  =  i  +  3s,,     Sj=i-(-3§2. 

En  effet,  les  nombres 

I,    2,    3,.  .  .  p   I, 

peuvent  être  censés  représenter  les  diverses  racines  de  l'équivalence 

xP~'^i,     ou     x^'='^i,     (mod.p), 

qui  se  décompose  en  plusieurs  autres,  savoir, 

(8)  x'=ï,     x^  =  t\     x'  =  t\...  x'=tP'*,     (mod.;>: 

et  par  conséquent  trois  d'entre  eux  vérifieront  chacune  des  équiva- 
lences (8).  Donc  si  l'on  pose 

(9)  S„z=i-^S'+9''-^0''  +  ...-^  ̂ (^-)'^ 

on  aura  encore 

S„  =  I  4- 3f  G -f- ^'^ -+- «'^ -+- .  .  . -h  ô'^  ̂ ), 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

So  =   I  -(-  38o- 

On  retrouve  ainsi  la  première  des  formules  (7  ),  de  laquelle  on  déduira 

la  seconde  et  la  troisième  en  ceijiplaçant  6  par  S'  et  par  H''. 
Il  est  bon  d'observer  que,  si  t^"'  désigne  un  terme  quelconque  de  la 

suite 

un  autre  terme  de  la  même  suite  sera  équivalent  à 

—  /'"'=(— r)'; 

et  même,  comme  on  aura 

p—  '         -j  o 

t    ̂    =  t    '  ̂   —  I ,     (  mod .  p) , 

il  est  clair  que  le  terme  équivalent  à  —  t^'"  sera 

t    '  =  ̂     V        ̂ A 

Cela  posé,  les  différents  termes  de  chacune  des  sommes 

seront  deux  à  deux  de  la  forme 

6',  ̂ '; 

et  comme  6  étant  une  racine  primitive  de  l'équation  (i),  6',  6~'  repré- 
senteront deux  expressions  imaginaires  conjuguées,  la  somme  partielle 

se  réduira  simplement  à  une  quantité  réelle.  Donc  les  trois  sonmies  §„, 

S, ,  Sj  seront  trois  quantités  réelles,  et  l'on  pourra  en  dire  autant  des 
trois  sommes  Sg,  S,,  Sj,  qui  seront  d'ailleurs  les  trois  racines  dune 
équation  connue  du  troisième  degré.  Cette  équation ,  et  celle  qui  aura 

pour  racines  les  trois  autres  sommes,  pourront  d'ailleurs  s'obtenir  k 
l'aide  des  considérations  suivantes. 
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Si  1  oïl  élève  au  carré  la  valeur  de  §„  fournie  par  la  première  des 

équations  (6  j,  on  trouvera 

/s;  —  9'+'  -+-  ô>:+"  +  ôi+.f. -1-   4-  9<-*-"'-'* 

)     +6''+''+ 9''  +  '"-i-ô"+"+   +  S"+-' (loi  \ 

^        j      +  etc. 

Dans  le  second  membre  de  cette  dernière  formule,  les  termes  que  ren- 
ferme une  même  colonne  verticale  se  déduisent  les  uns  des  autres  quand 

on  remplace  successivement  dans  le  premier 

9  par  9'',  ou  par  9'%  ...  ou  par  â"'"^. 

Donc  la  somme  de  ces  termes  se  réduit  toujours  ou  à  l'une  des  sommes 

0  J      S|  J      §2  5 

ou  bien  au  nombre  de  ces  termes ,  c'est-à-dire  à  ̂—^ —  ,  dans  le  cas 

particulier  où  l'exposant  de  6  dans  le  premier  terme  s'évanouit,  ce  qui 
a  lieu  lorsque  le  premier  terme  est 

Donc  la  formule  (  lo"*  donnera 

(ii;  s^  =  '^^-<- aS(,+ b^,+ c^2, 

a ,  b ,  c  désignant  trois  nombres  entiers  dont  la  somme ,  inférieure 

d'une  imité  au  nombre  des  termes 

û(-t-i       fl'"*"''       fi'"*"'''     .     û'-t-f"'' 

sera 

(12)  a-(-  b-(-  c  =  ̂ ^. 

Or,  quoique  au  premier  abord  la  détermination  des  entiers  a,  b,  c 
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semble  exiger  le  calcul  numérique  des  divers  termes  de  la  suite 

I  +  i,      I  -h  /',      I  -h  /%.  .  .  I  -t-  f'', 

néanmoins  ce  calcul  n'est  pas  nécessaire,  et  la  détermination  dont  il 

s'agit  peut  aisément  s'effectuer,  comme  on  va  le  voir,  à  l'aide  d'une 
méthode  analogue  à  celle  que  nous  avons  employée  dans  le  précédent 
article. 

La  valeur  de  K  donnée  par  la  formule  (i  1 J  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

(s:  =  'P^Ô'^-,-a(8'  +6" -+-... -H  6'^-') 

(•3)  l  +b(6'  +â"+...-HÔ"'~') 

(  _t_c(9'>-t-6^  +...  +  9'"-'); 

et,  pour  déduire  celle-ci  de  la  formule  (10),  il  suffit  d'y  faire  croître 
ou  décroître  d'un  multiple  de  />,  l'exposant  /de  chaque  terme  de  la  forme 

Or  concevons  que,  dans  l'ime  ou  l'autre  fornude,  on  remplace  géné- 
ralement 

p—  ' 

6'  par  l    ̂    =r. 

Comme  l"  croîtra  ou  décroîtra  d'un  multiple  àe  p ,  en  même  temps 

que  /,  il  est  clair  qu'après  le  remplacement  dont  il  s'agit,  les  seconds 
membres  des  formules  (10)  et  (i 3),  se  transformeront  en  deux  quan- 

tités qui  seront  équivalentes  entre  elles  suivant  le  module  p.  D'ailleurs 
m ,  /  étant  deux  nombres  entiers ,  on  aura 

{t''"-^<f  =  {t'")P-'t''   =r,     ̂       ̂mod.^), 

et 

{t""iy  =  {t"'y-'r=r,  (mod.p). 

Donc  les  quantités  dans  lesquelles  se  transformeront  les  seconds  mem- 
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bres  des  formules  (10)  et  1 13)  seront  équivalentes  aux  deux  produits 

qu'on  obtient  en  multipliant 

P  —  ' 

d'un  côté,  par  la  somme 

d'un  autre  côté ,  par  le  trinôme 

a  H-  b^'^  +  et:"". 

On  aura  donc 

(.4;,  a-hbr-Hc<^'^  =  (H-r>"+ii-+-«'r-+--..  +  (H-<''-T'>od./j). 

De  même,  si,  dans  les  seconds  membres  des  formules  (10)  et  (i3),  on 

remplace  généralement 

6'  par  /^", on  trouvera 

(i5)a-+-b^'"+c/^^"=(H-0'"-l-;ï  +  ̂')'"-'----  +  (i-^''"')'"'(mod./>j. 

Concevons  à  présent  que,  dans  les  seconds  membres  des  formules  (i4)» 

(i5),  on  développe  chaque  binôme  de  la  forme 

(i4_<3'»)^     ou     (H-«"")^. 

La  somme  des  valeurs  que  prendra  un  terme  du  développement ,  quand 
on  attribuera  successivement  à  m  les  diverses  valeurs 

P  —  k o,    I,   2,...  —^  = 

sera  de  la  forme 
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Donc  cette  somme  sera  nulle,  à  moins  qu'il  ne  s'agisse  d'un  terme  dans 

lequel  l'exposant  de  t  soit  multiple  de  S-zd-  =  /j  —  i .  Il  est  aisé  d'en  con- 
clure que  les  formules  (i4),  (i5)  donneront 

(16)  ii  +  hr-^ce'°~i<:ff,     a-t-b^''°'-Hc<'='=(a  +  n)'ar.  fmod.  p), 
la  valeur  de  II  étant 

(17)  n    =   (■^-Hl)(-'g  +  2).--2a- I  .  2 . 3  .  .  .  'Or 

Soit  d'ailleurs 

(.8)  r=i^; 

r  représentera  une  racine  primitive  de  l'équation 

(19)  .r'  =  I,   (mod.  p), 

et,  connue  on  aiua 

'sr  =  ̂ ^^  =  —  '^,    y  mod.  p) , 

les  formules  (12),  (i3)  donneront 

(20)  a  +  b  +  c~— -,  a  +  br+cr'  =  — |,  a  +  br'  +  cr^— |— -,  (  mod. />). 

Enfin  l'on  tirera  de  ces  dernières 

(21)  a  =^   ,     b^   /•,     c^   r,    mod.  p). 

99  99  99*^^
 

Les  valeiu's  de  a ,  b,  c ,  étant  ainsi  déterminées,  on  pourra  les  substituer 

dans  la  formule  (11),  et  dans  celles  qu'on  en  déduit  lorsqu'on  y  rem- 

place â  par  9'  ou  par  9'',  c'est-à-dire,  dans  les  trois  équations 

s^  =  -ar  -V-  !i'^u-\-  b.s , -H  C.S.J ,     .s;  =  <sp  -h  a-S ,  -+-  h^j-\-  cjJo ,     <"*!  =  'sr  -HaS ,4-  h& , -+.  c»„. 

D'autre  part,  on  aura,  en  vertu  de  l'équation  (4), 

(23)  S„   4-S,   4-  f!j   =_   ,, 

Tome  V.  — Mai  iSJo.  ^3 
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et  de  cette  dernière,  combinée  avec  les  formules  (aaj,  on  tirera  succes" 
sivement 

(24)     Sl-lr  »]  +  &',  =  i^-\-  i,      ègS,  -\-§,S^-{-SjSo=—fSr; 

(26)     SèS.+  S'^2-^-^àSo  =  by7 — n^",     So§]+S,Sl-^§^8',  =  cp—'sr''; 

(26)  («0  — §.)  (S,  — ^%)  {h—h)  =  {c-h)pi 

(27)  è,hh  =3      — ^/^; 

puis,  en  ayant  égard  à  la  formule  1^12), 

(28)  So§.  S.  =  i  a/?  —  '^  ~  ̂ ~'' 

11  suit  des  formules  (23),  (24),  ̂ 28),  que  «oj  S,,  So  sont  les  trois  va- 

leurs de  s  propres  à  vérifier  l'équation 
t'^  —  3-3T  —  I  —  at) 

(29)  ^»  +  .S  —  <zjrô  H   2   i-  =  o. 

Si,  dans  cette  dernière,  on  pose 

S  =  I -h  3-S      ou     §  =  ?-=-!., 

on  obtiendra  la  suivante 

(30)  S'  — 3/jS  -/jA  =  o, 

la  valeur  de  A  étant 

(3i)  A  =  8-/,-t-9a. 

L'équation  ̂ Zo)  étant  précisément  celle  qui  a  pour  racines  les  trois 
sommes  réelles 

le  produit  des  différences  entre  ces  trois  racines  ,  savoir, 

(So-S,)(S, -S,)^S,  — So)  =  3»(So-â,)(s. -^.)(S,-So), 
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aura  pour  carré,  d'après  une  règle  connue,  le  binôme 

4  (  ̂pY  —  27  (ApY  =  a7p^(  4;j  -  A»  ). 
On  aura  donc 

(32)  -^7  (8„  -  s,Y  (8,  -  8,)^  (S,  -  s,Y  =pH4p-  A* .. 

D'autre  part ,  si  l'on  pose 

(33)  B=b  — c, 

l'équation  (26  )  donnera 

(34)  (§0  — s.)  (8.  -  82)  (82-80)  =—  B/j; 

et  l'on  tirera  des  formules  (  32) ,  (34), 

(35)  lip  =  A:'-^-i-]B\ 

Enfin  les  équations  (3 1),  (33),  jointes  aux  formules  (21),  donneront 

(36)  A=-n,      B  =  ̂^^^-^n,      ̂ mod./>). 

Donc ,  1°  l'équation  ['55}  pourra  être  vérifiée  .  comme  l'a  dit  M.  Jacobi, 
par  des  nombres  entiers  ±  A,  ±  B ,  et  la  quandté  A  dont  la  valeur  nu- 

mérique sera  inférieure  à 

V^p  -  27  =  I  Vr  -  (p  -  8)^  -  44  , 

par  conséquent  k^p,  pourra  être  complètement  déteniiinée,  ainsi  que 

la  quantité  B,  inférieure  elle-même  ,  abstraction  faite  du  signe,  à  ̂  \  p, 

à  plus  forte  raison  à  ̂ p,  parle  moyen  des  formules  (36);  2"  si,  dans 
la  formule  (3o),  on  substitue  la  valeur  de  A  choisie  de  manière  à  véri- 

fier non-seulement  la  formule  (35),  mais  encore  la  condition  (  3i\  pré- 
sentée sous  la  forme 

A^— i^-(-i),     (mod.  9), 

l'équation  (3o)  aura  pour  racines  réelles  les  trois  sommes 

^07     ̂ 1  ?     ̂ j. 
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Cette  dernière  conclusion  s'accorde  avec  des  remarques  déjà  faites  par 
M.  Libri  et  par  M.  Lebesgue  (voir  ce  Journal ,  février  i84o).  Nous  ajou- 

terons que,  l'équation  (28)  pouvant  être  réduite  à 

(37)  2780^.82  =  ̂ A-t-3)/j—i, 

et  le  produit  ̂ 0^1=^2  étant  nécessairement  une  quantité  entière,  on 

aura'  par  suite 

(38)  (A-4-3)/j=i,     (raod.  27). 

Ainsi,  en  particulier,  on  trouve  pour  ya  :=  7, 

A  =  i,     (1-4-3)7  =  28^1,     (  inod.  27); 

pour  ̂   =:  1 3 , 

A  =  —  5,     ( — 5-|-3)i3=:  —  26^1,     (mod.  27), 

etc..  De  plus  la  fonction  alternée  la  plus  simple  que  l'on  puisse  former 
avec  les  trois  quantités  -Sq,  ̂ ,,  ̂ 2^  ou  le  produit 

i^O-^.)    (^,    -^2)(^2-'^o), 

dont  le  carré  peut  se  déduire  de  la  formule  (29)  ou  (3o),  offrira  une 

valeur  qui  sera  complètement  déterminée  par  la  formule  (34). 

§  II .    Conséquences  diverses  des  principes  établis  dans  te  premier 

paragraphe. 

Ou  peut,  des  formules  établies  dans  le  premier  paragraphe,  déduire 

diverses  conséquences  que  nous  nous  bornerons  à  indiquer. 

D'abord  il  résulte  de  la  formule  (34)  que  les  trois  sommes 

^01    ̂ n    ̂ 2» 

rangées  d'après  leur  ordre  de  grandeur,  seront  trois  termes  consécutifs 
de  la  suite  périodique 

^01     ̂ 1»     ■*'2  î      ̂0?     ̂ O     §2  >  •  •  • 
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si  B  est  négatif,  et  trois  termes  consécutifs  de  la  suite  périodiciue 

si  B  est  positif.  Ajoutons  que  l'ordre  de  grandeur  des  sommes 
'^O  >      s  I  ,      So  , 

sera  eu  vertu  des  formules  (7),  préci.sément  le  même  que  Tordre  de grandeur  des  sommes 

^0>      ̂ O      §2. 

Observons  encore  qu'en  vertu  du  théorème  de  Lagrange,  les  racines 
de  l'equation  (3o),  rangées  dans  leur  ordre  de  grandeur,  seront  res- pectivement 

les  valeurs  de  a,  Jetant  données  par  les  formules 

et  que  les  séries,  dont  les  sommes  représentent  les  seconds  membres 
de  ces  formules,  seront  toujours  convergentes,  eu  égard  à  la  condition A»  <  lip. 

Pour  obtenir  l'ordre  de  grandeur  tel  que  nous  venons  de  1  indiquer,  H 
suffit  d'observer  que  cet  ordre  reste  le  même  pour  toutes  les  valeurs'de 
A  qui  vérifient  la  condition  A^  <  ̂ p,  et  que  les  trois  racines  de  l'équa- 

tion (3o),  rangées  d'après  cet  ordre,  seront  évidemment 

—  V3/j,    o,    \/3p, 

si  l'on  remplace  A  par  zéro. 
Enfin,   si  l'on  cherche  le  nombre  des  solutions  que  peut  admettre 
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chacune  des  formules 

X-  -hj  ̂ z,     JT+J'-Hz^o,      (mod.p), 

quand  on  prend  poin-  x',  j,  z  des  résidus  cubiques  positifs  et  inférieurs 
à  p,  on  conclura  de  la  formule  (i  i)  que  ce  nombre  est 

f— I  p+A— 8 

a  w  — 

3  9        ■ 

Si  l'on  assujétissait  x,jr,  z  à  vérifier  la  condition 

■r  <  jr  <  I , 

le  nombre  des  solutions  deviendrait 

a-îT 

  p  —  I  p  -\-  \  —  I 
1.2.3  2  3'* 

dans  le  cas  où  2  ne  serait  pas  résidu  cubique  de  p,  et 

aar  I  p — \  p-\-K — 35 
  'tîT  =   —   
1.2.3       2  2  3^ 

dans  le  cas  contraire.  D'ailleurs  ce  nombre   de  solutions  sera  pair, 
attendu  que  trois  valeurs  données  de 

^,  J,  z, 

pourront  être  remplacées  par  trois  autres  valeurs  de  la  forme 

/^-2'     P-I^     p-x; 

et,  pour  qu'il  s'évanouisse,  il  faudra  que  l'on  ait,  dans  le  premier  cas, 

^  -J-  A  —  8  =  o . 

dans  le  second  cas  ,  p  -{-  -^  —  35  =:  o. 

Or  ces  dernières  formules,  jointes  a  la  condition 
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donneront,  dans  le  premier  cas, 

^/'<  8,     /><  i6, 

et  dans  le  second  cas, 

^p<'55,    p<  no. 

D'ailleurs  les  seids  nombres  premiers,  inférieurs  a  i6,  et  de  la  forme 
S-ar  -I-  I ,  sont  7  et  1 3,  pour  lesquels  la  condition 

/>  4-  A  —  8  =  o 

est  effectivement  vérifiée;  et  l'on  reconnaîtra  pareillement  (jue  la  con- dition 

/>  +  A  -  35  =  o 

se  vérifie  pour  les  nombres  premiers  3i ,  43,  qui,  seuls  au-dessus  de  70, 
sont  de  la  forme  S'sr  -h  i,  et  offrent  des  résidus  cubiques  dont  Iiin  est 
égal  à  2. 

Au  reste,  les  formules  obtenues  dans  le  premier  paragraphe  peuvent 
encore  être  déduites,  comme  je  le  montrerai  dans  un  autre  article,  de  la 
considération  des  facteurs  primitifs  du  nombre  premier/;;  et  l'on  peut, 
à  l'aide  des  mêmes  méthodes,  établir  des  formules  analogues  qui soient  relatives,  non  plus  aux  résidus  cubiques,  mais  aux  résidus  des 
puissances  supérieures  à  la  troisième. 
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NOTE 

SUR  UN  THÉORÈME  DE  FERMAT; 

Par  m.  LEBESGUE. 

Théorème.  «  Si  l'on  admet  que  l'équation  X"-t- Y"  =  Z"  soit  im- 

»  possible  en  nombres  entiers ,  il  en  résultera  que  l'équation 
»  j:*"  H-^*"  =  z-  l'est  également.  >-, 

Démonstration.  Dans  l'équation  o'^" -Hj-^"  =  z^  on  peut  toujours 

supposer  les  inconnues  x,j,  z  premières  deux  à  deux,  de  sorte  qu'il 
y  aura  nécessairement  deux  inconnues  impaires  et  l'une  paire,  puis- 

qu'elles ne  sauraient  être  toutes  trois  impaires.  Il  faut  encore  que  z 
soit  impair,  puisqu'un  carré  pair  ne  saurait  avoir  la  forme  l\k-\-  i.  On 

peut,  d'après  cela,  considérer  l'équation  [i"jcY'' -^-j"^"  ~- z^ ,  où  Xj 

j",  z  seront  supposés  impairs.  Cela  posé,  en  faisant  a"  =  p(y,  sous  l'hy- 
pothèse de  p  et  q  imjiairs  et  premiers  entre  eux,  il  en  résultera 

z  ±.  j"  =  ip'",      z  zfz  r"  =  2^""  -' .  q""' , 
et  par  conséquent , 

-  =p="'-h  2^"°-=.  q-\       ±j-"=p^'  —  ■2-''"'\q-". 

1°.  Pour  «  ̂   1 ,  on  a  la  solution  connue 

z=p'-h{i''-'qr,      ±j  =p^-{i''-'qY,      x=z'i."pq; 

2".  Pour  n  =  2,  l'équation  ±j""  =  p'^"  —  2^"°-^.  q'^"  ne  peut  subsis- 
ter avec  le  signe  inférieur,  on  prendra  donc^-  =^/j*  —  2*"" '9*;  donc 

si  l'on  pose  q  =  rs,  il  en  résultera  p-  ±:j"=  27-%  p-  ̂ J=  2*""'..$*,  et 

par  suite  l'équation  p^  =  r*  H-  (2""  '  s)\  où  les  inconnues  sont  impaires 
et  premières  enti-e  elles.  Ainsi  l'équation  (2"x)*  +  j*  =  z^  entraine 
l'équation  (2"-'^^)*  -»-  r*  =  />%  celle-ci  entraîne  semblablement 
[i''~'^lY-\-u''  =  v-,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  trouve  P^-4-Q*  =  R% 
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où  P,  Q,  R  sont  des  nombres  impairs,  ce  qui  est  impossible.  Il  est 

donc  prouvé  que  x''  +jr*  ̂   ̂ '  est  impossible,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  dé- 

montré par  la  méthode  de  Fermât.  L'équation  x^"  -'r  j"^"  =  z^  sera  par 
conséquent  impossible  pour  toutes  les  valein-s  paires  de  n. 

3".  Pour  le  cas  de  ii  impair,  l'équation  ±  j"  :=  p""  —  i'^""'^ .({^" 

pourra  s'écrire^"  =  p'^"  —  a^""""^.  y*",  en  supposant  j^  positif  ou  néga- 
tif. Soit  donc^  =  « ,  en  supposant  r  et  j  impairs  premiers  entre  eux,  et 

l'un  d'eux  négatif  s'il  est  nécessaire;  il  faudra  poser  r"  =  p"  -^i""''  .q", 
s"  ̂  p"  —  ■i""'' .(j";  d'où  /■"  —  s"  =^  {"^"^Y-  Quel  que  soit  le  signe  de  s, 

cette  dernière  équation  a  toujours  la  forme  X"  +  Y"  =  Z";  donc  l'im- 

possibilité de  cette  équation  entraîne  celle  de  l'équation  x^"  -'rj^"  =  z". 
Il  résulte  donc  des  théorèmes  démontrés  par  Fermât  et  Euler,  par 

MM.  Legendre  et  Dirichlet,  et  en  dernier  lieu  par  M.  Lamé,  que  l'im- 
[)ossibilité  de  l'équation  x"'H-j*"=r°,  et  celle  de  l'équation  3c"-\-j"r=z'' 

pour«  =  3,  5,  7,  entraînent  celle  de  l'équation  x-"+j>'^"=  z-  pour 

n  ̂   1,  3,  4)5,  6,  7,8,  9,  lo  —  12  —  i4,  i5,  16  —  18  —  20,  21,  22 

—  24,  ̂ 5,  26,  27,  28  —  3o,  etc. 

Les  recherclies  que  j'ai  faites  sur  l'équation  x"  -\-j"=z"  m'ont  con- 

duit à  démontrer  l'impossibilité  de  quelques  équations  indéterminées 

dont  je  m'occuperai  dans  im  auti'e  article. 

V  -  Mai  18^0.  a4 
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NOTE 

SUR    UNE    FORMULE  DE   M.    CAUCHY 

Par  31.  LEBESGUE. 

Dans  le  Compte  rendu  des  semices  de  UJcadémie  des  Sciences,  6  avril 
i84o[*],  M.  Cauchy  a  montré  que  les  théorèmes  les  plus  élevés  de la  théorie  des  résidus  quadratiques  peuvent  être  déduits  de  la  formule 

où  l'on  suppose  ab  =  7r,  formule  dont  la  démonstration  remonte  a l'année  1817. 

La  formule  de  Z\L  Cauchy  ne  diffère  que  par  la  forme  de  celle-ci, 

les  sommes  étant  prises  de  ;^  =  o  à  «  =  0=  ;  car  si  l'on  fait  —  =  a\ 

l^kTT^  =  b\  d'où  ab  =  7r,  on  retrouve  la  formule  (i).  L'équalion  (2)  a ete  donnée  par  M.  Poisson  dans  le  Journal  de  l'Écoh  Polytechnique. XIX"'  cahier,  page  420. 

La  supposition  a^  =  J_  ̂  ̂ ^  change  les  formules  (i)  et  (2)  en 

A  _   ■+  ie-  "  +  2e- 4='-^  4-  2e-!>^'  + 
^-  I^   Zh   Zë — ~-  (3) 

M.  Jacobi  a  montré  depuis  fong-temps  que  cette  formule  (3)  est conséquence  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
On  sait,  en  effet,  que  si  l'on  pose 

une 

[*]  L'article  cite  se  trouve  reproduit  ci-dessus  (page  i54). 
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Ja    VI — /-'sin'(p  ,/o    1/  I  —  h''sin'p 

er  e     ̂    =q. 

/2K 
H-27+2f/+2f/»+...  (V./^?/«ry.  «o('fl,p.3o,  85, 184.) 

Cela  posé,  voici  textuellement  la  démonstration  de  31.  Jacobi  (Jour- 
nal de  M.  Crelle,  tome  III,  page  307)  : 

«  M.  Poisson,  dans  ses  savantes  recherches  sur  les  intégrales  défi- 

»  nies,  a  fait  connaître  plusieurs  propriétés  de  la  fonction  ©a:[*].  Les 
»  méthodes  délicates  propres  à  cet  illustre  géomètre  trouvent  une 

»  belle  vériHcation  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Par  exem- 

w  pie ,  M.  Poisson  démontre ,  dans  le  XIX*  cahier  du  Journal  de  l'École 
«   Poljtechnique,  la  formide  remarquable 

n/^  =  ̂ 

•  +  2^-4"  +  ., 

+  ie     '-f-2e      '+. 

»  Soitx  =  — ;   en   mettant  au   lieu   du   module   /(  son  complément 
K        I 

»  A'=  v/i  —  ̂ *>  ̂   deviendra  —,  ̂   -.  Or  on  a 
K.  X 

/2K  / 

»  et  par  suite,  en  changeant  K  en  K', 

=  I  +  2P        -\-  %e         -^  ie        -f- .  .  .  ; 

»  de  là  on  tire  sur-le-champ  la  formule  de  M.  Poisson.  » 

[  *  ]  La  fonction  &x ,   ou  0  [    1  selon  les  Fiirut.  mwa ,  est 

I   217  COS?J:  +  2i7^  COs4x   299COs6j:-f-2<7'''COs8x   ...=:(  I— 9»)(l— -ç4j  ̂  I   q^]... 

X  (I  —  t-q  C0S2J  -\-  q'')  (1  —  27'  cos2.r  -\-  q^)  (i  —  217*  ces 23:  -f-  ç'").  .  . 

Cette  belle  formule  est  prouvée  directement  et  indépendamment  de  la  théorie  des  fonc- 

tions clliiuiqncs,  à  la  page  180  des  Fund.  nova. 

a4.. 
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On  peut  donc  déduire  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  tous  les 

résultats  que  M.  Cauchy  a  tirés  de  sa  formule.  C'est  un  nouvel  exemple 

à  joindre  à  ceux  déjà  donnés  par  M.  Jacobi  Journal  de  M.  Crelle, 

tome  II,  pages  191  et  SogV 

De  plus,  comme  la  di\asion  de  la  lemniscate  se  rapporte  elle-même 

aux  fonctions  elliptiques ,  on  peut  voir  par  un  article  de  M.  Jacobi  ̂ Jour- 

nal de  M.  Crelle,  tome  XIX,  page  3i4)  et  par  l'extrait  d'une  lettre 
de  M.  Lejeune-Dirichlet  à  M.  Liouville  (page  72  de  ce  volume), 

que  les  propriétés  des  nombres  de  la  forme  a  +  b  \/ — t  se  déduiront 

également  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Au  reste,  beaucoup  de  propriétés  des  nombres  sont  des  conséquences 

plus  ou  moins  immédiates  de  certaines  identités.  Les  unes  sont  em- 

pruntées à  l'algèbre  élémentaire ,  leur  nombre  pourrait  être  augmenté. 

D'autres  sont  empruntées  à  une  algèbre  plus  éle^ée  :  telles  sont  les 

formules  singulières  de  M.  Gauss  et  autres  semblables.  D'autres  dépen- 

dent de  l'analyse  infinitésimale,  ou  de  certaines  intégrales  définies,  telles 

que  les  fonctions  elliptiques  et  les  intégrales  eulériennes  de  seconde  es- 

pèce. Ces  dernières  applications  deviendront  sans  doute  de  plus  en  plus 

nombreuses  et  reculeront  les  bornes  de  l'arithmétique  transcendante; 

mais  peut-être  conviendra-t-il ,  cependant,  de  chercher  des  démonstra- 

tions purement  arithmétiques  des  théorèmes  obtenus  par  cette  voie. 

Ainsi  les  belles  propositions  de  ̂ \.  Dirichlet  sur  le  nombre  des  formes 

réduites  pour  un  déterminant  donné,  par  leur  élégance  et  leur  simpli- 

cité ,  permettent  d'espérer  qu'on  en  obtiendra  un  jour  quelque  démons- 
tration plus  arithmétique.  On  a  déjà  des  exemples  de  ces  sortes  de  sim- 

plifications. Ainsi  :M.  Jacobi,  après  avoir  tiré  de  la  considération  des 

fonctions  elliptiques  un  théorème  remarquable  sur  le  nombre  de  solu- 

tions de  l'équation 

47i  =  x^  ->rj^  +  r"  +  ir , 

en  a  donné  une  autre  plus  élémentaire  et  fort  ingénieuse  :  In  grotiam 
vironim  arithmeticorum  (voyez  Journal  de  M.  Crelle,  tome  XII. 

page  167,  De  compositione  numerorum  e  quatunr  qiiaHrntis). 
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OBSERVATIONS 

sur  un  mémoire  de  m.  paui.  breton; 

Pab  m.  Ch.  delaunay, 
lUpotitcur  à  rÊcolo  l'olj  technique. 

M.  Breton  vient  de  publier  clans  ce  Journal  un  Mémoire  sur  les  forces 

centrifuges  développées  dans  le  mouvement  des  corps  qui  roulent;  les 

résultats  auxquels  il  est  arrivé  m'ont  paru  tellement  en  opposition  avec 

ce  qu'on  démontre  journellement  dans  les  cours  de  mécanique,  que  j'ai 

voulu  m'assurer  s'ils  étaient  bien  exacts;  j'ai  reconnu,  en  effet,  que  la 
théorie  exposée  dans  ce  Mémoire  est  complètement  fausse ,  et  c'est  ce 

que  je  vais  tâcher  d'expliquer  dans  cette  Note. 
Considérons  une  roue  bien  centrée,  douée  d'un  mouvement  de  rotation 

uniforme  autour  de  son  axe,  et  supposons  d'abord  que  l'axe  ne  se  déplace 
pas.  En  vertu  de  ce  mouvement,  un  point  quelconques  de  la  roue,  situé 

à  une  distance  r  de  l'axe,  décrit  d'un  mouvement  uniforme  un  cercle  de 
rayon  /  ;  la  direction  de  la  vitesse  constante  v  de  ce  point  change  à  chaque 

instant,  et  ce  changement  de  direction  est  di'i  aux  liaisons  qui  existent 
entre  le  point  m  et  les  autres  points  du  système;  la  force  qui  le  produit 
/ne*  ,  1  •  '        f  1  •  1 

est   ,  et  par  conséquent   le  pomt  m  réagit  sur  le  système,  comme  le 

ferait  une  force  égale  à  — ,  et  de  .sens  contraire  à  la  précédente.  C'est 

ainsi  (ju'on  est  conduit  à  la  considération  des  forces  centrifuges  qui  se 

développent  dans  le  mouvement  «le  rotation  d'un  corps  autour  d'une 
droite,  et  dans  le  cas  actiu'l,  puisque  nous  supposons  la  roue  bien  cen- 

trée, nous  trouverions  qu'il  y  a  équilibre  entre  toutes  les  forces  centri- 
fuges, seules  forces  qui  résultent  du  mouvement  de  la  roue. 

Si  maintenant  nous  supposons  que  l'axe  de  la  roue  ait  en  même  temps 
un  mouvement  uniforme  de  translation  dirigé  perpendicidairement  à  sa 
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longueur,  nous  retomberons  dans  le  cas  qui  a  d'abord  été  examiné 
en  détail  par  M.  Breton,  c'est-à-dire  dans  le  cas  d'une  roue  qui  roule 
sur  un  plan  horizontal.  Alors  le  point  m  ne  décrit  plus  im  cercle, 

mais  bien  une  courbe  du  genre  des  cycloïdes  et  la  t^itesse  de  ce  point 

change  à  chaque  instant^  non-seideinent  de  direction  ,  mais  aussi  de 
grandeur.  Ces  deux  changements  sont  encore  dus  aux  liaisons  qui 
existent  entre  le  point  m  et  les  autres  points  de  la  roue;  les  forces 

qui  les  produisent  sont  :  i"  une  force  dirigée  suivant  le  rayon  de  cour- 

bure p  de  la  trajectoire  du  point  m,  et  égale  à  —  ;  i"  une  force  dirigée 

suivant  la  tangente  à  la  courbe,  dans  le  sens  du  mouvement,  et  égale 

à   m  y.  Le  point  m  réagit  donc  sur  les  autres  points  du  système  comme 

le  feraient  deux  forces  égales  et  contraires  aux  précédentes.  M.  Breton 

n'a  pensé  qu'à  la  première  de  ces  deux  forces,  et  c'est  ce  qui  l'a  conduit 
à  des  résultats  aussi  singuliers;  s'il  eût  tenu  compte  de  la  force  tangen- 
tielle ,  il  aurait  trouvé  que  toutes  les  forces  que  le  mouvement  développe 

dans  le  corps  se  font  équilibre,  comme  je  vais  facilement  le  faire  voir. 

J'emploierai  pour  cela  les  notations  du  IMémoire  relatives  à  la  figure 

de  la  page  121,  et  j'appellerai  de  plus  co  l'angle  OMC. 
L'expression  de  la  force  centrifuge  est  (page  ia4) 

y^  m  —  (  n  —  R  cos  -^  ) . 

Appelons  k  la  force  tangentielle  dirigée  en  sens  contraire  du  mouvement, 
et  nous  aurons 

dt  dt'  ' 
dr 

or  les  valeurs  de  x,  j^  et  ~j-,  en  fonction  de  (p,  donnent 

=  f  V/'  +  (È)"  =  S  Vr-+R'-,Rrcos,; ,  ,  ,     .  dp 
on  en  déduit,  en  remarquant  que  -j-  est  constant, 

d's  _(dp\^ dp  ~\Tt) Rr  sin <p  f  dp\'  "Kr  sin  $ 
V/?-'-t-R'— 2Rrcos?i  \'^(J 
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Le  triangle  OCM  donne   —  sin-vf.;  d'ailleurs—  est  égal  à  -;  on  a 

donc  enfin  pour  la  force  tangentielle  cherchée, 

A  :=  nt  — -  sin  -xj, . 

Pour  trouver  la  résultante  des  deux  forces  y  et  A,  nous  remarque- 

rons que  le  triangle  OCM  donne  sin  a  =   ,  et  par  suite  , 

V^r'—  (R  sin  d  )'          «  —  R  cos  i cosft?  =   ^      =    ; r  r 

si  donc  nous  projetons  les  forces J  et  A  sur  la  tangente  au  cercle  de  rayon 

/'passant  par  le  point  M,  nous  trouverons  pour  la  somme  des  projections 

J  sin  û)  —  A  cos ù)  =  o; 

nous  trouverons  de  même  pour  la  somme  des  projections  F  des  forces 

J  et  A"  sur  le  prolongement  du  rayon  OM , 

F  =:  /  cos«  +  A  sinrj  =/«--.    =z  m  —  r. •^  R  r  R 

Les  deux  forcesy  et  A  ont  donc  pour  résultante  une  force  F  dirigée  sui- 
vant le  prolongement  du  rayon  OM  ̂   et  égale  à  la  force  centrifuge  qui  se 

développait  au  point  m  lorsque  la  roue  n'avait  qu'un  mouvement  uni- 
forme de  rotation  autour  de  son  axe;  il  y  a  donc  équilibre  entre  toutes 

les  forces  développées  dans  la  roue  par  le  mouvement  de  roulement. 

On  peut ,  du  reste,  voir  à  priori  et  sans  calcul  qu'il  en  doit  être  ainsi  ; 
mais  il  était  bon  de  montrer  comment  cette  conséquence  résidte  des 
formules  mêmes  de  M.  Breton. 



[92  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

SUR  L  IRRATIONNALITÉ  Dt  NOMBRE 

e=  -2,718...  ; 

Par    J     LIOUVILLE. 

On  prouve  dans  les  éléments  que  le  nombre  e ,  base  des  logarithmes 

népériens,  n'a  pas  une  valeur  rationnelle.  On  devrait,  ce  me  semble, 
ajouter  que  la  même  méthode  prouve  aussi  que  e  ne  peut  pas  être  ra- 

cine d'une  équation  du  second  degré  à  coefficients  rationnels,  en  sorte 

que  l'on  ne  peut  pas  avoir  ae  H —  ^  c,  a  étant  un  entier  positif  et  b,  c, 

des  entiers  positifs  ou  négatifs.  En  effet,  si  l'on  remplace  dans  cette 

équation  e  et  -  ou  e~'  par  leurs  développements  déduits  de  celui  de  p", 

puis  qu'on  multiplie  les  deux  membres  par  i .  2.3.  .  .  n,  on  trouvera aisément 

=  w, 

«4-i\  «4-2  y        n  +  iV  «+2       '  '    J 

fj.  étant  un  entier.  On  peut  toujours  faire  en  sorte  que  le  facteur 

n-\-x 

soit  positif;  il  sirffira  de  supposer  n  pair  si  b  est  <o  et  n  impair  si  b  est 

>o;  en  prenant  de  plus  n  très  grand,  l'équation  que  nous  venons 

d'écrire  conduira  des  lors  à  une  absurdité;  car  son  premier  membre 
étant  essentiellement  positif  et  très  petit,  sera  compris  entre  o  et  t, 

et  ne  pourra  pas  èti'e  égal  à  un  entier  u.  Donc,  etc. 
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v^vvvvwvL\^v^*^Art,vvvvvvvvvvvvvvvvv\v*--v^^v^v^/w\\■iv\^vv\\^v\\^v^ 

ADDITION 

\     I.A 

NOTE  SUR  L'IRRATIONNALITÉ  DU  NOMBRE  e; 

Par    J.     LIOUVILLE. 

On  peut  étendre  au  carré  du  nombre  e  le  théorème  que  nous  avons 
démontré  dans  le  dernier  cahier  de  ce  Journal  ;  en  d'autres  termes,  on 

peut  prouver  (pie  l'écpiation  ae^  +  be~^  =  c  est  impossible,  a  dési- 
gnant un  entier  positif,  et  b,  c  des  entiers  positifs,  nuls  ou  négatifs. 

En  effet,  représentons  avec  Legendre  par  E(x)  la  partie  entière  conte- 
nue dans  un  nombre  positif  quelconque  oc  :  la  somme 

=(?)+KîJ+K?)--   
indiquera  combien  de  fois  le  facteur  a  entre  dans  le  produit  i .  2. 3. . .  m  ; 

cette  somme  est  évidemment  plus  petite  que   ^"  7  "•"  ¥  ̂ "  •  •  c  est- 

à-dire  plus  petite  que  m;  de  plus,  elle  a  pour  valeur  m  — i  ou  m—i 
respectivement,  lorsque  m  est  une  puissance  exacte  de  2  ou  une  telle 

puissance  augmentée  d'une  unité;  on  voit  par  là  que  la  fraction  irréduc- 

tible équivalente  à   ^   est  de  la  forme  —,  a.,„  étant  un  exposant \ .1  5    . .  m  Pm  ' 

essentiellement  positif  qui  devient  égal  à  i  quand  on  a  ;«=  2'  et  égal  a  1 

quand  m  =  2'  +  i  ;  ajoutons  que  si  n  est  un  entier  >  m ,  p„  sera  divi- 
sible par/j„. 

Cela  posé,  j'observe  que,  d'après  une  formule  connue,  on  a 

,  ,    X  .r»      .  jT"  ,  xe^  ̂ 

I        1.2  1 . 2 .  ,5 ...  «         '    «  _^  I  /  ' 

6  désignant  un  certain  nombre  compris  entre  o  et  1.  Soient /S,  y  les  va- 
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leurs  de  — —  relatives  à  x=  i  et  x——i,  lesquelles  deviendront «+  t 

plus  petites  que  tout  nombre  donné,  en  prenant  ̂ ^ suffisamment  grand. 

En  faisant ,  comme  ci-dessus  , 

.2.3.../»  pm' 

nous  obtiendrons 

e"  =1  +...H     -\   fi4-  2/3), 

Pm  Pn    ̂ 

e  ̂   =  I  —  .  .  .  ±:     ±.  —  (i  —  2>    . 

Pn>  P"  * 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  aé^  +  he'"^  =  c,  puis  nudti- 
pliant  les  deux  membres  par  /j„  ,  on  trouve  ensuite,  sans  difficulté, 

u  étant  un  entier.  Or  cette  équation  est  absurde;  en  effet  on  pourra  ren- 
dre de  même  signe  les  deux  facteurs  rt  et  zp  Z»  ;  il  suffira ,  par  exemple , 

de  prendre  n  =  2'  si  b  est  <  o,  et  n  =  2'  -+-  i  si  è  est  >o;  d'ailleurs, 
dans  la  première  de  ces  deux  hypothèses,  on  aura  a„  =  i ,  et  dans  la  se- 

conde ,  a„  ̂   a  ;  dès  lors,  en  donnant  à  /  une  valeur  très  considérable , 

on  voit  que  la  somme  a.o.^".?.^  -^  è. 2*". 25/ sera  essentiellement  positive 

et  très  petite,  de  sorte  qu'elle  ne  pourra  pas  être  égale  à  un  entier  u- 
Donc,  etc. 



PURES  ET  APPLIQUÉES.  igS 

MÉMOIRE  D'ANALYSE  INDÉTERMINÉE, 

Démontrant  que  l'équation  x''  -\-  y''  =:  z'   est  impossible  en  nombres entiers; 

Par    g.     lamé. 

De  tous  les  théorèmes  sur  les  nombres,  énoncés  par  Fermât,  un  seul 

reste  incomplètement  démontré.  Ce  théorème  dit  que  l'équation 

jc"  -{-j"  =  z"  est  impossible  en  nombres  entiers,  lorsque  l'exposant  n 
est  plus  grand  que  i.  Euler  a  démontré  cette  impossibilité  pour  n  =  3. 

et  par  suite  pour  tout  multiple  de  3,  (n  =  3/);  Fermât  lui-même  pour 
n  =  4,  («  =  4i)  ;  M.  Dirichlet  pour  n  =  i4,  [n  =  i^i);  enfin  Eegendre, 

en  complétant  un  travail  de  M.  Dirichlet,  pour  n  =  5,  [n  =  5/,. 

Je  me  propose  dans  ce  Mémoire  d'établir  la  même  impossibilité  pour 
«  =  '7,  et  conséquemment  aussi  pour  tous  les  multiples  de  7.  impairs 
et  non  divisibles  par  3  ou  5,  les  seuls  qui  ne  rentrent  pas  dans  les  cas 

précédemment  traités.  Je  présente  ici  cette  démonstration  sans  recourir 

à  aucune  théorie  étrangère,  et  sans  m'appuyer  sur  les  propriétés  se- 
condaires que  Legendre  a  réunies  dans  le  second  supplément  à  la  pre- 

mière édition  de  sa  Théorie  des  Nombres.  Tous  les  lerames  nécessaires 

à  cette  démonstration  particulière  sont  démontrés  directement,  et  uni- 
quement en  vue  du  nombre  7. 

§  I- 

Si  l'équation  x''  -H^"'  =  z'  est  possible  en  nombres  entiers,  on  peut 

supposer  l'existence  d'une  solution  pour  laquelle  x,  j",  z  n'auraient 
aucun  facteur  commun;  car,  si  A  représente  le  plus  grand  com- 

mun diviseur  entre  trois  nombres  A.r,  A7',  Az-,  qui  vérifient  l'équation 

proposée,  on  pourra  diviser  l'identité  ̂ ^AX|'  +  (A^'V  =  (AiV  par  A',  et 
25.. 
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J'on  aura  l'équation 

(i)  x'+x'  =  z\ 

dans  laquelle  x,j,  z,  ne  peuvent  plus  être  divisibles  tous  les  trois  par 

un  même  nombre.  Alors  JC,J',  z,  sont  nécessairement  premiers  deux  à 
deux ,  car  un  facteur  premier  S  ne  pourrait  diviser  deux  de  ces  nom- 

bres sans  diviser  le  troisième. 

Des  trois  nombres  x,  j,  z,  un  est  nécessairement  pair,  et  les  deux 

autres  impairs.  11  serait  possible  qu'aucun  d'eux  ne  fût  divisible  par  7  : 
car  les  nombres  premiers  avec  7  étant  compris  dans  les  six  formes 

'ji±.ï,  ±2,  ±3,  leurs  septièmes  puissances  le  sont  dans  celles-ci: 
49J±  I,  ̂ 19,  ±  18,  et  la  somme  de  trois  des  six  restes  ±1,  ±19, 

±  18,  peut  être  nulle.  Ainsi,  il  y  a  lieu  de  considérer  deux  cas  diffé- 

rents :  1°  celui  où  7  ne  divise  ni  .r,  nij>',  ni  z;  2°  celui  où  7  divise  un  de 
ces  nombres. 

Premier  cas. 

§"• 

L'équat
ion  

proposé
e  

(i)  étant  mise  success
ivement

  
sous  les  trois  formes 

f x7=  {z—x)  [iz-xf+  iy{z  -yf+  3  .  7j=(z— j)4+  5 .  ̂ y\z—yf+  5 .  7^4(z_^)._j_  3 .  ̂ j\z—y)+  ,/«]  =  {^y)  X , 

(2)  ]yn={z—x)  [{z—xf-h  7.r(z— x)5-l-3 . 7.r'(>- x)4+  5 .  ̂ x\2^xY+5 . 7.r4(z_x)=+  3 .  '^x\zr-x)+  -jx^]  —  {z^x)  Y , 

'  I  zi  =(.r-t-/)[(.r-hr)«— 7.r(x-Bf +3  .  7.r=(x-h>f— 5.  ny.-i[-c+yf+5. 7r4(.r-hr)'—  3 . 7_^5(x-f-v)+7/^]  ={x+y)  z , 

Xet(z— j),  ou  Y  et  [z—x],  ou  Z  et  [jc+j)  ne  poun'aient  avoir 

d'autre  facteur  premier  commun  que  7;  car  «T,  nombre  premier,  divi- 
sant X  et  [z—j],  ou  Y  et  (z  —  jc),  ou  Z  et  (jc-\-y),  di\-iserait  7^-°  et 

(z — j),  ou  7a:*  et  (z—x),  ou  7j*  et  (jt-Hj-);  et  si  J'  était  autre  que  7, 

il  diviserait j'  et{z—j-),  d'où  j-  et  z,  ou  x  et  (z  —  x),  d'où  x  etz,  ou 

j  et  (x+j),  d'où j- et  X.  Mais  dans  le  cas  actuel,  x,j-,  z  sont  tous  les 
trois  premiers  avec  7;  donc  les  six  nombres  X,  [z—j-),  Y,  (z  —  x), 
Z,  {x+j),  sont  tous  premiers  entre  eux.  Ce  qui  conduit  aux  trois  dé- 

compositions suivantes  : 

x  =  mju.,     X  =  m',     z  — 7=m'; 

(3)      ̂ y=:jiv,        Y  =  «',      z—x=v^; 
=  pç,,        Z=:p\      x-\-j=i.'; 
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les   six    nombres   m,    u. ,    n,   p,   p,    p,    étant    premiers   entre  eux. 
Les  équations  (3)  donnent  aisément 

x-f-j-z  =  ̂ (7n-^«)  =  v{n-v')  =  p{p'~p). 

La  valeur  commune  des  trois  derniers  produits  étant  divisible  séparé- 
ment par  f/,,  par  : ,  par  p,  facteurs  premiers  entre  eux ,  le  sera  nécessai- 

rement par  le  produit  de  ces  facteurs,  et  l'on  pourra  poser 

(4)  ̂ {m  —  f/,")  =  v{n—v')  =  p{p''  —  p)  =  A/uvp  =  x+j—z; 

A  étant  un  nombre  entier.  On  déduit  de  là 

(5)  m—fA.''  +  Av^,      n=v''+\pf/.,     p=p''—Afx.y. 

D'où  il  suit  que  le  nombre  A  est  premier  avec  /u,  i ,  p;  car  si  A  et  u,  pai exemple,  avaient  un  facteur  premier  commun  <^,  m  serait  divisible  par 

cT,  d'après  la  première  (  5  )  ;  i?i  et  /u  ne  seraient  donc  pas  premiers  entre 
eux.  Par  la  même  raison ,  A  est  premier  avec  m,  n,  p;  ainsi  A  est  pre- 

mier avec  x,j;  z.  Les  groupes  (4)  et  (5)  donnent  successivement 

Awip  =x-h  r  —  z  =  mf/.-\-Tiv  —  pp=iu''  +  v'  -  p'  -^  3Aizpù; 

ce  qui  donne  la  relation 

(6)  p' —  v'— /t(,'  =  aA/*vp. 

§  m. La  troisième  colonne  du  groupe  (3)  conduit  aux  valeurs  suivantes 

2X  =  w'  -  i' 4- p%      2j  =-;*'-+- ^'  +p',      2Z.  =  «' -f- ,  ' -H  p% 

qui  transforment  ainsi  l'équation  (Ti 

Mais  on  a  généralement,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier  par  le  déve- 
loppement des  puissances  indiquées, 

(8)      l''-'  +  b-hay-{c-h  +  ay-{c-\-h-ay  ■+-  ̂ c  -  b-ay  = 
\=  7.8aic[3(a*  +  i*-hc*)-t-io(a*i2_^^2^2_^^2^s)j. 
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si  donc  on  pose,  pour  simplifier, 

(9)  u'=a,     v' =  b,     f  =  c, 

l'équation  (8)  est  réduite  par  celle  (7")  à 

(10)    {c-b-ay  =  '] .%abc{'i[a*-\-b'-\-c')-^  loia'b''^ c^-a^  -¥b''c'')]; 

et  l'équation  (6)  donnant 

c  —  b  —  a  =  iAfx\  p,  et  {c  —  b  —  aV  =  i''k''abc, 

cette  valeur  substituée,  l'équation  (10)  devient 

111}       2*  A'  =  7[3(a*-i-Z>*H-f*)-H  loici"  b-  ̂   c^  ci'  +  b^  c"")]; 

d'où  l'on  voit  que  A  est  nécessairement  divisible  par  7. 

L'équation  (i  i),  combinée  avec  celle  (6) ,  démontre  que  A  est  essen- 

tiellement un  carré.  Voici  comment  s'établit  cette  propriété ,  importante 
pour  la  question  actuelle. 

Si  l'on  résout  l'équation  (11)  par  rapport  à  a*,  il  vient 

3a-  =  -  5(^'=  -H  f')  +  2  V46*  4-  5è=  c=  +  4c*  +  f  2^\'  ; 

la  quantité  soumise  au  radical  devant  être  un  carré  (p^,  si  l'on  pose, 
pour  simplifier,  i^  +  c"  =  •\i,  on  aura 

;i2)  3a^  =  2(p-54,     -if  A'  =  (p- +3^-c= -44=*; 

mais  l'équation  (6)  donne,  en  désignant  par  P  le  produit  /xi  jc, 

a  —  c-b  —  2AP,     rt=  =  4  -  ■icb  —  4AP(c  -  è  -  AP), 

ou  simplement,  en  remarquant  que  c  —  b  —  AP  =  a  -f-  AP  =  x, 

or  =:  -^  —  icb  —  4AP,r; 

cette  valeur  de  a-  substituée  dans  la  première  des  équations  (12)  donne 
<p  =  44  ~  ̂^^  ~  6APx.  Enfin  cette  valeur  de  (p  transforme  facilement 
la  seconde  équation  (12)  dans  la  suivante  : 

,(i3)     A[J-A^-|-Pa:,44-3c6-3APx)]  =  (4-cZ')==(è=-c*-hfY. 
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Or,  dans  le  premier  membre,  A  est  premier  avec  la  parenthèse;  car 

un  facteur  premier  S-,  qui  diviserait  A  et  cette  parenthèse,  diviserait  le 
produit  Pj:(4n}/  —  Zcb).  Mais  A  est  premier  avec  P  et  avec  x;  S'  divise- 

rait donc  {[^\,  —  Zcb);  divisant  le  second  membre  de  l'équation  (i3), 
ou  (4  —  ce),  tT  diviserait  (44,  —  Zcb)  —  4(4—  oh)  =  ch  —  f  v\  c'est- 
à-dire  p  ou  V,  qui  ne  doivent  avoir  aucun  facteur  commun  avec  A.  D'a- 

près cela,  l'équation  [l'ài]  ne  pourra  se  décomposer  que  de  la  manière suivante  : 

(i4)  é=-tZ>-i-c^=BG,  A  =  B%  J:A»4-P^(44-3c*-3APa-)  =  G% 

B  et  G  étant  des  nombres  premiers  entre  eux.  Ainsi  A  est  un  carré. 

Soit  pris  D  =  G  — aBPrt;  la  première  des  équations  (i4),  combinée 
avec  la  relation  (6),  devient  alors 

(i5)  à^ -^h''-\-e —  hc —  ca-^ab  =  ̂ Xi. 

§  IV. Si  l'on  réunit  les  équations  (6),  (i 5)  et  (11),  on  formera  le  groupe suivant  : 

i  abc  =  P'  ; 

)  f-a-^.=  2BT; 

(  3(rt*-|-é*4-c*)-Mo(a=è=-+-c='rt='  +  A=6'^)  =  J^B'*. 

Il  s'agit  d'éluninera,  b,c,  entre  ces  quatre  équations,  afin  d'obtenir 
une  équation  finale  entre  les  trois  nombres  B,  D,  P.  La  seconde  (16), 
élevée  au  carré  et  combinée  avec  la  troisième,  donne 

rt=4_/,^-^-,.=  =  .iBD-4B^P%     -éc-m-4-«^  =  4B*P^-BD: 

d'où  il  est  facile  de  conclure  successivement,  par  l'élévation  au  carré, 
et  en  ayant  égard  aux  deux  premières  (16), 

a' -\- b' -ir  c"  ̂   1  [h"  c^  H-  c='rt'  -+-  a* b^)  =  (aBD  —  4B*  P»V, 
**c»-|-c*a»-ha»A^=(4B*P»— BD)^-4B^P«. 
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Enfin  ces  valeurs  substituées  dans  la  quatrième  (i6  ),  donnent  pour  l'é- 
quation finale  cherchée , 

X^B'"  =  3;^2BD  -  4B'P=)'  +  4(4B*P^  -  BD/  -  i6B=P«. 

Si  l'on  développe  les  carrés  indiqués  dans  le  second  membre,  cette  der- 

nière équation  devient  divisible  par  i6B-,  et  peut  s'écrire  ainsi 

(17)  7('-J  +  P«  =  D^- 5B'P=D-+-7B^P^; 

B  est  divisible  par  7,  comme  on  l'a  vu  (^§  ITI);  ainsi  —  est  un  nombre 
entier. 

On  établit  facilement  que  P  =  ufp  est  un  nombre  pair;  en  effet,  l'é- 
quation x-^j  —  z=  -AP  exige  que  AP  soit  divisible  par  2,  puisque  des 

trois  nombres  oc,j,  z,  un  seul  est  pair  et  les  deux  autres  sont  impairs  ; 

or  A  ne  saurait  être  divisible  par  a,  qui  divise  ou  x,  onj",  ou  z,  avec  les- 

quels A  doit  être  premier;  donc  1  divisera  P,  c'est-à-dire  l'im  des  trois 

nombres  u,i,p;  etAouB",  et  par  suite  B  sera  un  nombre  impair.  D'ail- 

leurs un  des  trois  nombres  u ,  1 ,  p,  ou  des  trois  autres  a:=  u.'',  b  =  i  ', 
c  =  p',  étant  pair,  le  premier  membre  de  la  troisième  équation  (16)  est 

essentiellement  impair,  d'où  il  suit  que  non-seidement  B,  mais  aussi  D 
est  impair. 

Il  résulte  de  là  que  l'équation  (17)  est  impossible  en  nombres  entiers, 
avec  ces  conditions  ;  car  elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

p2(7B«p2  -  5B'D  -P«)  =  7  (-  f  -  B-, 

et  le  premier  membre,  étant  divisible  par  P-,  est  de  la  forme  4':  puis- 

que  P  est  pair  ;  tandis  que  les  carrés  de  nombres  impairs!  —  j  etD"  étant 

de  la  forme  ( 8«  -(- 1  ; ,  le  second  membre  sera  de  la  forme  ',%n  +  6)  ou 

(  4'  ■+-  2).  Il  résulte  de  l'incompatibilité  de  ces  deux  formes ,  que  l'équa- 
tion (17)  est  impossible  avec  les  conditions  imposées  aux  nombres  B.  D, 

P;  et  par  conséquent  que  l'équation  (1  ne  saurait  être  satisfaite  par  des 
nombres  entiers  x.r,  z,  sans  que  7  soit  facteur  de  l'un  de  ces  nombres. 
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Deuxième  cas. 

§VI. L'un  (les  nombres  oc,  j,  z,  est  divisible  par  7.  L'équation  (i)  peut 
toujours  être  mise  sous  les  trois  formes  (2).  Si  7  divise  x,  il  divisera  sept 

fois  j:',  ne  pourra  diviser  X  qu'une  seule  fois,  puisqu'il  ne  divise  pas^". 
et  divisera  six  fois  (z — j);  les  nombres  (z  —  x),  Y,  [x -irj),  Z,  seront 
premiers  entre  eux  ;  on  aura  ainsi  les  trois  décompositions 

ix  =  7mw,     X=7m',     z— j-  =  7««'=a; 
j  =  nv ,  Y  =  «',        z  — j:  =  >''  =  è; 

,    z  —  pp,  1  =  p\        a--Hj  =  p'=c; 

et  l'on  déduira  de  ce  groupe,  comme  de  celui  (3),  les  conséquences suivantes  : 

/  x+y — z=:']fi{m  —  ']^ft^)=  >{n — /)  =  p(f'' — ^/>)  = 'jA|K»-=r  7AP; 

^   "'      j  7AP  =  x4-j — z:='jmft-+-  nt  — pf^^'^^fii -\-tn — p'  +  3.7AP; 
V.  c — a  —  6r=2.'jAP. 

A  est  un  nombre  entier,  nécessairement  premier  avec  7P  ;  car  7  ne 

pourrait  diviser  A  sans  diviser  m,  d'où  il  suivrait  que  X  :=  7771'  contien- 

drait plus  d'une  fois  le  facteur  7;  et  un  facteur  premier  eT  ne  pourrait 

diviser  à  la  fois  A  et  ju,  ou  v,  ou  p,  sans  diviser  aussi  m,  ou  n,  ou  y?,  d'où 
il  suivrait  que  les  nombres  m,  ix,  ii,  v,  p,  p,  ne  seraient  pas  premiers 

entre  eux.  Par  la  même  raison ,  A  est  premier  avec  m ,  ti  ,  p,  et  par  suite 

avec  X,  j^,  z;  d'où  il  suit  que  A  est  impair,  car  2  divise  l'un  des  nom- 
bres x,j-,  z;  or  7AP  est  pair  comme  x+^ — z,  donc  P  =  uvp  est  pair, 

c'est-à-dire  que  l'un  des  trois  nombres  u,  >  ,  p  ,  est  divisible  par  2,  tan- 
dis que  7« ,  n,p,  restent  tous  les  trois  impairs . 
On  déduit  encore  du  groupe  (18),  troisième  colonne, 

IX  =  c  —  b  +  a,     -ij  :=  c  ->r  b  —  a,     iz  ̂   c  -\-  h  +  a, 

ce  qui  transforme  l'équation  (i)  en  celle-ci. 

{c-\-b-^  ay  —  (c  —  b-\-  ay  —(c-^-b  —  a)'  =  o , 

Tonle\^  —  Jiix  i8.'|0. 

26 
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et  la  formule  générale  (8)  se  réduit  encore  à  celle  (lo).  Or  on  a  actuel- 

lement 'jabc  =  ['jjuvfY,  et  c  —  h  —  a  ̂   i.'jA/uvp',  la  substitution  de 
ces  valeurs  dans  la  formule  (lo)  donne,  en  supprimant  le  facteur  com 
niun  {'juvpy, 

(20)  l'A'  =  'i(a*-hh''-hc')-h  io{h'c''  +  c-n--Jrn''h-). 

Si  7  divisait  z,  et  uou  jc,  le  groupe  (18  )  serait  remplacé  par  celui-ci 

i  x=^m^L,     X  =  m',     z  —  y  ̂   fA?  z=  ti', 

{iS  bis)  \j  =  nv,      Y  =  «',      z—x=v''  =b; 
z  =  'jpp,     Z  =  7/;',    jc-\-j=fp'  =  c; 

et  les  formules  (19)  deviendraient 

(  ̂ 4-j— s=^(/«— ^6)  =  v(«  — v«)  =  '7p(75.'î— /j)=7A/«»;--  =  7AP; 

(19  bis)  l  m^ft^-^']kyf;        n :=v^  +  ';Affi,  /j=z']^f-^ — Afin; 

on  démontrerait  de  la  même  manière  que  le  nombreentier  A  est  premier 

avecpt,  i  ,  7p?  m,  n,  p,  x,  y,  z,  et  conséquemment  impair,  tandis  que 

P  est  pair.  Enfin  la  relation  de  même  forme  c  —  a  —  b  =^1. 7AP,  et  les 

valeurs  de  ix ,  -xj,  iz,  déduites  de  la  troisième  colonne  (18  bis  ] ,  con- 

duiraient de  la  même  manière  à  l'équation  (20). 

Ainsi ,  quel  que  soit  celui  des  trois  nombres  x  ,y,  z,  que  7  divise ,  l'é- 

quation (30)  subsiste;  A  étant  toujours  le  nombre  qui  vérifie  l'équation 

(ai)  c  —  h  —  a^=  i.']S.V  =  i.qkjuvp; 

les  valeurs  de  c ,  b ,  a  ,  étant 

/rt  =  7*(M',     ̂   =  1%        c:=p'',       si  7  diviseur; 
(22)  \  a  =  u',         b  =  7S',    c  =  jD%       si  7  divise j; 

'  a  =  fJtP ,         Z»  =  y',       c  =  7''/:',    si  7  divise  z; 

et  l'on  a,  dans  tous  les  cas, 

j7«66^  =  (7^.-pr  =  7'P'; 
^'^>  \x  =  a->r  ̂ kV,    j  =  b-irjkP,     z  =  ̂   -  7AP. 
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§  VII. 
Si  l'on  résout  l'équation  (20)  par  rapport  à  a%  il  vient 

et  le  radical  devant  être  im  nombre  entier  (p,  on  aura,    en  posant i=  +  c^  =  4, 

(24)  3rt»=:2(p  — 54,     i2A'  =  (p='+3è^c=-44». 

Mais  l'équation  (21)  donne 

«  =  c  — A  — 2.7AP,     a^  =-^  —  ibc  —  4.7AP(c  — *  — 7AP), 

ou,  comme  c  —  *  —  7AP  =  «+ 7AP  =  x, 

plus  simplement  a'  =  ̂   —  ̂ hc  —  4,7APj:; 

cette  valeur  de  a%  substituée  dans  la  première  {24) ,  «lonne 

(p  =44— 3^.c-  6.7APX; 

enfin  cette  valeur  de  (p,  substituée  dans  la  dernière  ('24),  la  rend  divi- 
sible par  12;  et  le  résultat,  mettant  A  comme  facteur,  est 

(25)  A[A«4-7Px(44-3*c-3.7AP.r)]  =  {-^-bcf  =  if>'-bc-\-c'f. 

Si  A,  premier  avec  7P  et  avec  x,  et  divisant  [-^—bc)',  avait  un  fac- 

teur premier  S'  commun  avec  la  parenthèse,  qu'il  multiplie  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (25) ,  cT  diviserait  (44  —  3^>c)  et  (  4  —  bc), 

par  suite  bc,  conséquemment  b  ou  c,  1  ou  p;  A  ne  serait  donc  pas  pre- 

mier avec  7P.  Donc  le  seul  moyen  de  décomposer  l'équation  (25^  est 
celui-ci  : 

(26)  é^-é6  +  c^=BG,  A  =  B^   A''+7Pj:(44-3è6'-3.7AP:r)  =  G»; 

B  et  G  étant  deux  nombres  premiers  entre  eux ,  et  tous  les  deux  im- 

pairs, car(è*  —  bc -\-  r°)  est  toujours  impair,  que  l'un  des  deux  nom- 

bres b  etc  soit  pair,  ou  qu'Us  soient  tous  les  deux  impaii-s,   seuls  cas 
26.. 
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possibles.  Il  est  donc  démontré  que  A  est  un  carré.  Soit  pris 

D  =  G  —  1.  ■yBPrt ,  d'où  G  ;=  D  +  2  .  7BPrt,  la  première  (26)  devient 

/,2  —  èc-+-f^  =  BD+2.7B^Pa  =  BD-+-rt(c  — è— a), 

ou  bien 

(27)  «^  4- i- H- r- —  èf  —  crt  +  «è  =  BD; 

D  est  impair,  comme  G  et  B. 

§  VIII. Les  équations  (20),  (21),  (23)  et  (27)  fournissent  le  groupe  suivant  : 

c  —  h  —  a  =  2 .  7B-  P  ; 

\    a^  +  é-  H-  c-  —  bc  —  ca  +  ab  ̂ =  BD , 
^'^)  «^-c  =  7^P- 

\Z{a''-\-b*-\-c*)-\-  \o{b-c--irc'^a--\-a-b-  —  16B". 

Il  s'agit  d'éliminer  a,  b,  c,  entre  ces  quatre  équations.  Le  carré  de  la 
première  combiné  avec  la  seconde,  donne 

rt2  +  /,2+c^  =  2BD-4.7=B*P%      -èc-Crt-hrtZ'  =  4.7=B^P=-BD; 

et  de  ces  deux  nouvelles  équations,  élevées  au  carré,  on  déduit 

a*  +  è*  +  c*+2(è-c^-l-c-a=-Ha^è-)=(2BD-4-7'B^P^;r. 

b^c^-\-c-a■  +  a■b■^:^^.f'&'^--WDy-!^.f^&'V^■. 

ces  valeurs,  substituées  dans  la  quatrième  (28),  donnent  une  équation 

finale  où  16B-  peut  être  supprimé  comme  facteur  commun,  et  qui  donne 
définitivement 

B'-H-7(73p*)2  =  (D-f7^P=B3)'  +  3(i7=P'B')^ 

En  posant 

(29)  D  =  D, +f7-P=B% 

on  a  plus  simplement 

(30)  B'=  +  7(7'P*)^  =  d:  4-  3(i7=P^B^)'. 
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Le  nombre  P  étant  divisible  par  2,  et  P*  par  4  ;  iP^  sera  entier  et 
pair,  D,  impair  comme  D  et  B.  La  différence  des  deux  carrés  de  nom- 

bres impairs  (B")-  et  D]  étant  divisible  par  8,  ainsi  que  le  terme  7(7^?^  r*, 
il  faut  que  8  div'ise  le  terme  3(^7^  P^B'/,  ce  qui  exige  que  P  soit  au 

moins  divisible  par  l\.  B  et  7P  devant  être  premiers  entre  eux,  l'équa- 

tion (3o)  démontre  que  D,  est  premier  avec  B  et  avec  7P.  L'équation  (3o) 
ne  présente  plus  la  même  circonstance  d'incompatibdité  de  formes 
que  celle  (17);  aussi  la  démonstration  de  son  impossibilité  exige  une 
recherche  plus  laborieuse. 

Puisque  P  est  pair,  et  même  de  la  forme  ̂ i,  soit  posé  P  =  2Po:  P„ 

sera  pair,  et  l'équation  (3o)  devient 

D;  =  B'-— i2.7'P^B«-4-2«.7'p::=(B»-6.7*P1)-+(2».7'-2^3^7»)P:; 

mais  on  a       (a*. 7'  — 2-. 3^.7*)  =  2^7'. (2° — 3^.7)  =  2^.7'; 

on  a  donc  simplement 

(3i)  d:  =  (B"  — 6.7'P^„)=  +  7(2. 7'P^)». 

§  IX. 
Pour  satisfaire  à  cette  équation  on  pourrait  s'appuyer  sur  des  théo- 

rèmes concernant  les  formes  quadratiques  et  leurs  diviseurs;  mais,  sans 

rien  emprunter  à  des  théories  étrangères,  il  suffit  ici  de  résoudre  direc- 

tement l'équation  indéterminée  t-  =  u^  ■+■  ']V-,  dans  laquelle  les  nom- 
bres t,  u,  impairs,  et  v  pair,  doivent  être  premiers  entre  eux.  Cette 

équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  {t  —  u)  (*-{-  u)  =  'jv'^;  les  facteurs 
{t  —  u)  et  [i  -+-  u)  étant  pairs ,  ne  pourront  avoir  un  facteur  premier  com- 

mun (^  autre  que  2,  car  alors  J'  divisant  leur  somme  if  et  leur  diffé- 
rence 2M,  diviserait  t  et  u,  qui  doivent  rester  premiers  entre  eux. 

Si  donc  on  pose  V  =  2'MN ,  M  et  N  étant  deux  nombres  impairs , 

premiers  entre  eux,  la  seule  manière  de  décomposer  l'équation 
(^t  —u){t  +  u)^  ']v^,  compatible  avec  les  conditions  imposées  aux  nom- 

bres t,  u,  V,  sera  donnée  par  le  groupe  suivant  : 

V  =  2'MN ,      /  Zh  «  =  7  . 2'"M%     f  ±u=  2" NS     m  +  //  =  91': 
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d'où  l'on  déduit 

/  et  «  devant  être  impairs,  il  faut  nécessairement  que  l'un  des  expo- 
sants [m  —  i)  ou  (n  — i)  soit  zéro,  et  leur  somme  {m  +  n  —  2)  étant 

i{i  —  i),  celui  qui  restera  sera  nécessairement  pair. 

Il  suit  de  là  qu'en  posant  a'"' M  =  g,  N  =  /,  ou  M  =  g,  i'~' N  =y  ; 
ce  qui  donne  dans  les  deux  cas  2'~'  MN  ̂ fg,  et  t>  =  a'MN  =  a^g,  on 
aura  définitivement 

pour  satisfaire  généralement  à  l'équation  indéterminée  f^  =  u^  +  7»'". 

§  X. 
D'après 

 
cette  solution,

  
l'équatio

n  
(3i  (  conduit 

 
au  groupe  suivant  : 

(32;     D,  =/=^-7g
^     

±B«qz6.
7*P^:=:

/^-7g% 
   

/g=7^P^
„; 

J  ne  peut  être  divisible  par  7,  sans  quoi  7  diviserait  D,  et  B,  ce  qui  ne 

peut  avoir  lieu;  y^et  g  sont  nécessairement  premiers  entre  eux;  car  lui 
facteur  premier  J"  qui  les  diviserait  tous  deux,  ainsi  que  leur  produit 

7'P^,  di\'iserait  aussi  Pq,  et  par  suite  B°  et  B;  B  et  Pq  ne  seraient  donc 
pas  premiei-s  entre  eux.  Ainsi  la  troisième  équation  (SaVne  .peut  être 
décomposée  que  de  cette  manière, 

(33)  Po  =  Q.P.,   J  =  QU    g  =  f--PV, 

Q,  est  premier  avec  7P,;  comme  Pq  est  divisible  par  2,  Q,  ou  P,  est 

pair. La  seconde  (  32)  de\'ient 

le  signe  inférieur  est  inadmissible,  car  il  en  résulterait 

7(2^7^p^)«  =  [Q'i  — ?>.']*. v\y  +  b\ 

et  le  second  membre,  somme  de  deux  carrés  impairs .  serait  de  la  foiiiie 
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H«  -f  2,  tandis  que  le  premier  est  divisible  par  8.  On  a  doue  nécessai- 
rement 

(34)  (Qf  +  3.fP''J  =  {WY  +  7fy.7'P^)^ 

Ici ,  comme  pour  l'équation  (  3i  j,  on  devra  poser 

(35)  Q^4-3(7=P;f  =/:+7à^:,  ±B^=f'-'j8],J\g,=  ^\fVv, 

j\  et  g,  sont  nécessairement  l'un  pair  et  l'autre  impair,  comme  Q,  et  P,, 
et  pour  que  B  reste  impair;  ainsi  y,  et  g,  n'ont  pas  le  facteur  commun 
■X  ;  ils  ne  sauraient  non  plus  avoir  de  commun  un  autre  facteur  premier 
<r,  qui  les  divisant  tous  deux,  ainsi  que  leur  produit  2^7^P;,  diviserai 

7P, ,  par  suite  V,  et  Q, ,  en  sorte  que  B  et  7P  —  u.7P,Q,  ne  seraient  pas 

premiers  entre  eux  ;y,  n'est  donc  pas  divisible  par  7. 

§XI. Avant  d'aller  plus  loin,  U  importe  de  remarquer  que  l'équation 
t^  H-  Siâ-  :=  V-  -(-  7tv-,  dans  laquelle  ̂   et  m  sont  premiers  entre  eux  ainsi 
que  ('  et  w,  et  les  deux  membres  des  nombres  impairs,  exige  que  t  et  c 
soient  pairs  ensemble,  ou  impairs  ensemble. 

En  effet,  de  t  et  u  l'un  doit  être  pair  et  l'autre  impair;  il  en  est  de 
même  de  v  et  w.  Or  si  t  et  w  étaient  pairs,  u  et  v  seraient  impairs,  le 

premier  mendjre  serait  de  la  forme  (4«  +  3),  et  le  second  de  celle 

(4«-f- 1)  qui  est  incompatible  avec  la  première;  si  m  et  t*  étaient  pairs, 
t  et  \\>  impairs,  le  premier  membre  aurait  au  contraire  la  forme  l\n-\-\, 

et  le  second  celle  [\n  +  3,  d'où  résulterait  la  même  impossibilité.  Donc  / 
et  ('  sont  pairs  ou  impairs  ensemble,  u  et  w  impairs  ou  pairs  tous  les 
deux. 

§  XII. 
Il  résulte  de  ce  lemme,  de  cequey,  et  g,  sont  premiers  entre  eux,  et 

de  la  première  équation  du  groupe  (35),  que  la  troisième  équation  du 

même  groupe  pourra  se  décomposer  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux 
manières  suivantes  : 

P,  -P,Q,    *-^'  —  ̂ '^''        «'■='3^P>'  si  Q,  pair,     P, ,  P„  Q.,   inipaiib  ; 
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Ea  première  équation  (35)  devient  ainsi 

Qi  =  2*Q^-3.7'QtPi-i-7'P',  si  Q,  pair,  Pj  et  Q^  impairs; 
Q4  =  Q«_3.^*p4Q4_^24^7p8^  siQ,,Qj  impairs. 

Ce  sont  maintenant  ces  deux  équations  qu'il  s'agit  de  résoudre  en  nom- 
bres entiers.  Or  la  première  est  impossible  avec  les  conditions  que  Q, 

soit  pair,  que  Pj,  Qo ,  facteurs  de  P, ,  soient  impairs  ;  en  effet,  cette  équa- 
tion peut  se  mettre  sous  la  forme 

i6[^^Y-Q^]  =  7(7'P^)^- 3(7=Q:Pn^ 

et  les  deux  membres  sont  incompatibles,  l'un  étant  de  la  forme  4 '4"» 
tandis  que  l'autre  est  de  la  forme  4  •  {'^n  -4-  i  ). 

La  même  impossibilité  n'existe  plus  pour  la  seconde  équation 

^36)  Q:  =  Ql-3.fViQi  +  :i*.fK. 

Comme  elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(Q:r  +  3(7=p:Qn'  =  (Q^)"  -^  lii'.f.nr, 

que  Q,  et  Qj  sont  impairs,  le  lemme  précédent  (§  XI)  exige  que  Pj  soit 

(inisible  par  a.  On  peut  donc  poser  Pj  =  allj  ;  l'équation  dont  il  s'agit devient 

et  comme  2^  —  7.3-  =  64  —  63  =  i ,  plus  simplement 

(37)  Q^  =  (Q^-3.2^7*^t)=  +  7(2^7^^1)^ 

§  XIII. 
Pour  résoudre  l'équation  (37  ),  on  peut  poser 

J2  ne  peut  être  divisible  par  7,  puisque  Q,  ne  peut  l'être;  ̂ j  et  g.,  sont 
premiers  entre  eux,  sans  quoi  un  facteur  premier  «T  qui  les  diviserait 
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tous  deux,  ainsi  que  leur  produit,  diviserait Q,  et  Q,  qui  doivent  être 
premiers  entre  eux.  Puisque  Q,  est  impair,  il  faut  que  l'un  des  deux 
nombres/,  et  g.,  soit  pair  et  l'autre  impair;  or  ce  ne  peut  être/,  qui  soit 
pair,  car  g^  étant  alors  impair,  le  second  membre  de  l'équation 
Q-  =/'  ■+■  78'  serait  de  la  forme  4«  +  3,  ou  de  l'une  des  deux  formes 
8n  -H  3,  8«  +  7,  tandis  que  le  premier  membre  ne  peut  être  que  de  la forme  Sn+i;  donc  g,  est  pair  et/„  impair. 

D'après  ces  conditions,  la  troisième  équation  (38)  ne  peut  se  décom- poser que  de  la  manière  suivante  : 

n2  =  Q3P3,    f2=Ql,     g^  =  i^.fP\     (Q3  premier  avec  2  7.  Q2). 

La  seconde  des  équations  (38)  devient  ainsi 

±Q;=Q;±:3.2^74Q.P5_,7.2^.P|=(Q.±2..3..4p.)a_24.-:(3,.._^.,^p.^ 

et  comme  7.3=  -+-  i  =64  =2%  plus  smiplement 

±:Q^  =  (Q^±2^3.7'p^)=_7(2^73.pt)^ 

On  voit  qu'on  ne  peut  admettre  le  sie;ne  inférieur,  car  on  en  déduirait 
l{^'.fnr^Qt-^(Q.^-^.i\rnr-,etQ,,Q,,  étant  m,pa^rs.  le second  membre  serait  de  la  forme  87^-^-a,  et  incompatible  avec  le 
premier,  divisible  par  2'°.  On  a  donc  nécessairement 

(39)  (Qt^-2^3.7'Pi)==Q4^-7(2^7^p4)^ 

§  XIV. 

Pour  résoudre  l'équation  (Sg),  on  posera 

(40)  Qi  +  2^3.7*Pt=/^  +  7g^,  ±Ql=fl-jg%J,g,  =  ̂ *.f.-pU 

on  verra,  comme  ci-dessus,  que  y,  est  premier  avec  7  et  avec^,  ;  et  la 
première  (4o),  d'après  le  lemme  du  §  XI ,  exige  que^a  soit  impair  et  g, 
pair.  Il  n'y  a  donc  d'autre  moyen  que  le  suivant  de  décomposer  la  rroi- sième  (4o)> 

1^  =  Q.P. ,    yi  =  Qi,     g'3  =  2V7'.P|     (Q,  premier  avec  2.7. Q3. 
TomeV.  —  Jlis  1840.  an 
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La  première  équation  (  4o)  devient 

QJ  =  Q;_2^3.,4.p;Q;+^7..^«.PJ=(Q:— 3.3.7<P;)'  +  2'.7"(2'*— 3'.7)P:' 

et  comme  (2"  —  3" .  7)  =  i ,  plus  simplement 

(40  Qt  =  (Q|-a.3.7^Ptr-^-7(2  7='.Pt)^ 

Pour  résoudre  cette  équation  (40  »  ̂̂   ̂^^^  encore  poser 

(42)  Q^=/4  +  7g4,  ±Qlqr2.3.7\P^=/:-7g%yg  =  7'Pt; 

j\  est  encore  nécessairement  premier  avec  7  et  avec  §4  ;  et ,  comme  la 

première  (38),  la  première  (4^)  démontre  que^^  est  impair  et  g^  pair. 

On  est  ainsi  conduit  à  la  décomposition  suivante  de  la  dernière  (42)  ' 

P4  =  Q5P5,    /4  =  Qi,     g4  =  7'Pt     (Qs  premier  avec  2.7.Q/,P5  pair). 

La  seconde  (  42)  devient 

±Qi=Q?±2.3.7^P^Q|-7'P?=:(Qt±:3.7*P|)^-7'(3^7^-I)Pi, 

ou,  comme  3^.7  -i-  i  =  2^,  plus  simplement 

±  Ql  =  (Q^  ±?>.fVtr  -7(2^7'P^)^ 

et  l'on  voit  que  P5  étant  pair,  le  signe  inférieur  ne  peut  être  admis.  On a  donc  nécessairement 

(43)  (Q^+  3. 7^P^f  =Qt+  7(2^.7'. Pff. 

Pour  résoudre  cette  équation  (43),  il  faut  encore  poser 

(44)  Q^4-3.7Tf=/?+7g^^,  ±Q^^j'|_7g^,y^.^=^^73p,. 

P5  étant  pair,  le  lemme  établi  (§  XI)  démontre  que  g 5  est  pair;  on  voit 

encore  que^j  est  premier  avec  7  .^5 ,  ce  qui  conduit  à  la  décomposition 

P5=Q6P6»    y5  =  QJ,    g5  =  2^7'.P^     (Qa  premier  avec  2.7. Qs). 
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La  première  (44)  devient 

(45)  Q|  =  Q«_3.7*P^Q^+aV7'P2. 

§  XV. 

Or  cette  équation  f  45)  est  de  la  même  forme  que  l'équation  (36  ),  et 
composée  de  nombres  beaucoup  plus  petits.  Ainsi ,  s'il  existe  des  nom- 

bres U,  V,  W,  premiers  entre  eux ,  qui  vérifient  l'équation 

(46)  U*=V''-3.7\V^W*-+-2\7'W% 

d  existera  par  cela  même  une  autre  solution,  composée  de  nombres 
beaucoup  plus  petits.  D'où  il  résulte  que  l'équation  (46)  est  impossible 
en  nombres  entiers  finis.  Donc  l'équation  (  36)  est  impossible  aux  mêmes 
conditions,  et  par  suite  l'équation  (i)  est  dans  le  même  cas. 

Nota.  Pour  s'assurer  que  les  nombres  de  la  solution  (45  )  sont  réel- lement beaucoup  moindres  que  ceux  de  la  solution  (36),  il  suffira  de 
remarquer  que  P^  =  2Q3  Q,  Q,  Q„  P„.  Le  nombre  P,  est,  dans  l'équa- 

tion (45  ),  l'homologue  de  P, ,  dans  celle  (36);  P„  étant  nécessairement 
pair,  ainsi  que  P^  =  Q„  P^ ,  ne  peut  être  moindre  que  2  ;  g-,  =  7'  p^  est 

donc  plus  grand  que  7'. 2*;  Q,=  \/y --1-7^4  surpasse  doncv/i-t-  7'. a" , 
et  à  plus  forte  raison  Q,  surpasse  2^7' =  10976;  ainsi  P^  est  au  moins 
22  000  fois  plus  petit  que  Pj. 

Rapport  sur  le  Mémoire  précèdent;  par  M.  A.  Cauchy. 

(  Extrait  des  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences ,  tome  I\ ,  p.  359. 

«  L'Académie  nous  a  charges,  M.  Liouville  et  moi,  de  lui  rendre  compte  d'un  Mé- moire de  M.  Lamé  sur  le  dernier  théorème  de  Fermât. 

"  On  sait  que  Fermât,  l'un  des  plus  beaux  génies  qui  aient  illustre  la  France,  a  donne 
«les  énoncés  de  i.lusicurs  théorèmes,  parmi  lesquels  il  en  est  deux  dont  la  démonstra- 

tion a  été  pendant  long-temps  recherchée  avec  ardeur  par  divers  géomètres.  De  ces 

théorèmes  il  n'en  reste  plus  qu'un  s<ui  qui  ne  soit  pas  aujoind'hui  complètement  démon- 
tre :  c'est  le  théorème  relatif  aux  puissances  des  nombres  entiers,  et  suivant  lequel  mu- 

27.. 
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puissance  d'un  degré  «  supérieur  au  second ,  ne  peut  résulter  de  l'addition  de  deux 

puissances  du  même  degi-é.  On  sait  toutefois  que  le  thcorèrae,  une  fois  démontré  pour 

une  valeur  particulière  de  n  ,  l'est  en  même  temps  pour  tous  les  multiples  de  cette  va- 

leur, et  que,  d'après  les  principes  établis  par  Fermât  lui-même ,  ce  théorème  se  démontre 
assez  facilement  pour  /i  r=  4-  De  plus,  Euler  et  51.  Legendre  sont  parvenus  à  le  démon- 

trer encore  pour  les  \aleurs  3  et  5  de  l'exposant  «.  Mais  leurs  démonstrations  sont  fon- 
dées sur  la  théorie  des  formes  quadratiques  des  nombres  premiers;  et  les  difficultés  (jue 

M.  Legendre  a  eu  à  surmonter,  poiu-  le  cas  de  «  =:  5 ,  laissaient  peu  d'espoir  d'appli- 

quer avec  succès  les  mêmes  principes  aux  cas  où  n  acquiert  des  valeurs  plus  considéra- 

bles. Toutefois,  cette  considération  n'a  pas  empêché  M.  Lejeune-Dirichlet ,  dont  les  re- 

cherches sur  la  théorie  des  nombres  avaient  été  utiles  à  M.  Legendre  ,  de  s'occuper  de 

nouveau  du  dernier  théorème  de  Fermât  ;  et  à  l'aide  d'un  ai-tifice  particulier  de  caicul,  il 

est  pan-enu  à  le  démontrer  pour  le  cas  où  l'on  suppose  «  r=  14.  BI-  Lamé  a  considère  à 

son  tour  un  cas  qui  renferme  le  précédent,  savoir,  le  cas  où  l'on  suppose  «  ̂   7  ;  et  les 

savants  apprendront  avec  plaisir  qu'il  est  parvenu  effectivement  au  but  qu'il  s'était  pro- 

posé d'atteindre. 

■'  Pour  démontrer  l'impossibilité  de  résoudre  en  nombres  entiers  une  équation  de  la 
forme 

où  z  est  supposé  négatif,  M.  Lame  n'a  point  recours  à  la  théorie  des  formes  quadrati- 

ques des  nombres  premiers.  Après  avoir  prouvé  comme  à  l'ordinaire  que 

peuvent  être  supposés  premiers  entre  eux,  il  démontre  un  lemme,  digne  de  remar(|ue, 

savoir,  que  le  rapport  entre  la  somme 

x-^-  y  -\-  z 

des  trois  inconnues  et  la  racine  7''  du  produit  des  trois  sommes 

j: -4- 1 ,      X -i- z  ,->-{- z  , 

ou  de  ce  produit,  multiplie  par  7,  est  un  carre  parfait;  puis  à  l'aide  de  ce  lemme  il 

prouve  facilement  qu'il  est  impossible  de  supposer  les  trois  inconnues  non  divisibles  par 

7,  ce  que  l'on  savait  déjà.  Enfin,  en  supposant  l'une  des  inconnues  di\-isible  par  j,  et 

s'appuyant  sur  le  lemme  dont  il  s'agit,  il  remplace  l'équation  proposée,  du  '■/  degré, 

par  une  autre  équation  dont  le  premier  membre  est  du  4'  degré ,  le  second  membre 

étant  du  8",  et  c[ui  peut  être  présentée  sous  la  forme 

zi  =x«— 3x^j-*-4-^/^ 

puis  il  démontre  limpossibihte  de  résoudre  cette  dernière  équation ,  à  l'aide  d"une  suite 
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d'opérations  semblables  à  celle  que  fournit  la  résolution  d'une  équation  de  la  forme 

X'  — ^'  =  A. 

>'  En  lisant  avec  soin  le  Mémoire  de  M.  Lamé ,  nous  nous  sommes  demandé ,  i  "  si  le 

lemme  dont  il  a  f;iit  usage  se  trouve  compris  dans  quelque  autre  proposition  plus  géné- 

rale relative  à  une  valeur  quelconque  de  /?  ;  2"  s'il  ne  serait  pas  possible  d'abréger  encore 

la  démonstration  donnée  par  M.  Lamé  pour  le  cas  de  aï  =r  ■j.  Nous  avons  reconnu  qu'ef- 

fectivement le  lemme  de  M.  Lamé  est  une  conséquence  nécessaire  d'un  théorème  d'ana- 

lyse qui  nous  semble  assez  curieux  pour  mériter  d'être  indiqué  dans  ce  rapport.  Voici 
l'énoncé  de  ce  nouveau  théorème. 

>■  Si  l'on  retranche  la  somme  des  puissances  n"""'  de  deux  inconnues  x,y  de  la  puis- 
sance n"""  de  leur  somme 

le  reste  sera  divisible  algébriquement ,  non-seulement  par  le  produit 

nxy{x-^-x), 

comme  on  le  reconnaît  aisément,  mais  encore,  pour  des  valeurs  de  n  supérieures  à  3, 

par  le  trinôme 

x^  ̂ xy+y'  = 

X — y 

et  même  par  le  carré  de  ce  trinôme ,  lorsque  n  divisé  par  6  donnera  pour  reste  l'unité. 

En  appliquant  ce  théorème  aux  cas  où  l'on  a 

«r=3,       7!  =  5,       Il  z=  "J  , 

on  obtient  successivement  les  formules 

(^  +  j-y  —  x^  —y^  =  3.rr  (x+x), 

(x  +  yf  —  x5  —  y^  =  5xy  {x  +  y)  (x>  +  xy  -\-y') , 

[jc  +  y)l  —xl—y'  =  rjxy  {x  +  /)  (x'  +  xy  +  y')', 

dont  la  dernière  conduit  sans  peine  au  lemme  de  M.  Lame. 

»   Quant  à  la  seconde  question ,  nous  avons  reconnu  qu'on  abrège  la  démonstration 

de  M.  Lamé  quand  on  commence  par  établir  l'impossibilité  de  résoudre  l'équation 

.       3  I      , 
z'=x^—yx'y'+-y\ 

4  7 

en  prenant  pour  x,y,  z,  des  nombres  premiers  entre  cu.x,  et  pour  /  un  carre  pair.  Au 

reste ,  la  méthode  par  laquelle  on  y  parvient  ne  diffère  pas  au  fond  de  celle  qui  sert 
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à  démontrer  l'impossibilité  de  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 

et  servirait  pareillement  à  établir  l'impossibilité  de  résoudre  en  nombres  entiers  une 

multitude  d'équations  de  la  forme 

z'  =  xi  —  Ax'x'  +  Bji. 

»  Nous  ne  terminerons  pas  ce  rapport  sans  rappeler  qu'à  une  époque  antérieure, 

M.  Lamé  s'était  déjà  occupé  de  la  théorie  des  nombres.  Au  moment  où  l'Académie  pro- 
posa pour  sujet  de  prix  le  dernier  théorème  de  Fermât ,  elle  reçut  un  Mémoire  qui  ne 

résolvait  pas,  il  est  vrai,  la  question  proposée  ;  mais  qui  renfermait  du  moins  des  théo- 

rèmes curieux  sur  l'impossibilité  de  la  résoudre  sans  que  certains  nombres ,  égaux ,  par 

exemple,  à  l'unité  augmentée  du  double  ou  du  quadruple  de  l'exposant,  fussent  divi- 

seurs de  l'une  des  inconnues.  L'un  de  nous ,  nommé  Commissaire  à  cette  époque  avec 
51.  Legendre  ,  se  rappelle  encore  avoir  lu  ces  théorèmes  dans  le  Mémoire  envoyé  au  con- 

cours. Si  l'auteur,  que  nous  avons  su  depuis  être  M.  Lame,  ne  parvint  pas  alors  à  rem- 

plir entièrement  le  vœu  de  l'Académie,  son  travail  n'était  pourtant  pas  sans  mérite ,  et 

son  nouveau  Mémoire  prouve  qu'il  est  capable  de  lutter  avec  avantage  contre  les  difficul- 

tés qui  dans  cette  matière  n'ont  pu  être  jusqu'à  présent  complètement  surmontées  par 
les  géomètres. 

i>  En  résumé ,  vos  Commissaires  pensent  que  le  IMémoire  de  M.  Lamé  est  digne  de 

l'approbation  de  l'Académie ,  et  d'être  inséré  dans  le  recueil  des  Savants  étrangers.  » 
Les  conclusions  de  ce  rapport  sont  adoptées. 

«  Post-scriptum.  On  démontre  aisément  le  nouveau  théorème  énoncé  dans  ce  rapport 
de  la  manière  suivante  : 

i>  Soient  i ,     a  ,     C , 

les  trois  racines  de  l'équation  .r'  :^  i . 

On  aura ,  non-seulement  i  -j-  «  -(-  5  =  o , 

mais  encore ,  en  supposant  «  non  divisible  par  3 , 

(l)  ,_(_^'.  +  C"  =  o, 

et  de  plus  jt'  -(-  xr  -}-  r^  =:  (x  —  sj>')  (x  —  Sy). 

»  Cela  posé  ,  je  dis  que  ,  si  l'on  j)reiul  pour  n  un  nombre  premier  impair  supérieur 
à  3 ,  l'expression 

(a)  (x  —  r)"  —  x"  —  X" 

sera  divisible  par  le  trinôme  x'  -j-  xj-\-y^, 
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et  méine  par  le  carre  de  ce  trinôme,  lorsque  n  divise  par  3  donnera  pour  reste  l'unité 
tffect.vement ,  pour  établir  cette  proposition ,  il  suffira  de  faire  voir  qu'en  supposant 

■X  ̂ =  cty     ou      X  ■=.  Ç^, 

on  réduit  à  zéro  l'expression  (2),  et  de  plusse  dérivée  relative  à  x,  savoir 

(3)  «[(x-+._^l"-._j/.-.]^ 

lorsque  n  divisé  par  6  donnera   ,   pour  reste.  Or,  lorsqu'on  suppose,  par  exemple xz=ay,  les  expressions  (2)  et  (3)  deviennent  proportionnelles  aux  suivantes 

(l  4-a)"— I  — «"  =  _,  _«'.  ̂ ^_fy,^ 

et  il  est  clai.  qu'elles  s'évanouissent ,  la  première  en  vertu  de  la  formule  ( ,  ) ,"  pour  les  va- leurs uupanes  do  n  non  divisibles  par  3  ;  la  seconde  en  vertu  des  formules 

pour  les  valeurs  impaires  de  n  ,  qui,  divisées  par  3,  donnent  ,  pour  reste.  . 
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EXTRAIT 

D'UNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  LIOUVILLE, 

Par  m.   STERN. 

«  Je  viens  de  lire  dans  votre  Journal  (février  1 84o)  le  beau  Mémoire 

de  M.  Lebesgue ,  à  la  fin  duquel  il  propose  une  question  concernant  la 

détermination  du  signe  dans  la  formule 

-— =  ̂   ±  n  cotangrt  — , 

V^  ^     P 

que  j'ai  donnée  dans  le  Journal  de  M.  Crelle  (  le  double  signe  y  a  été 
omis  par  inadvertance).  Je  vais  y  répondre  en  peu  de  mots. 

»  On  sait  que  les  racmes  de  l'équation 

(0    xP-*  -  \  pxP-^  +  ̂ p^-^^^  xP-\..  ±  -^p  =  o 

sont  sm — ,     sm  2 — ....  sm    p — i   — . 
/>  p  ^'         '  j) 

En  faisant  p  =  7.7n  +  i  et  jc-  ̂ y,  on  réduit  cette  équation  à  la  suivante 

W  r'"-î/'j'"~'  •••   ±^/'=o• 

Si/>  est  un  nombre  premier  de  la  forme  l\n-^  3,  et  qu'on  désigne  par  a^, 

a^,.  .  .  a,n  les  résidus  quadratiques ,  les  racines  de  l'équation  (2)  seront 

.       „         23-  .      „  23-  .      „  23- 
sm^a,  — ,     sm''rt2— ,...   sm''a,„  — , p  p  P 

^  p  .     ,         25»-       .     »          2?r  .     2  25r  2''"' et  1  on  aura         sm^'a, —   sm   rt,  — ....   sm  «„  —  ̂    , p  p  P  P 
ou 

(o)  nsma — =z  ± ——. ^   '  pi"' 
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Il  est  évident  qu'on  doit  prendre  le  signe  supérieur  ou  inférieur,  selon 
que  le  nombre  des  résidus  qui  sont  plus  grands  que  ̂ -^^  est  pair  ou 

impair.  D'ailleurs  on  sait  que  dans  la  congruence 

P  — 

±:  I      (mod./>  /, 

la  détermination  du  signe  dépend  de  la  même  condition  ;  et  comme 

M.  Jacobi  a  montré  (Journal  de  M.  Crelle,  tome  IX,  page  192)  qu'on  a toujours 

,.2...^  =  (-i/      (mod.;,), 

N  désignant  le  nombre  des  diviseurs  quadratiques  de  la  forme  t^  -\-  pu^, on  aura 

(4)  nsina^  =  (-if  *^. 

On  sait  aussi  que  p  étant  un  nombre  premier  de  la  forme  4«  -|-  3,  les 
expressions 

cos  a^  — ,     cos  a,  — «. .  .    cos  «,„  — 
p  ^  p^  '"  p 

sont  les  racines  de  l'équation 

j^m^i^-,   _     '    ('„^_   ,)^m-3.  .  .    ̂   J_  =   o, 2  2'   ̂   '  2"" 

où  l'on  doit  prendre  le  signe  supérieur  ou  inférieur,  selon  qu'on  a 

p  =  8A--+-7,     pz=U-\--i. 
On  aura  donc 

(  5  )  n  cos  a  —  =  — 

P        2" pour  le  cas  />  =  8 A-  4-  7, 

et 

(6)  n  cosrt  —  =   

P  2" pour  le  cas  p  =  8A  -t-  3. 

Tome  V.  —  Jci»  i84o.  a8 
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En  combinant  les  équations  (  5)  et  (6)  avec  l'équation  (4  ,  on  trouve 

(7)  "  ncotangrt^  =  (-ir  ç^ 

pour  le  cas  p  =  8k  -{-  •], 

et 

(8)  ncotangay  =  (-i7  +  "^ 

pour  le  cas   /)  =  8A  +  3.  On  voit  donc  que  le  signe  est  tout-a-fait déterminé. 

»  On  a  aussi 

ntanga— =  (-!)"    V/p, 

n  tang a  —  =  (—  i  )"'"^'  \/p , 

selon  que    p  =  SA'  -t-  7  ou  p  =  8k+  3. 
n  Je  profite  de  cette  occasion  pour  faire  une  remarque  sur  la  détermi- 

nation du  signe  dans  la  congruence 

■ih^  ±  r^     (mod.  p) , 

que  M.  Gauss  a  donnée  dans  son  premier  Mémoire  sur  les  résidus  biqua- 

dratiques  (p.  3i).  Comme  la  détermination  générale  de  ce  signe  n'a  pas 
réussi  à  l'illustre  géomètre ,  elle  semble  appartenir  aux  plus  profonds 

mystères  de  la  théorie  des  nombres.  Il  est  d'autant  plus  remarquable, 
que  pour  le  cas  /)=8«-l-5,  on  puisse  donner  une  formule  qui  détermine 

en  même  temps  la  valeur  et  le  signe  de  h',  car  alors  on  a 

(  9  )         2"  (  1 . 2 . . .  w)  ̂  2 . 4  •  •  •  2'i  ) 

(jo)  2"'*"'(4«-+-3.4«+4---5«-h3)^i.3...272+i   (^mod.p), 

et  4"  +  3^  — (4«H-2),  4"  +  4^  — (4"+i)'---  5h-4-3^  —  (3w-4-2). 

Il  suit  donc 

(11)      2"-^'(4«-t-  2. 4k -M  .  .  .  3«  +  2)^(— l)""*"'  (,1  .3.  .  .  1U-\-\), 
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et  en  multipliant  cette  formule  par  la  formule  (9),  on  a 

2^''+'(4n-H2.  ...  ■3«+2)  =  (-i)«+'(n-l-i....  2«-Hi), 
et 

(12)  2*"+'=(— l)«- 
|/2+l./2-|-2...   2«+I 

3/Î+2.  .  .  4"  +2 

Mais  M.  Gauss  a  démontré,  dans  le  Mémoire  cité,  que  g  étant  une 

racine  primitive ,  le  nombre  2  est  congru  à  un  des  nombres  g,  g*, . .  .gf'" 

on  à  un  des  nombres  g%  g%  •  •  •  g''~',  selon  qu'on  a  b  =  8m-\-  1  ou 

h  =  8m  +  6.  On  aura  donc  2^""^'  ̂ g=n-»-<  ,  selon  que  h  est  contenu 
dans  Ja  première  forme  ou  dans  la  seconde.  Et  comme  on  a 

^^gîn-t-t.a     (/i.,  page  27  ), 

la  valeur  de  a  étant  déterminée  par  la  congruence 

/   ON  4"+2  ..2/J+2        ,       , 

(i3)  ^^—      ,...2/,+T  (mod./j), 

il  en  suit  A  ̂   a^""*"  ' . «  ou  —  b^  2^" ■*"'.«,  selon  qu'on  a  è  =  8/« 4-  2 

ou  è  =  8oz4-6,  c'est-à-dire  qu'il  faut  toujours  fixer  le  signe  de  manière 

qu'on  ait b^i     (mod.  8). 

En  combinant  les  formules  (i  2)  et  (i  3  ),  on  trouve 

±,^^(-ir^<3.
-H...2.+2 

^  I  .  .  .  n 

et  le  signe  est  déterminé  par  la  congruence 

è^  2,     (mod.  8). 

»  J'ai  déjà  consigné  plusieurs  des  remarques  précédentes  dans  lui 

Mémoire  que  j'ai  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  au  courant  de 

l'année  1837,  mais  sur  lequel  on  n'a  pas  encore  fait  de  rapport.  » 
(  ao  mai  i8)o.  ) 

a8;. 
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VARIATIONS  SÉCULAIRES  DES  ÉLÉMENTS  ELLIPTIQUES 

DES  SEPT  PLANÈTES  PRINCIPALES    : 

MERCURE,  VÉNUS,   LA  TERRE,  MARS,   JUPITER,  SATURNE   ET   UR.\>US  ; 

PvK  M.    LE  VERRIER  [*]. 

1.  L'orbite  d'une  planète  qui  circulerait  seule  autour  du  Soleil 

serait  une  ellipse  ayant  l'un  de  ses  foyers  au  centre  d'attraction. 
Cette  orbite  aurait  une  forme,  une  position  invariables;  et  elle  serait 

complètement  déterminée  par  son  grand  axe,  son  excentricité,  la  longi- 

tude du  périhélie,  l'inclinaison  de  son  plan  sur  un  plan  de  position 
donnée ,  et  la  longitude  de  son  nœud. 

La  présence  de  plusieurs  planètes  autour  du  Soleil  rend  la  détermina- 
tion de  leurs  mouvements  beaucoup  moins  simple.  Elles  agissent  les 

unes  sur  les  autres,  proportionnellement  à  leurs  masses,  et  en  raison 

inverse  des  carrés  de  leurs  distances  respectives;  et  par  là  elles  sont  sans 

cesse  entraînées  liors  de  l'ellipse  qu'elles  décriraient  si  elles  n'étaient 

soumises  qu'à  l'action  du  Soleil.  On  parvient  toutefois  à  représenter  fa- 
cilement leur  marche  par  les  considérations  suivantes.  Admettons  qu'à 

une  époque  donnée  l'action  perturbatrice  des  planètes  vienne  à  cesser 

sur  l'une  d'elles;  à  l'instant  elle  se  mettra  en  mouvement  sur  une  ellipse 
dont  les  éléments  différeront  en  général  de  ceux  de  l'ellipse  primitive,  il 

[*]  Cet  article  ne  doit  être  considéré  que  comme  un  extrait  détaillé  du  Mémoire  que 

j'ai  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  ,  en  septembre  iSSp,  et  qui  seia  bientôt  publi< 
en  entier  dans  la  Connaissance  des  Temps. 
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est  donc  permis  de  considérer  chacune  des  planètes  comme  se  mouvant 

sur  une  ellipse  de  forme  et  de  position  variables.  D'ailleurs,  la  petitesse 
des  masses  perturbatrices  rend  les  variations  séculaires  des  éléments 

elliptiques  fort  lentes  et  négligeables  dans  un  intervalle  de  quelques 

années;  de  sorte  qu'il  suffit  de  connaître  ces  éléments  ,  ainsi  que  la 
position  correspondante  de  la  planète  dans  son  ellipse  à  une  époque 
donnée,  pour  juger  de  toutes  les  circonstances  du  mouvement  dans 
les  environs  de  cette  époque. 

La  détermination  des  éléments  variables  des  orbites  offre  encore  un 

uitérét  tout  particulier,  en  ce  qu'elle  seule  peut  nous  permettre  de  juger 
si  notre  système  planétaire  réunit  quelques  conditions  de  stabilité. 

Malheureusement  la  question  n'est  susceptible  de  solution  que  par  les 
méthodes  d'approximation.  On  se  fonde  sur  ce  que  les  masses  perturba- 

trices ,  les  excentricités  et  les  inclinaisons  respectives  des  orbites  étant 
fort  petites ,  on  peut  développer  les  fonctions  perturbatrices  en  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  et  les  produits  de  ces  quantités.  Ce  dé- 

veloppement étant  admis,  et  en  laissant  de  côté  les  variations  périodi- 

ques qui  ne  font  osciller  les  éléments  qu'entre  d'étroites  limites,  on  re- 
connaît que  les  grands  axes  sont  constants.  La  démonstration  comprend 

les  termes  qui  dans  la  jonction  perturbatrice  sont  du  premier  et  du  se- 

cond ordre,  par  rapport  aux  masses;  et  elle  s'étend  à  toutes  les  puis- 
sances des  excentricités  et  des  inclinaisons.  Mais  comme  elle  repose  sur 

le  développement  en  série  de  la  fonction  perturbatrice ,  elle  n'est  con- 

cluante qu'autant  qu'il  demeure  prouvé  que  les  inclinaisons  et  les  ex- 
centricités resteront  toujours  très  petites.  La  détermination  de  ces  élé- 

ments acquiert  ainsi  une  double  importance.  Nous  nous  proposons  de 

l'étudier  ici,  en  commençant  par  les  excentricités  et  les  longitudes  des 
périhélies  qui  sont  liées  étroitement. 

Variations  séculaires  clés  excentricités  et  des  longitudes  des  périhélies. 

2.  Désignons  par  e  l'excentricité  de  Mercure,  par  w  la  longitude 
de  son  périhélie ,  et  posons 

/z  =:  f  sin  fsr , 

/  =  C  COS^ÎST. 
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Lorsqu'on  connaîtra  h  et/,  on  calculera  e  et  ■tr  par  les  formules 

h  \     (i) 

tang-ar^:-.  ) 

Désignons  d'ailleurs  pour  Vénus,  la  Terre,  Mars,  Jupiter,  Saturne  et 
Uranus,  les  mêmes  quantités  parles  mêmes  lettres  affectées  des  indices 
///'/'        i  V       V      V 1 

»     5     ?       1     ■)       ■ 

Les  variations  àe  h  e\.l,  h'  et  /',...  en  se  bornant  aux  termes  du 
premier  degré  par  rapport  aux  excentricités,  dépendront  des  équations 
linéaires  suivantes 

[(o,i)-|-  (0,2) -h. .  .]  /   —  I  0,1  I  /'  —  etc   =  0, 

dh 

dt 

7^=-[(0'i)  +  {o,i)  +  ...]h  -h  I  0,1   I  h'+  etc   =  0 
dh 

-^=     [(i,o)+(i,2)-h...]/'  -  I   1,0  I  /   -   etc   =  0,  ̂  (2) 

^^-=  —  [(1,0)+  (1,2)  +  .  ..]/?'+  I   1,0  I   A  +   etc   =  0, 
etc. 

pour  l'intelligence  desquelles  nous  renverrons  a  la  Mécanique  céleste, 
(livre  TI,  §  55).  Les  coefficients  (0,1),  (0,2),.  .  .  1  0,1   1  ,    ro,2  1  .  .  •  • 

ne  dépendent  que  des  masses  perturbatrices  et  des  grands  axes  des 

orbites  :  ils  sont  liés  deux  à  deux  par  des  relations  telles  que  les  sui- 
vantes 

/rt  (0,1)    =  m' V^'  (ijo),    \ 

/a [  o^  I   I  =  m!  s/ a'  \  t,o  |  ,  / 

«i,  a,  m',  a',  etc., .  .  .  désignant  respectivement  les  masses  et  les  grands 
axes  de  Mercure,  Vénus,  etc. 
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5.   Pour  intégrer  ces  équations ,  on  pose 

/(  =  N  sin(g-i-4- ê),  l  =  1^  co&{gt-\-è ), 

h'  =  Wsm{gt  +  C),  /'=  N'cos(g«  +  ê), 

etc.,  etc., 

et  la  substitution  de  ces  expressions  dans  les  équations  difierentielles 
conduit  aux  sept  relations 

[g-(o, i)-(o,i)-(o,3)-(o,4)-(o,5)-(o,6,]  N     -^  |  u,i  |  N'  -i-  |  0,2  |  N"  -t-  |  o,3  |  N" 

(  ?-(',o)-(',3)-(i,3)-(i,4)-(',5)-(',6)]  N'   -T-  [TJ]  N    +  I    1,2  I  N"  -1-  I   1.3  1  N" 

H-|    i,4|N-v-,-|    1,5  |N'  +1    i,6|N"=o, 

[ g-(a,o)-(2,0-(2,3)-(a,4)-.(ï,5)-(2,6)) N"  -t-  |  2,0  | N    -+^  |  -2,1  \ N'   ■+- 1  -j.B  |  W 

-<-[1T1N"-+-[2J]N'  +1   2,6|Kv=0. 

[  ̂_(3,o)-(3,i)-(3,a)-(3,4)-(3,5)-(3,6)]  N'"  -t- |  3,o|N    -r  |  3.i  |K'  ̂ |  3,a  [N" 

-^ fTj] N"-H rrn N-^ -4- \Tfi\ N>- = o,  \  (4) 

r  «'-;4>o)-(4, ■)-(4,>)-(4,3)-(4>5)-(4,6)]  N ■  '-^  [J^  N    -r  |"77n  N'  -t-  fT^  N" 

+  ["4X1  N"  -+-  fTJI  N'  -^  fXë]  N"  =  0, 

[ir-(S.o)-(5,0-(5,')-(5,3)-(5,4)-(5,6)]N'  -^|  5,o|N   .^  |  5,.  \ti'  -t- 1  ô.a  |^^" 

_  [~5X|  N--^  I   5.4  |N"-t-  ["S^^l  N"  =  o, 

[g-(6,o)-(6,i)-(6,2)-(6,3)-(6,4)-(6,5)]  N"  h-(  G,o  |N   -i-j  (),'  |N'  -+  |  ",2  |  N" s,.  -4-1  b,o  [W    -i-|  o,'  [K'   -t^  I  ",2  |IN" 

-t-|  6,3  [N--^  I  ti,4  |N'»-<-rïïnK'   =0.  y 

Entre  ces  relations  on  élimine  les  rapports  de  six  des  coefficients  N,  N', 

N", . .  au  septième ,  et  il  reste  ainsi  une  équation  en  g  qui  est  du  septième 
degré.  On  en  trouvera  la  démonstration  au  §  6,  où  nous  donnerons 
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un   moyen  de   former  cette  équation  par  les  fonctions  symétriques. 

Soient  g  ,  g, ,  g^j  »  3  j  gi  ?  g^5  et  ge  ses  différentes  racines.  Pour  chacune 

d'elles  on  obtiendra  une  solution  différente  du  système  des  équations 
(4) ,  et  en  réunissant  ces  solutions  on  aura  des  intégrales  générales  de  la 
forme 

h  =  N  sin  (g^4-^)-H  N,  sinfg-,. 

/  =  N  cos(g?  +  ê)-t- N,  cos^g-,^ 

h'—  N'sin  {gt-\-C)-]-  N;  sinfg-,^ 

l'  =  W  cos{gt-{-ê)-^  N;  cos(  g,^ etc., 

dans  lesquelles  il  y  aura  encore  quatorze  arbitraires ,  savoir  1 

et  N",  N;',  N^, ...  ;  en  supposant  que  les  rapports 

soient  ceux  qui  ont  été  déterminés  par  les  équations  {/^]. 

Ces  arbitraires  dépendront  des  valeurs  des  excentricités  et  des  posi- 

tions des  périhélies  à  l'origine  du  temps  ;  et  en  dénotant  ces  valeurs  par 
les  mêmes  lettres  que  ci-dessus ,  mais  affectées  d'un  indice  (o) ,  et  expri- 

mant qu'elles  satisfont  aux  intégrales  générales,  on  obtiendra  quatorze 
équations  entre  les  quatorze  arbitraires.  On  pourrait  résoudre  ces  équa- 

tions directement;  mais  les  relations  [3)  qui  existent  entre  les  coeffi- 

cients I  0,1  I  et  I  1,0  I , .  .  .  fournissent  entre  les  différents  systèmes  de 

.solutions  les  conditions  suivantes 

NN,m  \/a  -+-  WN[m'  \/a'  ■+-  WN'[iTi"\/a"  ■+■   =  o,  i 

etc.;  ) 

et  ces  conditions  permettent  d'éliminer  d'une  manière  simple  toutes  les 
inconnues;  W'  et  ë ,  par  exemple.  Posons,  pour  abréger. 
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/-,  N' 

hoTn  \/a  —  +  h^m'  \/a'  ]^,  4-  •  •  •  +  hl'm"  \^a^'  =  n,  j 

/o  m\/a—  +  l^m' sja' ^.  + .  .  .  +  /;' m''  \/fl^  =  c/,  /  (?) 

mV/a(j^y+m'v/â^f|^Y-l-.  .    -f-m"  \/«"     =D, 
on  obtient  les  deux  équations 

n  =  DN"  sin  C, 

^  =  DN»'cos^, 

dont  on  déduit 

De  ces  deux  expressions  de  N^',  la  seconde  doit  être  seule  conservée, 

quand  on  veut  déterminer  le  signe  qu'il  faut  attribuer  à  N*' ,  suivant  la 

valeur  adoptée  pour  l'angle  €. 

4.  Les  intégrales  (5  )  peuvent  donner  à  la  rigueur  toutes  les  circons- 
tances des  variations  des  éléments  des  orbites.  Mais,  ainsi  que  Lagrange 

l'a  remarqué,  elles  sont  d'une  discussion  très  difficile.  Nous  allons 
chercher  à  établir  diiectement  les  relations  qui  pourraient  exister  à  une 

même  époque  entre  les  grandeurs  des  excentricités  et  les  positions  rela- 
tives des  périhélies,  et  qui  seraient  indépendantes  du  plus  ou  moins 

grand  éloignement  de  cette  époque  par  rapport  à  nous. 

Il  existe  sept  intégrales  de  cette  espèce,  distinctes  les  unes  des  atitres, 

et  dont  la  relation  connue  entre  les  excentricités,  les  masses  et  les  grands 

axes,  n'est  qu'une  conséquence.  On  trouvera  la  démonstration  de  cette 
dernière  relation 

m  s/a  e*  +  m'  \/a'  e'"^  -+-  m"  \^a"  e""  ■+■   =  constante ,     (10) 

dans  la  Mécanique  céleste  (livre  II ,  §  57).  Nous  allons  développer  ici 

les  autres,  en  ne  considérant  que  trois  planètes  pour  plus  de  simplicité 

dans  l'écriture. 

Tome  V   —  Jci»  18^0.  29 
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Multiplions  la  première  des  équations  (2)  par  m\/nN,  la  troisième 

par  m'  y/a/W,  la  cinquième  par  7ti"  s/cfW;  ajoutons  membre  à  mem- 
bre les  équations  résultantes,  puis  multiplions  par 

m  \/âWi  +  m'  V'â'N7^'+  m"\/â"Wh" 

les  deux  membres  de  la  relation  ainsi  obtenue.  Nous  formerons  l'équa- tion 

[m  yam  -|-,«'V/^N'  h'+  to"V/^N"A" )  (m  \/^N  ̂ +m'V/^N'^+TO"V/^N"  ^' \  fit  dt  dt 

(      m  ]/a   N  b  l  —m   \/a  N    |  o,i  |  l'—m  \/a  N    |  0,2  |  /"  \ 

—  (« \/n^hJf-m' \/n'N'/l'-^»/'  V/^N"A")  <  +  m'  V^'  N'  h' ï  —m'  \/V N'  |   1,0  |  /  —m'  \/â'N'   |  1,2  |  /"  /     (m 

V-|-to"\/Zn"^>"/"— /n"\/â"N"  [  2,0  I  /— »i"l/?^N"  |2,i   j  /',/ 

dans  laquelle  nous  avons  posé  pour  abréger, 

(0,1)  +  (0,2)  =  h, 

(i,o)+(i,2)  =  h', 

(2,0) -t-  (2,1)  =  6". 

En  opérant  d'une  manière  analogue  sur  la  seconde,  la  quatrième  et 
la  sixième  des  équations  (2),  nous  obtiendrons  cette  autre  relation  : 

\  dt  dt  dt 

\/a  N    I  0,2     h" 

T'"^'   ""'^" 
/  —  ,„    y/ a   y  b  h  -\-m   \/fl  N    [  0,1   |  /i'-\-n!   \/(i  N    [^ 

=  [m  \/7i^t+  m' V^'W  /'-f-/H"  \/^N'7")  \  —  m'  V^'  N'è'  //  -\-m'  V^  N'  1   i  ,0  1  h  +/«'  V^^ÎN''  I  1,2  |  h"    \     (l  2) 

-w"\/â^N"è"A"4-/?i"V/â''N"  I  2,0  I  h-\-m"\/a"^"  \  2,1  |  h'. 

La  somme  des  seconds  membres  de  ces  deux  équations  est  nulle  en 

vertu  des  rapports  qui  existent  entre  N,  N'  et  N".  Pour  le  reconnaître, 
eÉfectuons  cette  somme  après  avoir  développé  les  calculs  indiqués;  sup- 

primons les  termes  qui  se  détruisent  identiquement,  et  en  changeant 

convenablement  les  coefficients  1  0,1   1 ,   I   1,0  1  ...  les  uns  dans  les  au- 
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très ,  en  vertu  des  relations  (  3  ) ,  nous  trouverons  qu'elle  peut  s'écrire 
comme  il  suit  : 

m  m' l/J^'[— N"  QTô]+N'>  [0,1  l-(-NN'(6'— &)— NK"!  i  ,1,  \  +  lS'y"  [7^  ]  (hl' —  h' i) 

■+■  m  m"  \/^"  [— N^  P^^  +N"'  [ô^  +  N  N"(i"—  b)—  N  N'  |  a,i  |  +  K">'  [  o,i  j  ]  {hl"—h"l) 

+'m'm"  \/7^[—]S"  I  2,1  I  +N'"  I  1,2  I  +  N'N"(è"— i')—  N'N    [^,^  +  N"N    |   i  ,o    ]  ,  h'l"—h"l'). 

Or  le  coefficient  de  [hl'—  h'I  )  est  nul  en  vertu  de  la  relation  qu'on  ob- 
tient en  éliminant  g  entre  la  première  et  la  seconde  des  équations  (4,- 

Celui  de  [hl" —  h"l)  et  celui  de  [h'I"  —  h"l')  sont  respectivement  nuls 

en  vertu  des  relations  qu'on  obtient  en  éliminant  g  entre  la  première  et 
la  troisième,  ou  entre  la  seconde  et  la  troisième  des  mêmes  équations. 

Ajoutons  donc  les  deux  premiers  membres  des  équations  (i  i)  et  (la), 

et  nous  trouverons  l'équation  différentielle 

[m  \/aWi+m'\/^'ls'h'-\-m"\A^"^h")  [m  \At^(lh-{-m' V^'y'dh'-lrm"  \/a"fi"dh") 

■  {m  »/^>7-(-//i'\/^N'/'-+-/«"V/^'N'7")  [m  \/^^dl  +m' V^'îi'd/' -i-m"\/^Wdr) 

=   o: 

elle  s'intègre  immédiatement  et  donne  la  relation 

[m  V/'àN/(+m'V/i/lS'/('-(-w"\/ZN"A")'  +  ('«  V/â^7^-/7^'^/^^''/'-f•'«"l/â''N"/")' =  consunte,  (i3) 

qui  ayant  lieu  pour  chacun  des  systèmes  de  solutions  N,  N',  N",...  ; 

N,  ,  N', ,  N"  ,...;  Nj ,  N;,  ,  N'2 ,...,  fournit  autant  d'intégrales  distinctes 
les  unes  des  autres  qu'il  y  a  de  ces  systèmes.  Il  y  en  aura  sept  dans 
notre  système  planétaire. 

L'intégrale  (10)  n'est  pas  distincte  de  celles  que  nous  venons  d'établir. 
Ces  dernières  ne  dépendent,  en  effet,  ainsi  qu'on  le  voit  en  dévelop- 

pant les  carrés  indiqués,  que  des  positions  relatives  des  périhélies;  posi- 
tions qui  sont  caractérisées  par  six  angles  seulement,  les  distances  de  six 

des  périhélies  au  septième.  On  peut  éliminer  ces  six  angles  entre  les 

sept  intégrales  que  nous  considérons,  et  ainsi  il  reste  entre  les  seules 

excentricités  une  intégrale  qui  n'est  autre  que  l'intégrale  (  10^. 
On  voit  donc  qu'il  suffit  d'attribuer  aux  positions  relatives  des  péri- 

hélies un  état  déterminé  pour  qu'il  soit  possible  de  calculer  immédiate- 

ment, par  les  sept  équations  analogues  à  l'équation  (i3"),  les  valeurs  de 

29.. 
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toutes  les  excentricités,  sans  aucun  égard  de  l'époque  à  laquelle  ce  phé- 
nomène peut  arriver.  La  résolution  de  ces  équations  est  d'une  simplicité 

remarquable,  quand  on  suppose  que  tous  les  périhélies  coïncident. 
Nous  y  reviendrons  plus  tard. 

o.  Les  conditions  nécessaires  pour  la  stabilité  de  notre  système  pla- 
nétaire, relativement  aux  excentricités,  sont  de  deux  sortes  :  les  unes 

ont  rapport  à  la  nature  des  racines  de  l'équation  en  g,  les  autres  à  la 
grandeur  absolue  des  coefficients  N ,  N, , .  .  .  N',  N;  , .  .  .  etc. 

Il  est  indispensable  que  les  racines  de  l'équation  en  g  soient  toutes 
réelles  et  en  outre  inégales.  Autrement  les  expressions  des  excentricités 
contiendraient  des  termes  ayant  le  temps  en  facteur  ou  en  exposant,  et 

par  là  elles  croîtraient  indéfiniment.  Or  il  est  facile  de  prouver  que  cet 

accroissement  indéfini  des  excentricités  est  impossible,  en  vertu  des  re- 

lations qui  existent  entre  les  coefficients  des  variables  dans  les  équa- 
tions différentielles.  La  relation  (lo)  se  déduit  en  effet  immédiatement 

de  ces  équations,  et  elle  ne  saurait  subsister  si  l'une  des  excentricités, 

quelle  que  fût  d'ailleurs  la  grandeur  de  son  coefficient,  pouvait  croître 
au-delà  de  toute  limite.  Nous  sommes  donc  assurés  que  les  sept  racines 

de  l'équation  en  g  seront  toutes  réelles  et  différentes  les  unes  des  autres. 
Le  calcul  seul  des  coefficients  N ,  N', . .  .  peut  nous  apprendre  si  au- 

cun d'entre  eux  ne  sera  considérable;  et  si  par  conséquent  aucune  des 
excentricités  ne  pourra  grandir  de  manière  à  rendre  insuffisantes  les 

approximations  sur  lesquelles  se  fonde  toutes  cette  analyse.  L'équa- 
tion (lo) ,  dans  laquelle  nous  connaissons  la  valeur  de  la  constante  du 

second  membre  par  les  observations  actuelles,  nous  montre  bien  qu'il 
est  impossible  que  les  excentricités  des  orbites  des  masses  considérables 

puissent  grandir  au-delà  de  limites  étroites  ;  mais  elle  ne  nous  apprend 
rien  sur  les  limites  des  excentricités  des  petites  masses. 

Le  calcul  numérique  dont  il  s'agit  a  été  donné  par  Lagrange  dans  les 

Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  pour  l'année  1 782  ,  en  partageant  le 
système  planétaire  en  deux  autres,  indépendants  jusqu'à  un  certain 
point.  En  comparant  les  formules  de  cet  illustre  géomètre  avec  celles 
que  nous  obtiendrons  dans  la  suite  de  ce  travail,  on  reconnaîtra 

qu'elles  ne  donneraient  pour  Mercure ,  Vénus ,  la  Terre  et  Mars  que  des 
résultats  très  inexacts,  même  après  quelques  siècles  seulement ,  et  plus 

tard  complètement  erronés;  de  sorte  qu'il  faut  renoncer  à  leur  emploi. 

J 
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M.  de  Pontécoiilant  a  repris  ce  travail  dans  le  troisième  volume  de 

la  Théorie  analjtiqiœ  du  sjstème  du  Monde.  Mais  ses  formules  ren- 

ferment toutes  les  erreurs  les  plus  graves.  Il  sera  inutile  d'y  revenir, 

si  nous  disons  dès  à  présent  qu'en  y  supposant  le  temps  nul ,  on  ob- 

tient des  excentricités  et  des  positions  des  périhélies  qui  n'ont  pas  le 

plus  léger  rapport  avec  celles  que  l'observation  détermine  [*]. 
On  doit  cependant  désirer  une  solution  de  cette  question.  Nous 

l'avons  entreprise,  non  pas  seulemerit  pour  lui  donner  un  plus  grand 
degré  d'exactitude,  mais  parce  qu'elle  n'existait  réellement  pas.  Les 

[*]  Ce  passage  a  été  écrit  en  septembre  1 889.  Depuis  celte  époque ,  les  formules  dont 
il  était  question  ,  ontdisparu  du  troisième  volume  de  la  Théorie  analytique  du  Système 

du  Monde.  Celles  qu'on  leur  a  substituées  satisfont  bien  aux  conditions  relatives  à  l'ori- 
gine du  temps,  mais  elles  ne  sont  guère  plus  exactes  que  les  premières,  sous  d'autres 

rapports. 

Ainsi  que  nous  l'avons  expliqué,  on  satisfait  à  l'état  initial  pour  les  excentricités,  en 
déterminant  quatorze  constantes  arbitraires  au  moyen  de  quatorze  équations  du  premier 

degré  partagées  en  deux  groupes.  La  résolution  numérique  de  ces  équations  peut  s'effec- 

tuer directement;  maison  peut  l'éviter  en  pratiquant  l'élimination  algébriquement ,  au 
moyen  des  relations  (6).  En  suivant  cette  dernière  marche,  les  formules  définitives  ne 

reproduisent  l'état  initial  que  si  tous  les  calculs  relatifs  à  la  détermination  des  arguments 
et  des  rapports  des  coefficients  sont  rigoureusement  exacts;  et  il  en  résulte  une  vérifi- 

cation importante.  Quand  on  résout  directement  les  dernières  équations,  les  formules 

définitives  doivent  au  contraire  satisfaire  à  l'état  initial ,  lors  même  que  tous  les  calculs 

qui  précèdent  seraient  entièrement  faux;  et  puisque  c'est  cette  marche  qui  a  été  suivie 

dans  la  nouvelle  solution,  la  vérification  de  l'état  initial  n'offre  aucune  garantie  d'exacti- 
tude. Ce  moyen  de  contrôle  nous  étant  enlevé,  ayons  recours  aux  conditions  (6),  qui 

n'ont  pas  été  employées  directement  dans  les  calculs  ,  et  voyons  si  elles  sont  satisfaites. 
Prenons  à  cet  effet  (p.  3()i),  pour  les  excentricités,  par  exemple,  deux  systèmes  (|uel- 

conques'de  solutions ,  savoir 

^\'= — 0,00 1  4^7  4 >  m;  =  0,0128082,  M','=^ — 0,0128939,  M'"  =  0,043  1786, 
M','= — 0,0000000,  M'  =:      0,0000004,  Rr,'= — 0,0000000; 

M5= — 0,0087304,  M's  =:  o,oio5633,  M'j= — 0,0074366,  M™  =r — 0,0622342, 
W^=z      0,0000019,  M^  =      0,0000128,  M''= — 0,0000008. 

Kn  les  substituant  dans  la  relation 

M4Mi  »i\/rt -I-M;  U[  m'  l/a'-(-  M';M"/«"  V/«^-f-   =  0, 

on  devrait  trouver  la  somme  des  nombres  positifs  égale  à  celle  des  nombres  négatifs. 
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masses  des  planètes  ne  nous  sont  d'ailleurs  connues  que  fort  impar- 
faitement ;  et  le  problème  étant  traité  sans  aucune  discussion  à  cet  égard, 

il  restait  toujours  à  savoir  quel  degré  de  confiance  on  pouvait  accorder 
aux  résultats  ainsi  obtenus.  Nous  essaierons  de  résoudre  cette  seconde 

partie  du  problème  avec  une  exactitude  suffisante. 

6.  Occupons-nous  d'abord  de  la  détermination  des  arguments  g, 
g, ,  g2,.  ■  .  détermination  qui  est  la  partie  la  plus  délicate  de  la  ques- 

tion. Ces  arguments  sont  les  différentes  racines  de  l'équation  en  g  qu'on 

obtiendrait  par  l'élimination  des  six  rapports  —,  —,...—  entre  les 
sept  équations  (4).  Le  calcul  de  cette  équation,  déjà  compliqué  quand 

on  ne  considère  pas  plus  de  quatre  planètes  simultanément,  devient 

impraticable  par  les  moyens  ordinaires  de  l'élimination  quand  on  con- 

sidère sept  planètes;  il  s'introduit  en  effet  des  facteurs  étrangers,  dé- 

pendants tle  g,  qui  élèvent  le  degré  de  l'équation  ,  et  dont  on  ne  peut 

se  débarrasser  qu'avec  peine.  Les  fonctions  symétriques  donnent  au 
contraire  un  moyen  d'obtenir  cette  équation  sans  facteurs  étrangers, 

ainsi  que  nous  allons  l'indiquer. 
Écrivons,  pour  plus  de  simplicité,  les  équations  (4)  sous  la  forme 

suivante 

(g--aN)H-       éN'      -h       cN"       ■+-   =  o, 
a'N -{-(g-— è')N'-f-       c'N"      +   =  o, 

fl"N  +      b"  W     +  r^— c")N"-H   =  o ,  /  ̂^^^ 
etc. 

Si  l'on  voulait  de  ces  équations  tirer  les  valeurs  des  sept  indéterminées 

au  moins  dans  les  premiers  chiffres  significatifs.  Or  la  première  de  ces  sommes  n'étant 

que  de  57889,  la  seconde  est  égale  à  i53'}54-  Les  autres  conditions,  analogues  à  celles 

que  nous  venons  d'examiner,  ne  sont  pas  plus  satisfaites ,  soit  pour  les  excentricités,  soit 
pour  les  inclinaisons;  et  la  nouvelle  solution  ,  bien  que  satisfaisant  ù  quelques  conditions 

particulières,  n'en  est  pas  moins  fausse  complètement. 

Il  était  devenu  indispensable  d'entrer  dans  ces  explications  et  de  conserver  ici  quel- 
ques nombres  de  la  nouvelle  solution  ;  car  elle  a  été  introduite  dans  le  troisième  volume 

de  la  Théorie  analytique  du  Système  du  Monde ,  sans  que  rien  puisse  prévenir  le  lecteur 

qu'elle  n'a  pas  paru  en  i834,  avec  le  reste  du  volume.  Il  se  pourrait  donc  que  la  véri- 
table solution  y  fût  introduite  à  son  tour  de  la  même  manière,  et  se  trouvât  ainsi  anti- 

datée de  six  ans  ;  c'est  ce  qu'il  fallait  prévenir. 
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N,  N',  W,  W,  N"  ,  N",  N^' ,  par  les  formules  connues  pour  la  résolu- 
tion des  équations  du  premier  degré ,  on  obtiendrait  des  résultats  de  la 

forme 

DN  =  o,     DN'  =  o,     etc., 

D  étant  le  dénominateur  commun  à  toutes  les  inconnues.  Or  on  peut 

considérer  ces  résultats  comme  les  équations  finales  provenant  de  l'éli- 
mination de  toutes  les  indéterminées  excepté  une,  et  par  là  on  voit  qu. 

l'équation  finale  en  g  dont  nous  avons  besoin,  n'est  autre  que  l'équa- tion D  =;  o,  ou 

i8-^){g-b')ig-c")   -ba'(g-c")   -h  etc. 

—  c{g—b')a"   -t-  etc. 

—  (g—a)c'b"   -h  etc. '^   ~  °" 

—  etc. 

Cette  équation  sera  du  septième  degré;  car  le  produit 

ig-a)(g-b')(g-c")   
donnera  le  terme  g'  qui  ne  pourra  être  détruit  par  aucun  autre.  Du 

même  produit  dépend  en  outre  le  coefficient  du  second  terme  de  l'équa- 
tion; car  chacun  des  produits  qui  la  composent  renferme  toutes  les 

lettres  a,  b,  c,.  .  .  et  tous  les  indices  °,  ',",...;  et  d'après  cette  double 

condition,  on  voit  qu'il  ne  peut  contenir  deux  des  coefficients  compris 
dans  une  même  colonne  verticale,  ou  dans  une  même  ligne  horizontale 

des  équations  (i/|).  Le  produit  (g  —  a)  {g — //)  [g  —  c")   est  donc 
le  seul  qui  contienne  non-seulement  sept  facteurs,  mais  même  six 

facteurs  en  g,  puisque  l'existence  de  six  facteurs  en  g  dans  un  produit 
y  entraîne  nécessairement  celle  du  septième.  Développons  ce  produit, 

et  nous  trouverons  que  le  coefficient  du  second  terme  de  l'équation  est 
égal  à  la  somme 

—  (a  -h  h'  -{-  c"  -h   ), 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  racines  de  l'équation  est  égale  à  la  somme 

des  coefficients  qui  affectent  respectivement  /,  l',  /", .    .  dans  les  ex- 
,     dh     dh'     dh" pressions  de  -.-,  -r,  -r-,   ^  dr     dl  ̂     dl  ' 
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Di£férentions  actuellement  les  équations  (2);  remplaçons  dans  les  se- 

conds membres  —,  -j-,  -j- ,   par  leurs  valeurs  en  fonction  de  h , 

h',  h", ...  et  supposons  que  nous  obtenions  ainsi  les  dérivées  secondes 

ÇJ  =  __  A  //  -4-  B  /i'  +  C  A"  -h.  .  .  . , 

^'=       A'h  -B'h'-^Ch"  -\-...., 

~  =       A"/;  4-  B'h'  -  C'h"  +...., etc.  ; 

les  expressions  générales  de  h ,  h', .  .  .  devront  encore  satisfaire  à  ces 
équations ,  et  si  on  les  y  substitue ,  ainsi  que  leurs  dérivées  secondes , 
on  retombera  sur  les  conditions  suivantes 

(g2_A)N-t-       BN'       +      CN"      +   =0, 
A'N  +  (o-«_B')N'4-      CN"      +   =0, 

A"N  +       B"N'      -i-(g2_C")N"-t-   =  o  , etc. 

Ces  conditions,  qui  peuvent  remplacer  les  conditions  (4),  n'en  différent, 

sous  le  rapport  de  la  forme ,  qu'en  ce  qu'elles  contiennent  le  carré  de 
la  variable  g  au  lieu  de  sa  première  puissance.  Si  donc  on  reprend  les 

raisonnements  précédents,  on  conclura  facilement  que  la  somme  des 

carrés  des  racines  est  égale  à  la  somme  des  coefficients  qui  affectent 

respectivement  h,  h',  h",...    dans  les  dérivées  secondes,  -j^ ,   -jr ■> 

d'h" 
-^fTTi  •  •  •  cette  somme  étant  prise  en  signe  contraire. 

Il  n'est  pas  besoin  de  plus  longues  explications  pour  apercevoir  qu'on 
obtiendra  la  somme  des  cubes,  des  quatrièmes  puissances.  .  .  des  ra- 

cines, au  moyen  des  dérivées  troisième,  quatrième.  ..  de  h,  h' .  .  .  Et 

d'ailleurs,  quand  on  aura  les  sommes  des  puissances  semblables  des 
racines  jusqu'à  la  septième,  il  sera  facile  de  calculer  les  coefficients  de 
l'équation  par  les  fonctions  symétriques. 

Cette  marche  est  assez  simple,  parce  qu'on  n'a  besoin  dans  chaque 

dérivée  que  d'un  seul  de  ses  termes.  Elle  a  en  outre  l'avantage  précieux 
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de  peniiettre  de  diriger  les  calculs  de  manière  à  obtenir  les  racines  avec 

une  approximation  donnée.  Les  coefficients  de  Féquation  n'ont  pas  be- 

soin ,  pour  cet  objet ,  d'être  tous  calculés  avec  la  même  approximation; 

et  on  peut  reconnaître  que  si  l'on  altère  toutes  les  racines  d'une  équa- 

tion d'une  même  petite  quantité,  la  variation  qui  en  résulte  pour  l'un 
des  coefficients  ne  dépend  que  de  la  valeur  des  coefficients  qui  le  pré- 

cèdent. Chaque  coefficient  n'étant  calculé,  par  la  marche  indiquée, 

qu'après  ceux  qui  sont  avant  lui  dans  l'équation  cherchée,  on  peut 
donc  savoir  quel  degré  d'exactitude  il  est  nécessaire  de  lui  donner. 

Nous  n'insistons  pas  à  cet  égard,  parce  que  cette  marche  doit  être  un 

peu  modifiée  si  l'on  veut  rendre  exécutable  la  discussion  de  l'approxi- 
mation sur  laquelle  on  peut  compter  malgré  les  erreurs  probables  des 

masses  adoptées. 
7.  Je  me  bornerai  à  donner  une  indication  sommaire  de  la  marche 

que  j'ai  réellement  suivie  pour  arriver  le  plus  rapidement  possible,  et 

avec  toute  l'exactitude  désirable,  à  la  détermination  luunérique  îles 

racines  g,  g,,.  .  .  et  des  coefficients  N,  N'.  .  .  On  pourra  consulter  la 
Connaissance  des  Temps  {année  i843) ,  pour  les  détails  de  la  solution  ; 

je  n'en  consignerai  ici  que  les  résultats  définitifs. 

Reprenons  les  équations  (4)  et  supposons  qu'il  s'agisse  d'abord  dun 
des  systèmes  de  valeurs  correspondants  aux  racines  qui  proviennent 

de  la  présence  des  grosses  planètes  Jupiter,  Saturne  et  Lranus.  Pour 

en  trouver  une  première  approximation,  nous  pourrons  n'employer  que 
les  trois  dernières  des  équations  (4) ,  dans  lesquelles  nous  négligerons 

les  termes  en  N,  N',  N"  et  N'".  Ces  termes  sont  petits  par  rapport  aux 
autres  à  cause  de  la  faiblesse  de  leurs  coefficients  numériques,  bien  (pie 

les  valeurs  de  N,  N',  N"  et  N"  puissent  être  comparables  à  celles  de  N'*. 
N'  etN".  La  première  approximation  de  trois  des  racines  dépendra 

donc  d'une  équation  du  troisième  degré  qu'on  poiu'ra  former  d'après 
ce  que  nous  avons  vu  dans  le  paragraphe  précédent. 

Supposons,  en  second  lieu ,  qu'il  s'agisse  de  trouver  une  première  ap- 
proximation des  racines  introduites  par  la  présence  des  petites  planètes 

Mercure,  Vénus,  la  Terre  et  Mars.  On  pourra  n'employer  que  les 
quatre  premières  des  écpiations  (4^  e»  V  négligeant  les  termes  en  N". 

N*  et  N"  ;  ces  termes  sont  petits  par  rapport  aux  autres,  non  pas  à  cause 
de  leurs  coefficients  numériques,  mais  bien  parce  que  N",  N*,  N"  ne 

Tome  A'.  —  Jiillet  i84o  -J*^ 
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sont  que  de  très  petites  fractions  de  N,  N',  N",  W;  cela  se  voit  à  priori 

en  remarquant  que  l'action  des  trois  petites  planètes  ne  peut  troubler 
que  bien  peu  les  trois  grosses.  La  première  approximation  de  quatre 

des  racines  dépendra  donc  d'une  équation  du  quatrième  degré. 
Après  avoir  obtenu  ainsi  des  valeurs  déjà  très  approchées  de  toutes 

les  racines,  il  faudra  répéter  pour  chacune  d'elles  les  calculs  que  je  vais 

indiquer  pour  l'une  de  celles  qui  dépendent  de  l'équation  du  troisième 
degré,  par  exemple. 

8.  Au  moyen  de  la  première  approximation  de  g  et  de  deux  des  trois 

dernières  équations  (4)  simplifiées  comme  nous  l'avons  expliqué,  nous 
commencerons  par  déterminer  des  valeurs  approchées  des  rapports 

jS'*'        N'      T.,  1       .  .  ..  .  . 

^et— .  INous   substituerons  ensuite   ces  premières  approximations 

de  g,  —  et  —  ,  dans  les  quatre  premières  des  équations  (4)  ?  ̂t  nous 

en  déduirons  ainsi  une  première  approximation  des  valeurs  de 

^,  ̂   ,  ̂j  et  — .  Reportant  ces  valeurs  dans  les  trois  dernières  des 

équations  (4%  il  deviendra  nécessaire,  pour  y  satisfaire,  d'apporter  des 
corrections  à  if,  r--  et  ̂ — .  Ces  corrections  étant  effectuées  ,  on  les  em- 

ploiera  poin-  corriger  à  leur  tour  les  premières  valeurs  de  ̂ ,  ̂ ^  , 

N"      N'" 
^ ,  iv^  ;  et  ainsi  de  suite.  Après  deux  approximations ,  ou  trois  au  plus, 

on  aura  les  valeurs  des  inconnues  avec  toute  l'exactitude  nécessaire. 
Mais  pour  la  rapidité  des  calculs  que  nous  indiquons  ici  ,  et  surtout 

pour  que  la  détermination  des  erreurs  des  rapports  en  fonctions  des 

en-eurs  des  masses  ne  Jette  pas  dans  un  dédale  inextricable  d'opéra- 
tions, il  est  indispensable  de  coordonner  toutes  ces  déterminations, 

comme  nous  allons  l'indiquer  brièvement.  La  détermination  des  pre- 
mières valeurs  des  coefficients  et  celle  de  leurs  corrections  dépendent 

d'équations  du  premier  degré,  lorsqu'on  néglige  les  carrés  des  correc- 
tions, ce  qui  est  permis  dans  chaque  approximation,  sauf  à  en  tenir 

compte  dans  l'approximation  suivante.  Les  différents  systèmes  d'équa- 

tions que  l'on  obtient  ainsi  pour  déterminer  les  corrections  successives, 
présentent  tous  les  mêmes  coefficients  des  inconnues  que  le  système 

primitif;  ils  n'en  diffèrent  que  par  les  termes  connus  qui  vont  en  dimi- 
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nuant  rapidement  de  valeur  absolue  d'approximation  en  approxima- 
tion. On  voit  qu'au  lieu  de  résoudre  tous  ces  systèmes  d'équations  sé- 

parément ,  il  suffit  de  résoudre  d'abord  le  système  primitif  en  y  repré- 
sentant les  termes  connus  par  des  indéterminées;  on  obtient  ainsi  des 

formules  qui,  sans  aucune  nouvelle  résolution  d'équations,  donnent 
très  rapidement  les  valeurs  approchées  des  inconnues  et  leurs  correc- 

tions successives  en  attribuant  aux  indéterminées  des  valeurs  conve- 
nables. 

Il  faut  encore  remarquer  (|ue  quand  on  passera  au  calcul  des  solutions 
correspondantes  aux  racines  provenant  des  petites  planètes,  ce  ne  seront 
plus  les  rapports  des  coefficients  au  coefficient  N"  qui  devront  être  cal- 

culés ;  ces  rapports  seraient  infinis  dans  la  première  approximation.  On 
pourra  prendre  leurs  rapports  avec  le  coefticient  N". 

9.  Occupons-nous  actuellement  de  la  détermination  des  erreurs  des 
racines  et  des  coefficients  en  fonctions  des  erreurs  des  masses  des  pla- 

nètes, erreurs  que  je  désignerai,  suivant  l'usage,  par  uni.  u'm',  u"ni' , 
u"'m"',  //.'"m",  fji.''ni'  et  u^'m". 

Si  les  nombres  f/.,  /*',  u" ■  .  .  étaient  considérables,  la  détermination 
que  nous  avons  en  vue  serait  presque  impraticable.  Mais  il  est  au  con- 

traire très  vraisemblable  que  ces  quantités  ne  sont  que  de  petites  frac- 

tions :  qu'ainsi  pour  Jupiter  ̂ "  est  au-dessous  de  0,002  ;  que  pour 
Saturne  f^"  ne  dépasse  pas  0,01  ;  que  pour  Vénus,  la  Terre  et  Mars,  u', 
u"  et  f/,'"  ne  dépassent  pas  0,04.  Les  masses  de  Mercure  et  d'Uranus 
seules  présentent  une  grande  incertitude;  et  il  ne  serait  pas  impos- 

sible que  w  s'élevât  à  |  et  ju"  k-^,  ou  même  plus.  Mais  comme  l'in- 
fluence de  ces  masses  est  beaucoup  moindre  que  celle  des  autres,  à 

cause  de  la  petitesse  de  Mercure  et  de  l'éloignement  d'Uranus,  il  y  aura 
encore  peu  d'inconvénients  à  traiter  «,  et  |U^'  comme  de  petites  quan- tités. 

Gela  étant,  si  l'on  suppose  ordonnées  par  rapport  aux  puissances  de 
u,  u',  M.",...  les  variations  de  chacun  des  nombres  dont  nous  avons  in- 

diqué la  détermination ,  on  pourra  les  obtenir  sous  cette  forme  avec  au- 

tant d'exactitude  qu'on  le  voudra,  en  reprenant  tous  les  calculs  que 
nous  avons  tracés.  Nous  nous  contenterons  d'obtenir  la  partie  de  ces 
variations  qui  est  proportionnelle  aux  premières  puissances  des  erreurs des  niasses. 

3o.. 
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D'autre  part ,  il  résulte  de  nos  calculs  que  les  corrections  dépen- 
dantes de  la  seconde  approximation  sont  toujours  des  fractions  très 

petites  des  valeurs  absolues  des  nombres  qu'elles  concernent.  Il  est 

donc  tout-à-fait  suffisant  de  s'arrêter  à  la  première  approximation  dans 
la  détermination  des  variations  produites  par  les  erreurs  des  masses. 

Commençons  par  calculer  les  variations  des  racines  des  équations 

du  troisième  et  du  quatrième  degré;  et  prenons  pour  exemple  celles  de 

léquation  du  troisième  degré  que  j'écrirai  ainsi 

g'  -+-a,g-=-4-aog  +  rt3  =  o. 

On  a  entre  les  coefficients  et  les  racines  de  cette  équation,  les  relations 
suivantes 

^1    =    ~   O    ~  01    ~  02? 

^3    =  O  0(  02' 

ces  relations  fournissent  entre  les  variations  des  coefficients  et  les  varia- 

lions  des  racines,  les  trois  conditions 

cTrt,  =  —  dg  —  dg,  —  cTg-j , 

d^«2   =   (g,    +  g,)  <^g+{g-h  g,)   J'g,    +{g-hg,)  Sg,  , 
cT^a  =  -  g,g.Jg-  g  g.,  J'g,  -  gg,  cTgs- 

Pour  en  déduire  la  variation  cTg  ,  il  suffit  de  multiplier  ces  relations  res- 

pectivement par  g^ ,  g',  g°,  puis  de  les  ajouter  membre  à  membre;  Sg, 

et  cTgj  disparaissent ,  et  l'on  trouve 

cette  formule  fera  connaître  les  variations  des  racines  quand  on  aura  les 
variations  des  coefficients. 

Or  les  coefficients  résultent  (§  6)  de  simples  multiplications  arithmé- 
tiques entre  des  facteurs  dépendant  des  masses.  Introduisons  dans  ces 

facteurs  les  corrections  qu'ils  éprouveraient  par  l'effet  des  cliangements 
des  masses,  développons  les  produits  en  n'y  conservant  que  les  pre- 

mières puissances  des  masses,  et  nous  trouverons  aisément  les  varia- 
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fions  des  coefticients.  Elles  se  présenteront  sous  la  forme 

et  elles  donneront  lieu  à  des  vérifications  importantes  qui  permettront 
de  contrôler  toute  la  suite  du  travail. 

Les  coefficients  a,  ,  «2 ,  «3  sont  des  fonctions  homogènes  du  premier, 

du    second   et  du  troisième  degré  des  quantités  (4j5),  (4>6)   

Ces  quantités  étant  proportionnelles  aux  masses ,  si  toutes  les  masses 

viennent  à  augmenter  dans  le  rapport  de  i  à  i  +  ̂  ,  a,  augmentera 

aussi  dans  le  même  rapport;  a^  et  «3 ,  en  vertu  des  parties  conser- 
vées de  cTrtj  et  ̂ a.^ ,  augmenteront  respectivement  dans  les  rapports 

de  I  à  I  -t-  2}  et  1  +  l>y.  La  somme  algébrique  des  coefficients  de  «, 

//-',  j".",    dans  ̂ a^  doit  donc  être  égale  à  a,  ;  la  somme  algé- 
brique des  coefficients  dans  S'a^,  doit  être  double  de  a^  ;  et  celle  des 

coefficients  dans  «Trt,  doit  être  triple  de  a^.  On  a  ainsi  les  relations  de 
conditions 

i  -\-  i'   Ar  i"  -\-  é"  +  î'^  +  S^  +  ê*'  =  a^ , 

»  +  »'  -i-  n"  -f-  y!"  +  >i'^  H-  >i^  H-  >!''■'  =  3^3- 

Reprenons  les  équations  (4).  Si  toutes  les  masses  des  planètes  aug- 

mentent dans  le  même  rapport ,  il  en  sera  de  même  des  coefficients  nu- 
mériques contenus  dans  ces  équations;  et  par  conséquent,  pourvu  que  g 

augmente  aussi  dans  le  même  rapport ,  ce  qui  a  effectivement  lieu  ,  il  n'y 

aura  rien  à  changer  aux  rapports  j^,  ̂ ,  etc.;  et  de  là  résultent  ces 
deux  vérifications  : 

La  somme  algébiique  des  coejjiciefifs  de  u,  )«,',.■•  dans  la  variation 

d'une  racine  doit  être  égale  h  la  racine  même. 
La  somme  algébrique  des  coefficients  de  u,  u\.  .   dans  la  variation 

dun  des  rapports  —  ,  —  , . .  .  doit  être  nulle. 

Quant  aux  variations  des  rapports  j^,  «rr»-  •  •  •  i'  suffira,  pour  les 
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déterminer,  de  recourir  aux  formules  qui  auront  servi  au  calcul  des 

rapports  eux-mêmes  ,  comme  nous  l'avons  indiqué  au  §  8.  Il  n'y  aura 

qu'à  attribuer  pour  valeurs  aux  indéterminées  introduites  dans  ces  for- 

mules, les  variations  qu'elles  éprouveront  et  par  la  variation  des  racines 
et  par  la  variation  des  coefficients  mêmes  des  équations. 

Il  nous  resterait  enfin  à  dire  comment  étant  connues  les  variations 

des  rapports  des  coefficients,  on  en  déduira  celles  de  l'angle  S 
et  des  coefficients  eux-mêmes.  !Mais  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas ,  et 

le  lecteur  y  suppléera  aisément.  Il  est  toutefois  essentiel  de  remarquer 

que  dans  toutes  ces  variatiojis,  la  somme  algébrique  des  coefficients  de 

u ,  fx',  u", .  . .  doit  être  nulle. 

10.  Donnons  d'abord  les  éléments  de  notre  système  planétaire,  tels 

que  l'observation  les  fournit  pour  une  origine  du  temps  fixée  au 
I*'' janvier  t8oo  : 

1 

MASSES. EXCENTRICITÉS 
LONGITLDES 

des 

périhélies. 

INCLINAISONS 

L0N1.1TLDES 

des 
nœuds  ascend. 

> 
o,2o5  6i6 

0,00^  86a o,oi6  7Ç)3 

0,093  J17 

0,048  i6a 

o,o56  i5o 

0,046  611 

74020'    6"
 

128  43     (J 

90  3o  29 332  22  5i 

Il     7  38 

89    8  20 167  3o  24 

70  0'   5',9 
3  23  28,5 

0  0      0,0 

r  5i     6,2 

1  18  5i,6 
2  29  35,9 

0  46  28.0 

45057'    9- 
:4  5r  41 

0      0      0 

47  59  38 
98  25  45 

III  56    7 

72  39  21 

  = 

La  Terre   

Mars   

Jupiter   

ITSli 

Urams   

Nous  n'avons  pas  rapporté  les  grands  axes  que  nous  avons  admis  , 

parce  qu'ils  sont  les  mêmes  que  ceux  qu'on  trouve  au  §  22  du  livre  VI 
de  la  Mécanique  céleste,  pour  le  calcul  des  perturbations. 

De  la  connaissance  des  masses  et  des  grands  axes  dépend  ,  ainsi  que 

nous  l'avons  déjà  dit,  celle  des  coefficients  (0,1),  (1,0).  .  .  Il  convien- 

drait sans  doute  de  présenter  ici  les  valeurs  de  ces  coefficients,  puisqu'ils 
servent  de  base  à  tous  les  calculs  ;  pour  abréger  nous  renverrons  encore 
à  la  Mécanique  céleste,  livre  VI ,  §  24 ,  où  on  les  trouvera  calculés  pour 

des  masses  un  peu  différentes  de  celles  que  nous  venons  d'adopter, 
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et  exprimés  en  secondes  décimales.  On  les  réduira  facilement  aux  nou- 

velles masses,  auxquelles  ils  doivent  être  proportionnels;  et  on  les  ra- 
mènera à  la  division  sexagésimale  que  nous  avons  suivie. 

11.  Les  tableaux  suivants  comprennent  les  sept  systèmes  de  solu- 
tions qui  concernent  les  variations  séculaires  des  excentricités  et  des 

longitudes  des  périhélies.  Nous  nous  sommes  bornés  à  y  inscrire  les 

coefficients  eux-mêmes,  et  nous  avons  supprimé  les  valeurs  de  leurs 
rapports  qui  auraient  doublé  la  longueur  des  tableaux  sans  nécessité. 

En  regard  de  chaque  nombre  nous  avons  placé  l'expression  de  sa  va- 
riation en  fonction  des  variations  des  masses;  les  variations  des  angles 

sont  exprimées  en  secondes  sexagésimales. 

De^i- .VALEURS 
1 

pnat. des 

11(65. 

liumurlqucs 

pour  les  masses 
admises. 

\  AUlATIOiNS  El\  FONCTIONS  DES  VARIATIONS  /. ,    v',.    .    DES  MASSES.                        i 

Premier  Système. 

e a",a58  42 o",ooo  2  /i'-k-o",ooo  4f«"-i-o",ooo  1  /i"'-»-o",945  2  ̂ "  -1-  i",3695  /*>  —  o",o56()  ;/.>  ■ 
c 

I26<'43'i5" 
—  i8V-i-425"/-t-844V"-<-257V'— 83  54i'V"'-t-5i  i45>v-4-3o888V- 

N 0,000  440 
—  0,00001    /i  —  0,000  16/  —  0,000  09  /*" -t- 0 ,000  00  j/."  —  0,000  3o/;."  -<- 0,000  21    /«»  -+-  0,000  35  fi'" 

N' 
0,000  4^"* —  0,00002  11.  —  0,000 o5  II  —  0,000  o5  yu"  -»- 0,000 00  p."  —  0,000 34 /»"  -f-  0,000  07  /i«  -t-  0,000  39  ,u" 

K"
 

0,000  526 —  0,000  01  ,</  —0,000 08 /i'  —  0,00002  /i"  -H 0,000  00  p."  —  0,000 35//"  -<- 0,000  04  /»'  -1-0,00042  /«>' 

N" 

0,000  743 
0,000  00  //  —  0,000 02 /*'  —  0,000  o5  II'  -t-  0,00000  II."  —  0,000 48 /i"  —  0,000  o5  /u»  -t-  0,000  Go  11^' 

N'v 
0,001  gSa o.oooou  iji -t- 0 ,000  o-i  fj.'  —  0,00001  /x" -1-0,00000  y"  —  0,001  26//'"  —  0,000  3i  /i»-(-o,ooi  58  u^' 

N' 

0,001  863 0,00000  jj.  -t-  0,000  00 /t'  —  0,000  01  II"  -*- 0,000  00  II"  —  0,001  GS  II"  -t- 0,000  II  /j>  -<-  0,001  55  .u>' 

ISv. 
o,o32  o3o o.noooo  fi-  -i- 0,000 01  II  -1-0,000  02  II"  -t-  0,000  00  II"  —  0,012 4>  >t"  -f^  0,012  u  86'  —  0,000  5o  /»>■ 

Deuxième  Système. 

§■ 
3",7i3  64 

o",ooo  2  ;n-(-o",oo3  2  II -t-o",ooj  a  /ui"-(-o",oo2  4  /»''-t-o",6598  ̂ '>-h2",828  3  /i'-i-o",2i3  7  /«" 
C, 

27^  21' 26" 
75"  u -(-  28"/-*-  io7'V"-+-  2>°'— 61  45o"/i"-*-69  58iV''— 8343V" 

IN, 
0,025  2o3 —  0,000  14  y  —  0,02738  /i'  —  o,oi3  77  fi"  —  0,000  5o  II"  —  0,020  5i  /*■'-(- 0,057  25  II'  -)-o,oo5  o5  /i" 

K 0,016  789 
—  0,000  II  ju  —  o,oo3  16/1'  —  0,004  55  fi"  —  0,000  18  /i"  —  0,00905 ,u"-^o,ol5  43  /»'  -t- 0,001  62  .i.>" 

K o,ui6  Gi 1 —  0,000  10  II  —  o,oo3  II  II'  —  0,003  20  II"  —  o.ooû  14  /i"  —  0,007 34 //."-t- 0,011  57  /»•-(- 0,001  32  ,u" 

K 0,019  '^9 
—  0,000 o3  fj.  —  0,00070/  — 0,001  i3  /*"  — 0,00001  II"  —  0,002 33/1 '«-H 0,00345  /i'  -1-0,00075  ̂ >' 

K o,u44  021 0,00001  II  -H  0,000  00 /u'-*-  0,000  00  II"  -t- 0,000 00  II"  -H  0,001 83 ,«"  —  o,oo3  65  /»»-t- 0,000  Si  /«" 

K o,o3(  725 0,000  01  /i -1-0,000 00 /«'-t- 0,000  oa  /i"-i- 0,000 01  /»"  —  0,00371  ;/■»  -i-o,oo3  84  ,u'  — 0,000  17  M" 

n;' 

—  o,o3o  861 
0,000  00  /i  -1-0,000  II  II' -i- 0,000  18  /»" -1- 0 ,000 06  II"  —  0,01496/^"  -1-0,009  98  /«"-t- 0,004  Ca  /i" 
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Troisième  Système. 

g' 

11", ̂ ij  3 

o",ooi  2  y«'+o",oo2  7  |w"-t-o".ooo  ç)  y-i-i7",5266  fi"-;-  4''>56o  5  ft" -t-  o",335o  ;u" 
C, 

126044' 8" 
22'>'-l-  41".""—  4'V"'—     ■9  47°".'-'"-*-    22  28l'>'  —   2  869" JK" 

N. 

0,000  100 
0,00000  //._,_o, 000  i3/i' H-0, 000  12  /'-(-o.ooooi  y  — 0,00027  /*'>  ̂ -0,00001  fi"  -i- 0,000  00  fl'" 

N^ 

—  0,000  378 
—  0,000  04  ̂   —  0,001  04  yu'  —  0,001  70  /jl"  —  0,000  17  ju'"  -h  0,002  4'  f"  -^  0,000  47  i"'  -+-  0,000  07  /a" K 0,003  36fi 0   00004   .«  -1-0,001  92/*'  -1-0,000  28    //"-)- 0,000  l5    y'"  —  0,Oo3  42    fJ."  -1-0,001    16  fl"  —  0,000  14   ,a" K o,oi5  170 

o,oooo5  ytt  -i-o,0'ii  00^'  -Ho,oo5  04  //"  —  0,000 o3  ,u"  —0,007  47  /""-!-  0,002  72  /*>  —  o,oo!  3o  /l^" 

N"
 

—  o,oi5  56i 
0,00000  ;*  -1-0,000  00  y'  -H  0 ,ooo  oo  fj."  -1-0,000  00  /i'"  -I- 0, 01  {  63  /i'^  —  o ,01^  gi  ft"  -¥-  o,ooo  3o  /«" 

n; 

0,048  282 o.ooooo  ,u  -H  0,000  00^'  -1-0,000  00  /ji"  —  0,000  01   u"  -Ho.oii  24  yu"  —  0,011  o3  /»'  —  0,000  ig  /u" 

NT' 

—  0,001  764 
0,000  00  ̂   -H  0,000  00  /i'  -t-  0,000  oiï  y."  -}-  0,00000  |u*  -I-  0,001  00  y. "^  —  0,001  0^  /**-(-  0.000  o3  y*' 

Quatrième  Système. 

gi 

5",'-i98  9 

—  o",i63  5  ft-h  2', 435  1   «'-H  o",976  4  /i"h-  o",o38  2  ju"-»-  r',9200  //.'«-h  o",o9o  7  /«'-t-  o",'oi  9  /u" 

Cî 

85047' 45" —  .543o"y-t-  1607,5"^.'—  17  722"y"— 3o39",u'"—  53  444'V"' -•-  56  889"/*» -^-667^>'■■ Ni 

o.>70  999 

— 0,007  1-3  ,«  —  0,041  63 // -1- 0,021  '7  ,"" -t- 0,001  35  y'"  H- 0,07  j  19  y« >^  —  0,045  o3  y.>  —  0,002  22  /«" 

N3 

0,016  886 
0.012  28   y  -(-0,01829//'  —  0.007  '^'    ,"  '  —  0.000  71    y"  —  0,016  83    y >■  —  o,oo5  58  y»  —  0,000  24  fi^' 

K3 

0,010  62a 
0,00760   /i  -1-0.01575  y'  — 0,002  55   y"  — 0,00070  y'"  — 0,01618  y '  —  0,00376  y'r  —  0,000  16  //" 

Nr 

0,001  655 
0,001  18  fj.  -t- 0,002  79  y'  -t- 0,000  65  //'  —  0,00007  fi."  —  o,oo3  gi  /j. >■  —  0,000  62  /*»  —  0,000  03  ft" 

wr 

—  0,000  020 
0,00000   y         0,00000  y'        0,00000  y"        O  ,000  00  y*        0, 00000   y '        0,00000  y»       0,00000  y" 

Ni 

—  0,000  018 
0,000  00  y         0,00000/x'        0,00000  y"        0,00000  y"        O.OOOOO   y '        0,00000  y'        0,00000  y" 

N3"
 

0 ,000  007 
0,000  00  y         0,000  00  y  '        0,00000  y"        0,000  00  y'"        O.OOOOO   y •          0.00000    «^         0,00000    y^' 

Cinquième  Système. 

Si 

7".5:4  7 

o",445  3  y-i-  o",298 2  y'-l-  i",2449  /^''-i-  o",i57  7  /»'"-<-  5",1789  y"-t-  o",242  9  /»'-<-  0",0062  y" 

f4 

3503843" 71  .569''y-l-  162  953"  y' —  70  077"  y  "-t-  6  8lo"|u"'—   202  46o°y'>  -h   34  88o"  y" —   3  675' y" 

N4 

0,02.5  4^:8 0,001  8S  y  -t- 0,064  55  y'  —  0,011  63   y"  —  0.002  33  y'°  —  0.061  72   y"  -+  0,OoS  25  y'  -1-  0,001  00  y*' 

Ni 

—  0,023  826 
—  0,00661    y  —  0,00925  y' -t- 0,011  3l    y' -t- 0,00068  y'" -h  0,014  12   y"  —  0,009  3l    y'— 0,00094  y" 

N4 

—  0,018  925 —  0,00629  y  —0.00883  y'  -1-0,00445  f"  -1-0,00089  y'"  -(-0.017  63  ;«"■  —  0,007   12  yT  —0,000  74  /*"' 

wf 

—  o,oo3  259 
—  0,001  20    y  —  0,002  08  y'  —  0,001  55   y"  -1-0,000  08  y'*  -t-  0,00608    />.•■'  —  0,001  20    y>  —  O,00O  l3   y" 

N"
 

0.000  012 
0,00000   y        o.ooOOOf»'         0,00000  y"        O,inO00y"'        o, 00000  y"        0,00000  y>^        0,o0O00/»" 

N4 

0.000  oi3 
0,00000   f^       0.000  00^'        0,000  00   y"        0.000  00  y"        0,000  00  y"        o,0oO  00  y»        0,000  00  /»" 

1  N" 

—  0.000  oo3 
0.00000^      o,ooooo;u'       0.00000  y"       O.OOOOO  y™      0,00000  y >         0,000  00  y"        0,000  00  ̂ "11 
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VALEURS 

numériques 
\  ARFATIONS  EN  Fn>f;Tin>S  DES  VARUTIONS  // , DFIS  MASSES 

i?5 

17",! 52 7 €î 

-  250,1 '33" 

Nî 
0,001  640 

N,'
 

—  o,oi3  010 N5 

0,011  782 

N5'
 

0,029  214 

N','
 

—    0,000    "01 

n —  0 ,000  00^ 

N-
 

0,000   000 

Sivième  .Système. 

o",i9i  b/ji  -h  3",6i  1  3,</.'  -H  4'',2o4  5//."  —  o",o22  4^'  -*-  8",773  3^'»  ■+■  o",386  ̂ /i^  - 

-4.'572>—  4662.53"/— 35i  864V'— 64  874V-1- 871  825V"'  -+-  14000V'  -1-  1738"/*' 

o")0079  m" 

0  ,000  2y    a  -\-  0  ,006  07  // 

0,002  68  /i  —  0,040  44  v- 

0,001  62  ju  -(-0,042  5:  // 

o,oi58i  ̂  +0,327  7'i ,«. 

o  ,000  00  u       o  ,000  00  // 

O  ,000  00   II.  o  ,000  00  /jt 

0,000  00  /*      0,00000  II 

-\-  0,00i  87  //."  -t-  0,001  22  u!"  —  0,012  I  1  y"  —  0,000  3o  ̂ '  —  0,000  o5  /u> 

—  0,045  o3  II."  —  0,010  88  II."'  -^  0,096  69  yu"  -t-  0,001  87  y"  -t- 0,000  46/»' 

-t- 0,020  4s  /<"  ■+-  O1O09  24  y"  —  0,072  42  /i"  —  0,001  09  ̂ >  —  0,00040  ,a' 

-f-  0,24724  y."-+-o,OQ44'  y  —  o,5g5  ai  /«■»  —  0,01848  y'  —0,001  5o/«' 

0,00000  yui"  0,00000^1"'  0,000  00  /i"  0,00000/»'  0,00000,u' 

0,00000  yi"  0,000  00 /*"'  0,00000  /i''  0,000  00  jw'  0,000  00  y:  ' 

0,00000  yt"        0,000001/"'        0.000  00  //"        0,000  00 /»•        0,000  00  ju' 

Septième  Système. 

.•?« i7",863  3 0",098  Oyi  -H 
Sg 

-  4,5028  .59" -  1 2773V  - 

Ne —0,001  795 —  0,000  42  /t Né 
0,01 5  340 0,003  21     u. 

Nfi 

—  o,oiO  913 _  0,002  i5  ji. Nfi 
0,073  049 _  0,014  83  n 

Ni" 
—  0,000  001 0 ,000  00  II. Né 
—  0,000  010 0,000  00  II. 

NÔ" 

0,000  001 0,000  00  y 

2",2o8  7/»'-i-  3',i43  '/'-<-  o",2548/i"'-f- ii",6347y!"'-*-  o",5io8/t»-(-  o'jOiag/i'" 

145  \oi",i/ —  io9467"/i"-H  2(32V''-i-  256oiiV"'-*-  9  noV —  2iiV" 

—  0,007  82  yi'  —  0,006  11  yt"  —  0,000  96  /»"'-♦- 0,014  fij  yi"  -I-  0,00061  //'  -r-  0,000  02  a' 

-0,042  39,1/'  -H  0,048  21  yi"-*- 0,009  36  /*'"  —  0,099  47  /""  —  0,00346/11'  —  0,000  24  /i' 

■0,047  09//.'  —  0,020  44  A""  —  0,010  82 /*'"-♦- 0,077  80  /t"  -1-0,002  45  y  -(-  0,000  24  /i' 

—  o,3i8  37  /n'  —  0,236  10  ji."  —  0,021  08  ,u"'-i-  o,563  40  yi"  -1-  0,027  ̂ 4  /*'  —  0,000  36  //' 

OjOooooyt'  0,00000//"  0,00000//"'  0,000  00  yt"  o,ooooo_u'  0,00000//' 

0,00000//'  0,00000  y."  0,00000//'"  0,00000//"  o. 00000 //*  0,000  00  yt' 

o, 00000  yt'       0,00000  //."       0,00000  y."'       0,00000  a"       o.ooooo//.*        0,00000//' 

12.  Rapprochons  enfin  les  différents  résultats  relatifs  à  chaque  pla- 

nète, afin  d'obtenir  les  formules  particulières  à  chacune  d'elles.  Si  nous 
posons,  pour  simplifier, 

G   =  2",258  45.  /  -I-    126°  43'  i5", 
G,  =  3,7i3  64<-t-     27.21.26, 
Gj=  22,4273/     -H   126.44.   8, 

G3=  5,2989/     -(-     85.47.45, 

G,=  7,5747/     +     35.38.43, 

G5  =  17,1527/     —     25.11  33, 
G,=  17,8633/     -     45.28.59, 

Tome  V. —Juillet  1840.  ^^ 
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les  valeurs  de  h,  l,  h',  /', .    •  seront  données  par  les  formules  suivantes  : 

i    =:o,ooo  44o  sin  G +0,020  2o3  sin  Gi+  0,000  100  sin  G2+  0,170  999  sin  Gj 

+  0,025  468  sin  G4+  0,001  640  sin  G5 —  0,001  793  sin  Ge, 
=0,000  440  cos  G+  0,025  2o3  CCS  Gi+  0,000  100  cosGj+  0,170  999  cosGj 

+  0,025  468  cosGi+ 0,001  640  cosGs — 0,001  795  cosGs: 

t'  =0,000  484  sin  G+  0,016  789  sin  G, —  0,000  378  sin  Gi-\-  0,016  886  sin  G3 
—  0,023  826  sin  Gi —  o,oi3  010  sin  G5+  o,oi5  34o  sin  Gf. 

=0,000  484  cos  G+  0,016  789  cos  G, —  0,000  378  cos  Gî+  0,016  886  cos  G^i 

—  0,023  826  cos  Gi —  o,oi3  010  cos  G5+  o,oi5  34o  cos  Gj  : 

'i"  =0,000  526  sin  G+ 0,016  61 1  sin  Gi+  0,002  366  sin  G3+  0,010  622  sin  Gj 

—  0,018  923  sin  Gi+  0,011  782  sin  G3 —  0,016  913  sin  Ge , 
=^0,000  526  cos  G+  0,016  61 1  cos  Gi+  0,002  366  cos  G2+  0,010  622  cos  G3 

—  0,018  925  cosGi+  0,011  782  COSG5 —  0,016  913  cosGs  : 

:=o,ooo  743  sin  G+  0,019  ̂ ^9  ̂ ^  G,+  o,oi5  170  sin  G2+  0,001  655  sin  G3 

—  o,oo3  259  sin  G4+  0,029  2i4  sin  G5+  0,073  049  sin  Gg , 

^0,000  743  cos  G+  0,019  '•^9  cosGi+  o,oi5  170  cos  G2+  0,001  655  cos  G3 

—  o,oo3  259  cos  Gi+  0,029  ̂ '4  COSG5+  0,073  049  cos  Gç  ; 

^0,001  932  sin  G+  0,044  021  sin  Gi —  o,oi5  56i  sin  G» —  0,000  020  sin  G3 
+  0,000  012  sin  G4 —  0,000  001  sin  G5 —  0,000  001  sin  G«. 

^0,001  932  cos  G+  0,044  02I  cosGi —  o,oi5  56i  cosG, —  0,000  020  cosG., 

+  0,000  012  cos  Gj — 0,000001  cosGs — 0,000001  cosGft: 

i"  =o,o(ji  863  sin  G+  o,o34  7^5  sin  Gi+  0,048  282  sin  Gj —  0,000  018  sin  G^ 
+  0,000  oi3  sin  G» —  0,000  008  sin  G,, —  0,000  010  sin  Gç. 

"'  =0,001  863  cos  G+o,o34  725  cosG,+  0,048  282  cosG^ —  0,000  018  cosGj 
+  0,000  oi3  cos  G* —  0,000  008  cos  Gis —  0,000  010  cosGe  ; 

!"=o,o32  o3o  sin  G —  o,o3o  861  sin  Gi —  0,001  764  sin  G2+  0,000  007  sin  G- 
—  0,000  oo3  sin  Gi+  0,000  000  sin  G5+  0,000  001  sin  Gj . 

"'  ::=o,o32  o3o  COS  G —  o,o3o  86i  COS  G, —  0,001  764  cos  G.+  0,000  007  cos  G3 
—  0,000  oo3  cos  Gi+  0,000  000  cos  G5+ 0,000  001  cosGe- 

Nous  espérons  qu'aucune  erreur  de  quelque  importance  ne  se  sera 

glissée  dans  ces  formules;  et  l'on  s'en  convaincra  comme  nous,  si  l'on 
veut  les  soumettre  aux  vérifications  suivantes. 

Chacun  des  arguments  g',  g,,  g2-  ■  .  a  été  déterminé  séparément, 
par  des  calculs  distincts;  et  comme  on  coiinait  à  priori  la  somme  de  ces 
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arguments,  il  en  résulte  une  vérification  qui  embrasse  aussi  la  détermi- 
nation des  rapports  des  coefficients. 

Si  dans  les  expressions  de  h,  l,  h',  /',  .  .  on  fait  ̂   =  o ,  on  doit  re- 

trouver les  valeurs  qu'affectent  ces  quantités  à  l'origine  du  temps.  Or 
on  peut  reconnaître  que  ces  conditions,  qui  sont  au  nombre  de  qua- 

torze, vérifient  tous  les  calculs.  Considérons  les  intégrales  générales  (5; 

qui  renferment  encore  quatorze  indéterminées,  après  qu'on  a  calculé  les 

rapports  des  coefficients  entre  eux.  Nous  avons  vu  qu'on  ne  résolvait 
pas  directement  ces  quatorze  équations,  après  y  avoir  supposé  le  temps 
nul  ;  mais  que  chaque  inconnue  était  obtenue  par  une  élimination  qui 

repose  sur  les  relations  qui   existent  entre  les  différentes  quantités 

[^.,  î^»   J,  (  î^. ,  K"»   ),   prises  dans  deux  sys- 

tèmes différents  des  solutions.  Si  donc  im  seul  de  ces  rapports  —  , 

N'
 

^.  .  .  était  inexact,  les  relations  dont  il  est  question  cesseraient  d'avoir 

lieu;  la  méthode  d'élimination  employée  serait  fautive,  et  les  formules 
ne  reproduiraient  plus  les  excentricités  et  les  positions  des  périhélies 

telles  qu'elles  ont  lieu  à  l'origine  du  temps;  ou  ce  qui  revient  au  même, 
les  quantités  Iiq,  [„,  h\,  l\,.  .  .  qui  en  dépendent. 

13.  On  démontre  {Mécanique  céleste^  livre  II,  §  56)  que  l'excen- 
tricité d'une  planète  ne  pourra  jamais  dépasser  la  somme  des  valeurs 

absolues  des  coefficients  N,  N, ,  N^, .  .  .  qui  entrent  dans  les  expres- 

sions de  A  et  de  Z  relatives  à  cette  planète.  Il  en  résulte,  pour  les  excen- 

tricités, des  limites  qu'on  trouvera  réunies  dans  le  tableau  suivant, 

avec  les  variations  qu'elles  subiraient  par  l'effet  de  petits  changements 
apportés  aux  masses  des  planètes. 

VAllIATIOXS  gLE  PRODIIRAIENT  DANS  CES  LIMITES  LES  VARIATIONS   DES  MASSES 

Mercure. 

Venus...  . 

La  TeiiRC 

Mars   

JOPITER..  . 

Saturne.. 

Urantis  . . 

0,086  716 
0,077  747 

0,142  24^ 
0,061 
0,084  919 

0,064  666 

— 0 ,00.5  .17  // 
0,034  69  M 

0,017  59  /j  -t- 0,1  12  97  ,u 

o ,oo3  38  //  -t-  0 ,0 1 4  -"il  H 

0,00000  «  0,00000 /x' 
0,00000  fj.      0,00000 

0,009  4'  ju' -H  0,006  78  /x" 

0,10820  /l'  -I-  0,0;i   83    ji" 

-+-  o,o3i  99  «" 

-H  0,017  '*■'  h" 
—  0,00001  //* 

-H  0,000  01    u" 0,000  00 >,ooo  II  ,u  —  0,000  1 

-0,000  71  /i*  —  o,o35  39  /«■»  -4-0,019  78  I»' 
-  0,018  84  //"  —  0.238  91  /i"  -(-o,oi3  43  y»' 

-0,018  48  .U*  — 0,195    14    ,u"-t- 0,013  59    IX- 

-o,oo3  14  yn"  — 0,0.5a  o3  ̂ "-1-0,015  56  a" 

0,000  00  n"  —  o,oi3  06  ̂ "-t- 0,010  97  ̂ ' 

0,000  00  II"  -(-o,oo5  88  ;u"  —  0,007  08  u' 

-  0,00006  /i" -1-0,001  55  ;ui" -4-0,00392  u' 

0 

004 

II 

t^^'
 

0 001 

94 

u" 

0 

001 

54 

/*" 

0 

001 

70 

."" 

0 

002 

09  fx-' 

0 001 

'9 

m" 

0 

oo5 

i5 

,"" 
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Nous  ferons  simplement  remarquer  que  les  coefficients  des  premières 

puissances  des  erreurs  des  masses,  dans  les  expressions  des  variations 

des  limites  des  excentricités  de  Jupiter,  Saturne  et  Uranus  sont  de  beau- 

coup plus  petits  que  les  valeurs  absolues  des  limites  elles-mêmes.  Ces 
limites  sont  donc  connues  avec  une  grande  exactitude.  Cette  consé- 

quence est  analogue  à  celle  que  nous  avons  déduite  d'un  calcul  direct 
(  page  I  o3  de  ce  volume  ) ,  relativement  aux  inclinaisons  des  orbites  des 
mêmes  planètes. 

14.  On  peut,  au  moyen  des  formules  du  §  12  ,  déterminer  quel  sera 

l'état  du  système  à  une  époque  donnée;  il  suffira  d'attribuer  au  temps 

la  valeur  qu'on  lui  suppose.  Mais  on  doit  observer  que  l'inexactitude 
des  arguments  g^,  g, , ...  est  cause  que  les  angles  G,  G, , .  .  .  sont  affec- 

tés d'erreurs  qui  croissent  proportionnellement  au  temps  ;  de  sorte 

qu'après  quelques  périodes  de  ces  angles,  on  ne  connaît  phis  du  tout 
leurs  grandeurs  relatives.  Les  formules  qui  donnent  les  valeurs  de  //, 

/, .  .  .  ne  peuvent  donc  servir  que  pendant  un  certain  temps,  limité  pai 

l'inexactitude  des  masses  admises. 

Lorsqu'on  se  propose  toutefois  de  prévoir  si  une  partie  des  éléments 
du  système  pourront  prendre  entre  eux  une  position  donnée,  il  est  pos- 

sible ,  dans  la  détermination  des  valeurs  correspondantes  des  autres  élé- 

ments, de  se  débarrasser  de  la  considération  du  temps.  Nous  n'en  don- 

nerons ici  qu'un  exemple,  en  nous  proposant  de  chercher  si  rien  ne 

s'oppose  à  ce  que  tous  les  périhélies  aient  coïncidé  autrefois,  ou  à  ce 
qu'ils  coïncident  dans  l'avenir. 

Si  dans  l'équation  (i3)  nous  mettons  pour  h,l,  h',  /',...  leurs  va- 
leurs e  sin  lîsr ,  e  cos  tsr,  e'  sin  (sr' ,  é  cos  «zjr', . . .  puis  que  nous  supposions 

'3r  =  tîr'  =  -sr", .  . .  ces  angles  disparaîtront  du  premier  membre  qui  de- 
viendra un  carré  parfait;  et  en  extrayant  sa  racine  carrée,  et  considé- 

rant les  sept  planètes  simultanément,  on  trouvera 

m\/^^ e -\- m' \/lï' "S' e'  -\- m"  \/â" IS"  c"  -|-  m'"  \/â™]N  "  e"'-f-.  .  . 

-}-/«'"  \/«"!N'''  e*  '  ̂   constante. 

D'autre  part,  reportons-nous  (^  §  5  )  à  la  formule  qui  déte  mine  N^';  il 
sera  facile  d'apercevoir  que  la  constante  qui  se  trouve  ici  dans  le  second 
membre  a  pour  valeiu- 

m  \JaW-  H-  m'  v/a'N'^  -h   -H  m"  y/ô^  N'"'*. 
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Substituons  cette  valeur  dans  la  relation  précédente,  passons  tous  les 

termes  dans  le  premier  membre;  formons  enfin  les  équations  analo- 

gues que  donnent  les  sept  systèmes  de  solutions,  et  nous  obtiendrons 
les  sept  conditions 

m  \/fl  N  (e—  N  )  +  m'  \/^N'  (e'—  N')  +  .  .  .+  /»'■  l/^ «'■(«»■—  N")  =  o, 

m  V/SN,(e—N,)  +  '«'\/â'N;(e'—N;  )  +  ...  +  /«*•'  V/^N7(e"— N7)  =  0, 

m  \/^N6(e— N6)+  m' K/Ô' K^[e'—W,)+.  ..  +  m"  l/;?"N;'(e''  — N;-)  =0. 

De  ces  équations  on  déduit  les  valeurs  suivantes  des  excentricités 

e    =  N    +  N,   +  N,  -f-   4-  N,, 

e'  =  N'  +  N;   H-  N;  H-   +  N„, 

,.v,  ̂    p^v._,_   j^Y  ̂ _   Ny  _^.   _^   N-, 

on  s'en  convaincra  aisément  par  la  substitution;  les  résultats  seront 
nuls,  en  vertu  des  relations  (6). 

Ainsi ,  en  admettant  que  tous  les  périhélies  viennent  à  coïncider,  on 

pourra  déterminer,  sans  calcul ,  les  valeurs  correspondantes  des  excen- 

tricités. On  doit  toutefois  remarquer  que  rien  n'indique  encore  quels 

sont  les  signes  qu'on  doit  attribuer  aux  coefficients  N ,  N, ,  Nj , . . .  puis- 
que ces  signes  changent  dans  les  formules  (5)  quand  on  augmente  les 

angles €,  ê, ,...  de  180°;  et  ainsi  l'on  pourrait  penser  qu'il  y  aura  beau- 
coup de  solutions  à  la  question.  Pour  lever  cette  difficulté ,  considérons 

qu'en  déterminant  à  l'époque  de  la  coïncidence  des  périhélies  les  an- 

gles €  par  la  formule  (8*),  tous  ces  angles  sont  égaux  et  ont  même 

sinus ,  de  sorte  qu'on  a 

A  =   (N  -h  N,   -H   N,  H-   -H   NJ  sin^, 

h'  =   (N'-H  n;  -4-  n;  -H-   +  N,)  sine, 

Remarquons  en  outre  que  pour  que  ce  soient  réellement  les  extrémités 

périhélies  des  grands  axes  qui  coïncident,  il  est  indispensable  que  A,  h', 

h",.  . .  soient  de  même  signe;  et  nous  reconnaîtrons  que  nous  ne  de- 
vrons adopter  pour  N,  N,  ,  N.^ , .  .  .  que  les  combinaisons  de  signes  qui 

conduiront   à   des   valeurs  de  même   signe   poiu'  toutes  les   sommes 

(N-i-N, -H   -t-Ne),     (N'-+-N;  4-   +  N„)   
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Les  valeurs  négatives  de  ces  sommes  ne  donneraient  pas  d'ailleurs  des 

résultats  différents  de  ceux  que  fournissent  les  valeurs  positives  qu'il suffira  de  considérer. 

Si  donc  on  venait  à  reconnaître  qu'il  est  impossible  de  satisfaire  à  ces 
conditions  ,  on  pourrait  prononcer  avec  certitude  que  les  périhélies , 

tels  qu'ils  sont  donnés  par  la  première  approximation  des  inégalités 

séculaires  n'ont  jamais  coïncidé  et  ne  coïncideront  jamais.  Cette  impos- 

sibilité n'existe  pas  dans  notre  système  planétaire ,  et  l'on  trouve  que  la 

coïncidence  de  tous  les  périhélies  venant  à  s'établir,  les  excentricités  ne 
pourront  affecter  que  trois  états  différents. 

En  particulier,  le  retour  des  périhélies  de  Jupiter,  Saturne  et  Uranus 

à  une  position  commune  dans  le  ciel,  ramène  toujours  les  mêmes  ex- 
centricités de  leurs  orbites,  savoir 

e'^  =  o,o3o,  e'  =  o,o85  et  e^'  =  0,000. 

Il  en  résulte  que  si  les  formules  de  la  première  approximation  don- 

naient réellement  le  mouvement  complet  des  éléments  des  orbites,  il  suf- 

firait de  chercher  l'intervalle  qui  sépare  deux  coïncidences  consécutives 
des  périhélies  pour  connaître  la  période  dans  laquelle  les  excentricités 
et  les  positions  relatives  des  périhélies  de  Jupiter,  Saturne  et  Uranus 

effectueraient  une  révolution  complète.  On  trouverait,  par  des  calculs 

assez  compliqués  d'analyse  indéterminée,  que  cette  période  est  de 
900  000  ans ,  et  que  l'incertitude  des  valeurs  des  masses  permet  de 
compter  sur  elle  à  4ooo  ans  près. 

15.  La  détermination  des  maxima  et  des  minima  des  excentricités, 

et  celle  des  époques  correspondantes,  sont  impossibles  d'une  manière 

générale.  Mais  lorsqu'on  connaît  l'époque  approximativement,  il  suffit 
de  développer  les  cosinus  et  les  sinus  des  formules  du  §  12  proportion- 

nellement aux  puissances  du  temps  pour  arriver  sous  forme  algébrique 

à  une  solution  rigoureuse  du  problème. 

J'ai  trouvé  ainsi  que  l'excentricité  de  la  Terre  décroîtra  encore  pen- 

dant 23  980  ans;  qu'elle  atteindra  alors  son  minimum  égal  à  o,oo3  3i4, 

et  que  l'incertitude  qui  règne  sur  les  valeurs  des  masses  ne  permet  de 
répondre  que  du  chiffre  3  des  millièmes.  On  peut  consulter  \^Pl.  I^  une 

représentation  géométrique  de  la  marche  de  l'excentricité  de  la  Terre 
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pendant  trois  cent  dix  mille  ans.  L'unjté  de  l'abscisse  équivaut  à  lo  000 
années,  comptées  à  partir  du  i"  janvier  1800.  L'unité  de  l'ordoimée 

équivaut  à  0,001 ,  et  c'est  cette  ordonnée  qui  représente  la  grandeur  de 
l'excentricité. 

Je  terminerai  ce  qui  a  rapport  aux  excentricités  en  faisant  remarquer 

que  le  terme  le  plus  grand  qui  entre  dans  l'expression  de  l'excentricité 

de  Mars  a  pour  argument  o",7io6.  Il  vane  avec  une  lenteur  excessive, 

et  il  en  résulte  que  les  retours  des  maxima  les  plus  prononcés  de  l'ex,- 
centricité  de  cette  planète,  seraient  séparés  par  un  intervalle  de  plus 
de  dix-huit  cent  mille  ans. 

T^ariations  séculaires  des  inclinaisons  et  des  longitudes  des  nœuds. 

16.  Désignons  par  <p  l'inclinaison  de  l'orbite  de  Mercure  sur  le  plan 

de  l'écliptique  de  1800,  et  par  â  la  longitude  de  son  nœud  ascendant; 
et  posons  p  =  tang<psin6, 

q   =   tang<pcos9; 

lorsque  p  et  q  seront  connus,  on  calculera  (p  et  Q  par  lesformules 

tang  (P  =  v//?=  •+-  q- , 

tango  =-^. 

Désignons  d'ailleurs  par  les  mêmes  lettres ,  affectées  de  un ,  de  deux,  de 
trois,  de  quatre,  de  cinq  et  de  six  indices,  les  mêmes  quantités  pour 

Vénus,  la  Terre,  Mars,  Jupiter,  Saturne  et  Uranus; 

Les  variations  de  p,  q,  p',  q',.  . .  ne  dépendront  que  des  coefficients 

(0,1),  (1,0),  (0,2),  (2,0),.  ..  déjà  employés  (§2).  On  détermine  ces 

variations  au  moyen  des  équations  différentielles  linéaires  suivantes 

{Mécanique  céleste^  livre  II ,  §  Sg  )  : 

±  =-[(0,1) +  (0,2)+...]  9  +(o,i)<^'+...., 

I  =        [(o,i)-H(o,2)+...]p  -(0,1)//-...., 

^  =  -[(1,0)+ (1,2) +...jv'  + 11,0)^  +...., 

^=  [(l,0)-+-(l,2)   +..  .]p'—  (1,0^  ̂     —   
etc. 
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Ces  équations  s'intégreront  comme  celles  du  §  2,  et  l'on  obtiendra 

/>  =  M  sm{kt-\-y)  ■+■  M,  sin(Â:,< +  >,)-»-   , 
q  =  M  cos(kt-^y)  -\-  M,  cos{k,t -\- y,]  -+■   , 

p'  =  M'sin  [kt  +  >)-!-  m;  sin  {k^t  -H  >,)  H-  .  .  .  . , 

9'  =  M'cos{kt-\-y)  -+-  M\  cos  (  A",  ̂ -+->-,)  4-.  .  .., 
etc. 

Les  coefficients  qui  entrent  dans  ces  équations  se  détermineront  comme 

pour  le  système  des  excentricités  et  des  périhélies ,  ce  qui  nous  dispense 

d'y  revenir. 

L'équation  en  X  aura  une  de  ses  racines  nulles  ;  car  on  satisfait  aux 

équations  différentielles  en  y  supposant/?,  p',p"  ■  ■  ■  égaux  et  constants, 

ainsi  que  q ,  q',  q" .  .  .  Il  doit  donc  y  avoir  im  système  de  valeurs  M,  M', 
]M", .  .  .  toutes  égales  entre  elles  et  correspondant  à  une  racine  nulle. 

Les  équations  différentielles  fournissent  les  sept  intégrales  suivantes, 

indépendantes  du  temps  : 

\m  V/flM  /)-}-m'l/û'M '/>'+...  )'-f-(/n  \/nM  q-\-m'  \/a'  W  q'  -{-. . .)'  =constante,  \ 

[m  V/^M,/i-f-///l/«'M ,';;'+...)'-}- (m  \/aU, q+m'\/^a'U\q'+. ..)'  =zconstAnte,  ̂   '^' 
etc.  ;  ' 

et  celle  de  ces  intégrales  qui  correspond  à  la  racine  A  =  o  se  décom- 
pose dans  les  deux  autres 

m\'ap-Jr  m'  \/n' p'  -H   =  constante, 

m  \/aq  -\-  m'  s/a'  q'  -\- . .  .  .    =  constante, 

qu'on  peut  déduire  immédiatement  des  équations  dilïerentielles. 
Enfin  on  déduirait  des  équations  différentielles,  ou  des  équations (i 5) 

rintégrale 

m  \/a{p^  -ir  q-  )  +  m'  \/a'  (/>'*+  9'^  )  -+■   =  constante. 

Cette  relation  sert ,  on  le  sait ,  à  établir  que  les  racines  de  l'équation  en 
A  sont  toutes  réelles  et  inégales. 

1/.  Les  tableaux  qui  suivent  renferment  les  sept  systèmes  de  solu- 
tions qui  concernent  les  variations  séculaires  des  inclinaisons  et  Jes  lon- 

gitudes des  nœuds. 



PURES  ET  APPLIQUÉES. 

249 

VALEURS 
numériques 

pour  les  mass- VARIATIONS  EN  FONCTIONS  DES  VARIATIONS  fj.,  fx',.-.  DES  MASSES. 

103°  8' 18" 

0,027  4'3' 

i",5oi  23 

I  2r)022'54" 

o,oo3  890 

002  287 

001    721 

001  373 

001  1 .59 

016  4^9 

Premier  Système. 

-77>  -  '35V'  -  28V"'-9  32'>'V"-t-  i3  347'V»-3  782'>>' 

0,000  02  //'  —  0,000  02  ;i"  — 0,002  99  /»■»-(- 0,004  '6  y-^  —  0,001  16  u' 
(  On  sait  que  M',  M",  M'",  M'  -,  M»  et  M»'  sont  tous  égaux  à  M.) 

■  o",ooo 
•  ̂o-j"  /J. 

n,ooo 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 
-  0,000 

3/^'- 

-747 

16  y  - 

'4  /"-f 

02  //  -f 

00  y  -+ 

00  /i  -t 

01  //  - 

Deuxième  Système. 

o",ooo  6  ,u"  —  o",ooo  a  /x"'  —  o",88i  3  u' >  —  i",444  '  j"' 

"  y-'  —  i55'  /j"  —  180"  ,u"'-i-  2  ."ioS"  /»"-+-  211"  yt*'  —  1 135' 

•  0,001  24  // 

-  0,000  04  y 

-  0 ,000  14  [i 

-  0,000  o5  fx 

■  0  ,000   O  1    fl 

-  0,000  01    o 

■  0,000  07    ij 

—  0,000  8,ï  y"  —  0,000  o()  /i'"  —  o,oo5  27 

—  0,000  34  fji"  —  0,000  o3  y'"  —  o,oo3  5i 

—  0,000  17  ,a"  —  0,000  o3  y"'  _  o,oo3  18 

-1-0,000  04  y"  —0,000  00  y.'"    —  0,003  04 

-H  0,000   01  /«" -i- 0,000  00  /;."'    — 0,001  29 

-T-  0,000  01  y"  -H  0,000  00  y'"   —  o,001  09 

—  0,000  o5  y."  —  0,000  02  y"'  ■+-  0,003  1 1 

—  0 

'.'77  ■•«." ' "  y' 

y"
 

-1-  o,oo3 

18  y 

-h  0,004  09  y' 

y"
 

-t- 0,001 

idy^ 

-(-0,002    54  /l' 

y'"
 

+  0,000 

88y' 

-H  0,002    28  /»> 

y"
 

-1-  0,000 

26/»' 

-1-0,001    66  yU' 

y'"
 

—  0,000 

02  y 

-4-  o,oni  3o  yy 

y"
 

—  0,000 

oa  /i' 

-1-0,001    08  ;U' 

y""
 

—  0,004 

o6y 

-1-0,001    10/*' 

k. 

—  2,5", 88731 —  o",ooo  1  y  —  o",ooi  5  y'  — ■>' 
.26°  5' 44" —  5"  /J.  -t-  33"  y'  -t-  1 14"  y"  — 

M, 
0.000   2()8 

0.000  00  y  -1-0,000  o3  y' 

K 0,000   2.52 —  0,000  01    y  —  0,000  60  y' 

M"
 

u,002   737 
0,000   02   y  -(-0,001    23  y' 

M'!, 0,009  H^ 0,000  02  y  -1-0,000  27   y' 

M"
 

-  o,oor>  3if) 0,000  00   y  -i- 0,000  00  y' 
m;; 

o,oi5  771 
0,000  00  //  —0,000  01    y' 

m;' 

—  0,000  681 
0,000  00  y  H- 0,000  00  y' 

Troisième  Système 

•  o",Oo3  3  y"  —  0,001  I  y" 

-83"  y"'-5^"  y'^-Sl"  , 

-+-  0,000  08  y"  —  0,000  01    y'" 

—  0,001  5o  a"  H- 0,000  01  y^ 

-t-  0,000  .57  y"  —  0,000  16  y'" 

-4- 0,001  4o,"" -t-0,000  o3  ;/" 

-(-0,000   00  y"  -(-0,000  00   y" 

—  O  ,000  01  y"  —  0 ,000  00  y'" 

-t-  0,000   00  y"  -(-0,000  00  y" 

Quatrième  Système. 

8",246  9  ̂ 'ï-  7",3iG7  y'  —  o",3i5  5  u" 

■79"/»" 
■  0,000    18   u'«  ■+-  0,000  08  ,u'   —  0,000  \Hl  y" 

-0,001    19 //"-(- 0,000  89 /i» -t- 0,000  o3 /t» 

■  0,001   9,5  /a'»  -(-0,000  37  ;ii»  —  0,000  07/1» 

•  0,000  87  /i"  —  0,000  53,a>  —  0,000  33  u» 

■  o ,004  .5a  /i "  —  o ,004  bi y"  —  o ,000  00 y > 

■  o,oq4  33  y"  —  0,004  5l  y"  -t-  0,000  ao  y^ 

■  0,000  3a  ,a"  —  0,000  27  ,«»  —  0,000  04  /«' 

*> 
-  4"  ,791  35 

>i 
2l0  4o'25" 

M, 
0,1 o3  470 M3 

U.020  920 

M"
 
0,014  (i'.*' 

M3"
 

0,002  9.54 

M'"
 
—  0,000  040 

M  5' 

—  0,000  o.5o 

Mr- 
0,000  042 

o",4o2  3  u  —  r',3358  y'  —  o",9o6  2  y"  —  o",o63  7  y"  —  2", 734  i  ,u"  —  o',i3o  1  y' 

8944"/»  —  3o  g68".u' —  .56a44"/i'" -1-  1  617"/*™ -(-  i  la  398"/»  "  —  a8  44'»''^  *  —  7  ao3''y  • 

—  0,016  80  u  —  o,o5o  .'(fi  y 

0,008  16  y  -(-o,Ol()  .59  u 

0,Oo5  37   y  -H  0,OlG  22  y 

0,001  o%y-\-  o,oo3  74  y 

—  0,000  oa  y  —  0,000  o4  y 

—  0,000  01  y  —  0,000  o5  y 

0,000  o3  y  -t- 0,000  oa  y 

Tome  V.— JciuLKT  1840 

—  o,oi3  44,"'^  "•"  0,00a  96  y"  -(-0,070  00  u"  -^  o,ooG  77  y 

—  0,007  34  y"  —  0,000  38 //,"  —0,017  12  y"  —  0,000  07  y' 

—  o,oo3  18  y"  —  0,000  5i  y"  —  0,017  ̂   y'^  —  0,000  3i  /«» 

-(-0,001  08  J»"  — 0,000  07  y"  — o,oo5  70  )u"'  — 0,000  iSjB' 

—  0,000  00  y"  -(-  0,000  00  y"  -t-  0,000  06  u"  H-  0,000  01  u' 

—  0,000  01  y'  —  0,000  00  y"    -(-0,000  07  y"  -(-0,000  01  /*' 

—  0,000   01  y"  —  0,000  00   y"    —  0,000  oG  y  "  -I-  0,000   Oa  /11» 

-t-  0,000  98  u' 
-t- 0,000  16  ju' 
-t-  0,000    II  y' 

-1-0,000  oa  y' 

—  0,000   00  u' 
—  0,000  00  y' 

-)-  0,000  00  /»' 
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VARIATIONS  EN  FONCTIONS  DES  VARIATIONS  fjt,  [x',.    .   DES  MASSES. 

Cinquième  Système. 

*4 

-   7";0^  95 —  o",668  8  /i  —  o",938  7  /*'  —  ©",734  0  /*"  —  o",u6  9  /"  —  4",394  2  //"  —  o",2o5  2  /*>  —  d'iCk^  9  m" 

V4 

-870  5i'44" -  145  668"  ̂   -  337  824"  yu'  -  6  963"  ij."  ■+■  23  462"  ̂ "'  -+-  396  9i5"  ̂ "  -1-64  214"  /i/.«  h-  5  866"  /».'  ■ M  4 

—  0,023  222 
0,000  06  fj.  —0,026  49  /*'  —  o,o3o  24  /i"  -1-0,001  5i  /j.'"  -h  o,oCo  93  /i"  —  0,004  96  //»  —  0,000  81  /11" 

M4 

0,009  871 
0,004  07  //  —0,009  42  /*'-(- 0,009  63//."— 0,000  06  /n'"  —0,007  53  c/'»-t- 0,002  95 /i>  -(-0,000  36/iV' 

M^' 

0,008  323 
o,oo3  99  /i  —  0,006  II  /i' -1-0,009  "^8  /i"  —0,000  19  n'"  —  0,009  42  ,""  -H  0,002  35  /tT  -1-0,000  3o  /i" 

mJ 

0,001  816 0,000  93  ;;—  0,001  00  /x'  -i-o,oo3  14  //"  —0,000  01  /j.'"  —  o,oo3  58  //'"  -(-  0,000  ̂ 5  /jl"  -h 0,000  oj  /!.''• 

M^^ 

—  0,000  ou 
—  0,000  00  fi  -+-0,000  01  ,u'  —  0,000  02  y"  —0,000  00  //.'"  -t-  0,000  01  //■»  -4-0,000  00  /i»  —  0,000  00  IX^' 

MT —  0,000  017 
—  0,000  01  /i  -(- 0,000  01  /x'  —  0,000  o3  /i"  —  0,000  00  /J-'"  -f- 0,000  02  //. T  -(-  0,000  00  //.'  —  0,000  00  ,«"' 

M4' 

0,000  007 0,000  00   //  —  0,000  01    II'  -t-  0,000   01  /u"  —0,000   00  /J.'"    —  0,000   01   /x'i  -1-0,000   01  /a!»  -f-  0,000   00  ,«>■ 

Sisicme  Système. 

M 
—  i7",458  10 —  o",o(k)  8  y.  —  i",243  5  /('  —  2",449  7  .u"-)-o",o8o8  ,«'"  —  i3",2oi  1  ,«•>  —  o",57o8  .u."  —  o",qi3  4/?" 

/  5 

-  63°  II' 36" 27  985"  /«  -1-  37 1  353"  /i'  -H  285  642"  //," -1-  24 886"  /"  -  683  539"  // ■  v  —  25  .585"  ,«-•  -  744"  ,«'" 
Mi 

0,001  3o6 —  0,000  35  /i  —  0,006  là  /J.'  —  0,004  95  /i"  -(-0,000  67  ,a"'  -1-0,010  27  fi.'"  -H  0,000  5i  /t"  -t- 0,000  00  /i'' 

M, 

—  0,007  471 
0 ,002  li  fj.  -i-o ,044  44  /x'  -H  0 ,028  38  //."  —  0 ,oo3  75  //'"  —  0 ,067  88  ,a  ■  >  —  0 ,oo3  28  /i'  —  0 ,000  04  /i" 

M5 

o,oo5  356 —  0,002  17  /i  —  0,034  "*'  1"'  "~  o,o32  60  /i"  -4-  0,002  3o  //;'"  -H  o,o63  53  /;<"■  -t-  0,002  96/ir  .^0,000  04  /»" 

M5
' 

0,043  471 
—  o,oo3  94  /*  —  0,054  96  /i'  —  0,043  24yii"  —  0,011  49  /t'"  +0,106  02  /i">  -(-  0,007  ''^  /«'  — 0,000  OS/J''' 

M"
 

—  0,000  002 
0,000  00   ,u  -1-  0,000   01    n'  -h  0,000   01  ,u"  —  0,000   00  /»'"    —  0.000  01    /*'»-)-  0,000  00  /l»  —  0,000  00  /l" 

Mï 

—  0,000  020 0,000  00  «  -I-  0,000  04  /.»'-•-  0,000  o3  //"  —  0,000  01  /i'"  —  0,000  07  /*■>  -t-  0,000  01  /!>■-+- 0,000  00  /J.'" 

M"
 

0,000  002 —  0,000  00  y  —  0,000  00  |u'—  0.000  00  u"  -(-  0.000  00  ,u"'  -1-  0.000  01  fi'-'  -*-  0.000  00  /z>'  -t-  0.000  00  /U" 

Septième  Système. 

Af, 
-  i8",567  87 

-  o",235  I  /i  —  5",o35  4  /i'  —  5",478  9  /i"  —  0"  ,328  5  y'"  —  7",  1 57  5  /i"  —  o",324  7  /*»  —  o",oo7  6  /i' . 

•)6 

730,3-49'' 
1 1  670"  y  -,-  i54û38" ,«'  -t-  122  634" ,."  -  21  817"  /,'"  -  256  i3i"  //■'  -  10  i33"  y»  -  260"  ̂ t"" 

Mo 

—  o,oo3  839 
—  0.000  28  y  —  0,007  85  //'  —  0,006  19  fj."  -H  0.000  49  /i'"  -+-  o,oi3  29  u"'  -1-  0,000  55  /t'  -h  0,000  01  /*»' 

M,; 

0,024  440 
0,001  87  y  ̂ 0,027  87  y' -(- 0,046  73  y"  —  0,002  34  u'"  —0,071   17 /i"— 0,002  88 /à"  —  0,000  07 /ui'' 

Mli' 

—  0.024  320 
—  0,000  71  y  —  0.043  36  y'  —  o,oi5  22  /J."  -(-  o.oor  i5  ,u'"  -4-  o.o55  84  y"  -1-0,002  ̂ 4 /*'  -1-0,000  o5  /*'■ 

m;;' 

o,o33  763 
_0  ,007   00  y  —  0,I02  85  y'  —  0,075  77  ft"  —  0,012  41    fj.'"   -1-0,190    II  y" -1-0,007  75  //.'-t-0,00O  16  /i" 

M^
' 

0,000  00c 
0,000  00    u         0,000  00  y'         0,000  00  /J."         0,000  00  y'"           0,000   00  y"         0,000  00  yi^         O,000  00  fl"' 

Me 

0,000  OOQ 
0,000  00  y  H- 0,000  06  y' ^0,000  o5  y"  —  0,000  01    y'"    —0,000    10  y  '  >  —  0 ,000  01  y»  —  0 ,000  00  y" 

m:; 

—    0.000    OOC 
0,000  00   y         0,000    00   y'         0,000   00  y"         0,O0O  00   y'"          O,00O    00  y'»         O  ,000  00  y'         O,0OO   00  u" 
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18.  On  peut  s'assurer  que  les  nombres  inscrits  dans  les  tableaux  qui 
précèdent  satisfont  parfaitement  aux  conditions  que  nous  avons  indi- 

quées en  traitant  des  excentricités.  En  les  rapprochant  convenablement, 

on  formera  pour  chaque  planète  les  valeurs  suivantes  de  p,  q ,  p',  t^',... 
dans  lesquelles  nous  avons  posé ,  pour  abréger, 

R  =  loS"  8'  18", 

R,  =  126°  22' 54"—  2",5oi  iZ  t, 

Rj=  126.  5.44  —  25  ,88731  ̂  

R3  =  22.40.25  —  4^79535^, 

R<=  —  87.51 .44  —  7>o67  95^. 

R,=  -  63.11.36  -  17  ,468  lot, 

et  R6=       73.13.49  -  18,567  87  f; 

(  p  —  0,027413  sin  R+o,oo3  890  sin  R,-f- 0,000  a68sin  Rj-I-  o.  io3  470  sin  R, 
\  —  0,023  222  sin  R4+  0,001  3o6  sin  R5 —  o,oo3  869  sin  Rj, 

J  (7  =  0,027  4i3  CCS  R-l-  o,oo3  890  cos  Ri-I-  0,000  268  CCS  R.-+-o.io3  470  cosRj 

'  —  0,023  222  cos  Rt-f-  o.ooi  3o6  cos  R5 —  o.oo3  869  cos  R,  : 

/  ./  ̂   0,027  4'^  ̂ ^^  R+ 0,002  527  sin  Ri4-  0,000  232  sin  Rj  + 0,020  920  sinR, 
\  -1-0,009871  sin  Ri — 0,007  471  sin  R5-I- 0,024  440  sin  Re  , 

j  O'    ==  0,027  4'^  *^°^  R-h  0,002  527  cos  R,-|-  0,000  252  cos  Rj-I-  0,020  92OCOSR3 
\  -1-0,009  871  cos  R4 — 0,007471  cos  R5-<- 0,024  440  cos  R,  ; 

r  p"  =:  0,027  4i3  sin  R-|- 0,002  287  sin  R,-|-  0,002  737  sin  Rs-I- 0.014  621  s'"  Rs 
1  _|_  0,008  323  sin  Rj-I-  o,oo5  356  sin  R5 —  0.024  32o  sin  R, , 

i  q"  ̂=:  0,027  4i3  cos  R  H-  0,002  287  cosR,-f-  0,002  737  cosR;-f-o,oi4  621  cosR, 
-\-  0,008  323  cos  Rj-t-  o,oo5  356  cos  Rj —  0,024  32o  cosK^  ; 

(p"  =  0,027  4i3  sin  R-1- 0,001  724  S'"  K,-l-  0,009  -^45  sin  R,-t- 0.002  934  sin  R, 
y  -t-  0,001  816  sin  Rt-f-  0,048  471  sin  RsH-  o,o33  763  sin  R^ , 

i  q"  =  0,027  4' 3  cos  R-l- 0,001  724  cosR,-|-  0,009  ̂ 45  cos  Rj -H  0^002  954  cos K, 
^  -f-  0,001  816  cos  R^^-  0,048  471  cos  Rj-I-  o,o33  763  cosR,  ̂  
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0,027  4i3  sin  K-|-  0,001  3^3  siu  Ki —  0,006  3i6  siu  Kj 
—  0,000  01 1  sin  K4 —  0,000  002  sin  K5 

0,027  4i3  ces  K+  0,001  373  CCS  Kl —  0,006  3i6  CCS  Kj 
—  0,000  01 1  cos  Kl —  0,000  002  ces  K5 

:  0,027  4^3  sin  K+  0,001  i5g  sin  K,-f-  o,oi5  774  sinKs 

—  0,000  017  sin  Kj —  0,000  020  sin  K5 

0,027  4i3  cos  K-f-  0,001  iSg  cos  K,+  o,oi5  774  cos  K, 

—  0,000017  cos  Kl — 0,000  020  cosKs 

:  0,027  4i3  sin  K —  0,016  429  sin  K, —  0,000  681  sin  Kj 

4-  0,000  007  sin  Ki+  0,000  002  sin  Kg 

0,027  4i3  cos  K —  0,016  429  cos  Kl —  0,000  681  cos  K, 

+  0,000  007  cos  Ki-t-  0,000  002  cos  K5 

—  0,000  040  sinK, 

+  0,000  000  sin  Ks  • 
—  0,000  o4o  cosKj 

-|-  0,000  000  cosKe  : 

—  0,000  o5o  sinKj 

+  0,000  002  sinKe , 
—  0,000  o5o  cosKj 

+  0,000  002  cosKs  : 

+  0,000  042  sinKj 
—  0,000  000  siuKs  : 

+  0,000  042  cos  Kj 
—  0,000  000  cosKe  • 

En  supposant  le  temps  nul  dans  ces  formules,  elles  redonnent  les  in- 

clinaisons et  les  longitudes  des  nœuds,  à  l'origine  du  temps,  avec  une 
parfaite  exactitude. 

19.  Les  mêmes  considérations  qui  fournissent  (  §  15)  des  limites  su- 

périeures des  excentricités  ,  donnent  ici  des  limites  supérieures  des  tan- 

gentes des  inclinaisons  sur  l'écliptique  de  1800.  Voici  les  angles  corres- 

pondants à  ces  limites,  ainsi  que  les  variations  qu'ils  subiraient  par 

l'effet  de  petits  changements  apportés  aux  masses  des  planètes. 

LIMITES 

inclinaisons 
VARIATKINS  QIE  PRODUIRAIENT  PANS  CES  LIMITES  LES  VARIATIONS  DES  MASSES 

l'êrliptiqiie 

de  180O. 

Mcr.ci'RE. . 

90,6' 54" 
-  3  368>  -   4  7i3" ,«■-)-   3  466'V  -t-     3ir>"'  -       48oV'-i-3  839'V-<-94i' ,"" 

Véncs   5.18.30 

2473"/*—   2o32"^'-(-   3  84o'>" -H     192"/"  _   6  8o2'V"-i- "  939"a''-+-39i  ".li" 
La  Terre. 4.51.42 1  640'V -t-  4357'V—   2  276'V" -H       SV/j.'"—  5  641V" -<- '  *'73'V'-i-296""" 
Mars.  ... 

7.  9.10 
-  1  8o4'>-3i  418V'  — 23  021", u"  — 4  863V"'-4-57  o5iV"-^3  982V^-^  73V" 

JllMTER.    . 
2.    0.48 

i"/i-i-          5'V—          4'V' -1-        oV'"  —    •  8i5"/i"-t-i  785"//" -H  28"/i>' 
Satdrse.. 

2.32.39 

i"fj.-h          4"/^'—          G" /i" -h        o"/jL"'-h        53V'—       76",i*'-(-  25" u>' 
Uram-s  .  . 2.33.  8 

3",u -i-         18"  u'—          6'V"+        5'V'"  —    1  32i",u"'-)-i  749'>''  — 459""" 
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Nous  ferons  remarquer  que  les  limites  des  inclinaisons  de  Jupiter,  Sa- 
turne et  Uranus  sont  déterminées  avec  une  très  grande  exactitude  ,  et 

qu'elles  ne  varieraient  que  très  peu  par  de  faibles  changements  dans  les 
masses.  Ce  résultat  s'accorde  avec  celui  que  nous  avons  obtenu  directe- 

ment ,  page  io3  de  ce  volume. 

20.  Pour  avoir  les  limites  les  plus  étroites  des  inclinaisons  relatives  <b 

des  orbites,  il  faut  remarquer  qu'à  cause  de  la  petitesse  des  inclinaisons 
on  peut  calculer  <I>  à  une  époque  quelconque  au  moyen  de  la  formule 

tang(t  =  \/[p'~-p)-  +  W  —  qY- 

La  coiuparaison  de  cette  expression  avec  celle  de  tang  cp  (§  S6)  montre 

que  pour  obtenir  toutes  les  circonstances  des  mouvements  des  inclinai- 

sons des  orbites  rapportées  à  l'une  d'elles ,  il  suffit  de  substituer  aux  ex- 

pressions ^ ,  ç ,  p',  q',   du  §  18,  leurs  différences  avec  les  valeurs 

qu'affectent  ces  quantités  pour  l'orbite  prise  pour  terme  de  compa- 
raison. Les  limites  des  inclinaisons  relatives  s'obtiennent  ainsi  comme 

les  limites  des  inclinaisons  absolues. 

On  trouvera  ces  limites  réunies  dans  le  tableau  suivant  que  nous 

avons  disposé  à  l'imitation  de  la  table  de  Pythagore  : 

LKAMS S.MLRNE. JUPITER MARS. LA  TERRE. VÉMJS. 

8» ',2'  i3" 
4.43.  7 

4.16.20 6.34.  3 

1.20.55 

i.,57.28 

S<>32'2l" 

4.33.,2 

3.49.-33 
5.22.29 
t..(i.47 

8"  i'3o" 

4.     I..-2 

3.35.  3 5.53.  4 
12029'38" 

5.46.40 

7.11.',) 

8»  28' 24* 

4.  7.38 
8045' 37" 

Vénus   

Mars   

Satcrne   

Les  limites  des  inclinaisons  relatives  des  orbites  de  Jupiter,  Saturne  et 

Uranus  sont  les  mêmes  que  celles  que  nous  avons  obtenues  directement 

page  102  de  ce  volume. 
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Il  était  nécessaire  de  former  ces  limites  des  inclinaisons  relatives, 

parce  qu'elles  sont  souvent  bien  plus  petites  que  celles  qu'on  obtien- 
drait en  prenant  les  sommes  des  limites  des  inclinaisons  de  deux  des  or- 

bites sur  le  plan  fixe  de  l'écliptique  de  1800.  Par  exemple ,  la  somme 
de  ces  inclinaisons,  pour  Vénus  et  la  Terre,  est  de  10°  10'  12' ,  tandis 
que  les  plans  de  leurs  orbites  ne  peuvent  jamais  faire  entre  eux  un  angle 

de  plus  de  4»  7'  38". 



PURES  ET  APPLIQUÉES. 

\v\^/vwvwvM,v^vww^vvwvv•-v^^<.v^vvv»v♦v■' 

NOTE 

SUR  UN  THÉORÈME  DE  MÉCANIQUE; 

Par  m.  Ch.  DELALNAY. 

On  sait  que  le  mouvement  d'un  corps  solide  peut  toujours  être  con- 
sidéré comme  se  composant  du  mouvement  de  translation  d'un  quel- 

conque de  ses  points,  et  d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'une 
droite  passant  par  ce  point.  On  peut  de  même  regarder  le  mouvement 

d'un  système  quelconque  de  corps  comme  se  composant  du  mouvement 
de  translation  d'un  de  ses  points,  d'un  mouvement  de  rotation  autour 
d'une  droite  passant  par  ce  point,  et  de  moiivements  relatifs  qui  chan- gent les  positions  respectives  des  corps  du  système.  Pour  se  rendre 
bien  compte  de  cette  décomposition  de  mouvement,  on  peut  concevoir 

qu'à  chaque  instant,  regardant  le  système  comme  solide,  on  détermine 
les  axes  principaux  qui  se  croisent  en  un  point  de  ce  système,  et  l'on 

voit  qu'ainsi,  quel  que  soit  le  mouvement,  il  pourra  toujours  être  rem- 
placé par  le  mouvement  de  ces  axes  principaux  et  les  mouvements  des 

diverses  parties  du  système  relativement  à  ces  axes;  d'ailleius  le  mou- 

vement des  axes  principaux,  comme  celui  d'ini  corps  solide,  se  compo- 
sera du  mouvement  de  translation  du  point  où  ils  se  croisent,  et  d'un 

mouvement  de  rotation  autour  d'une  droite  passant  par  ce  point. 
Lorsque  le  système,  d'abord  en  repos,  est  mis  en  mouvement  par  des 

impulsions,  la  droite  autour  de  laquelle  commencent  à  tourner  les  axes 

principaux  passant  par  un  point  quelconque,  prend  le  nom  à^axe 
spontané  de  rotation,  relativement  à  ce  point;  il  est  évident  que  pour 

un  même  mouvement  il  y  a  autant  d'axes  spontanés  de  rotation  qu'il  v 
a  de  points  dans  le  sy.stème. 

Lagrange  démontre  {Mécani(ju<'  analftique,  tome  1 ,  page  agS)  que  . 
dans  un  système  libre,  en  faisant  abstraction  du  mouvement  de  trans- 

lation, tout  axe  spontané  de  rotation  est  tel  que  la  sonmie  des  forces 
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vives  du  système  est  un  maximiun  ou  un  minimum  ,  tliéoreme  qiu  avait 

d'abord  été  donné  par  Euler,  dans  le  cas  d'un  corps  solide.  Lagrange 
fait  voir  en  effet  que  la  condition  conimime  au  maximum  et  au  mini- 

mum est  satisfaite  ;  mais  il  ne  s'occupe  pas  de  savoir  lequel  du  maxi- 

mum ou  du  minimum  a  réellement  lieu ,  ou  bien  s'il  y  a  tantôt  maxi- 

mum, tantôt  minimum.  L'objet  de  cette  Note  est  de  faire  voir  qu'il  y  a 
toujours  maximum. 

Je  considère  d'abord  le  cas  d'un  corps  solide  ,  et  je  prends  pour  ori- 
gine un  point  quelconque  du  corps  et  pour  axes  coordonnés  les  axes 

principaux  qui  passent  par  ce  point  lorsque  le  corps  est  en  repos. 
Comme  Lagrange ,  je  ferai  abstraction  du  mouvement  du  point  qui  est 

à  l'origine,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  je  considérerai  ce  point  comme 

fixe  ;  dès  lors  le  corps  ne  pourra  plus  prendre  qu'un  mouvement  de 
rotation  autour  de  ce  point. 

Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  parallèles  aux  axes  de  l'une  des  forces 
instantanées  appliquée  au  point  dont  les  coordonnées  sont  x  ,j,  z  et  u, 

i>,  w,  les  composantes  aussi  parallèles  aux  axes  de  la  vitesse  de  ce  point 

résultant  de  l'action  des  forces  instantanées  sur  le  corps  ;  on  a ,  par  le 

principe  de  D'Alembert,  combiné  avec  le  principe  des  vitesses  vir- tuelles , 

2  iniué'x  ■+■  vSj  +  H'J  z)  =  2  TO  (Xj\r-i-YJ>-i-  Zj'z).        (i) 

Puisque  le  corps  ne  peut  que  tourner  autour  de  l'origine,  tous  les  dé- 
placements virtuels  Sx ,  S')',  Sz,  s'exprimeront  au  moyen  de  trois  rota- 

tions arbitraires  S-^ ,  Sco ,  J  <p  autour  des  axes  des  .r ,  des  j-  et  des  z,  et 
l'on  aura 

Sx  =  zSa  —  rS(p .     Sr  =  xSip  —  zS4y ,     J  z  =  jcT^  —  xSco. 

Substituant  dans  l'équation  (  i  )  et  égalant  séparément  à  zéro  les  coeffi- 
cients de  cf-J- .  J  û),  cTcp.  nous  aurons  les  trois  équations  suivantes  : 

V  m(MZ  —  u'x)=:  V  m{Xz  —  Zx), 

^ m({>x  —  u/)=  "^  m  (Ya:— X^;'); 
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mais  un  a 
dx  dr  dz 

rff  '  dt  ̂   dt' 

et  si  d-^,  dey,  d<p  représentent  les  angles  dont  le  corps  tourne  autour 
des  trois  axes  pendant  le  premier  instant  de  son  mouvement,  on  aura 

de 

U   ̂    z  — 

dt 

dm 

-  ̂ Tt^ 

dp 

V    =   x~ dt 

dl 

dl 
•^    dt 

dt, 

-  ""Tt 

Mettant  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes  et  remarquant  que 
l'on  a 

2  mxjr  =  o ,     2  mxz  =  o ,     ̂   mjrz  =  0, 

on  trouvera 

S2'"^^'  +  ̂')  =  21'"(2^-Y^)' 

oti  bien ,  posant 

^  =  '^m{j^  +  z'),         B  =  2'«(^"+z*),        G  =  2'"(^"-*-^')' 

V  =  ̂ m{Zj-Yz),        q  =  ̂ m{Xz-Zx\        K  =  J^m{Xx-Xy), 

on  aura  enfin 

dl  _V 
dti         Q dp  _R 

It    ̂   ~K
' 

^  ~  B' 

dt    ~  C* On  a  donc  ainsi  les  composantes  de  la  vitesse  de  rotation ,  et  on  en  dé- 
Tome  v. —  Juillet  1840-  ■^J 
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duit  facilement  que  les  équations  de  l'axe  spontané  de  rotation  sont 
du  dp 

ou  bien,  en  remplaçant  d'^,  da  etdip  par  leurs  valeurs, 

_  AQ  _  AR 

Supposons  maintenant  que  le  corps ,  au  lieu  de  pouvoir  tourner  libre- 

ment autour  de  l'origine,  soit  assujéti  à  tourner  autour  d'une  droite  re- 
présentée par  les  équations 

j-  =  ax ,  z  =  bx; 

dans  ce  cas  on  pourra  bien  toujours  exprimer  les  déplacements  virtuels 

J\r,  jy,  cTz,  au  moyen  des  rotations  J'-^,  S'co  ,  Sç  autour  des  trois 
axes;  mais  de  ces  trois  rotations,  une  seule  devra  être  considérée 

comme  arbitraire,  et  les  deux  autres  seront  déterminées  par  les  relations 

on  aura  donc 

J'x  =  {az  —  bj)  J  4»  J'j  =  {bx  —  :r)  cf  4  )  '^^-  —  [j  ~  ̂ ^)  ̂-\'  '■> 

et  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (  i) ,  elle  deviendra 

^  m{xvf  —  vz) -\- a^^m{uz  —  ivx)  -\-  b^^m{yx  —  w7')=P-+-rtQ-t-^R. 

D'ailleurs  rf^l-  étant  l'angle  décrit  par  le  corps  autour  de  l'axe  des  x  pen- 
dant le  premier  instant  de  son  mouvement ,  on  verra ,  comme  précé- 

demment ,  que  l'on  a 

M  =  (az-Aj)^,     v  =  {bx-z)'L^     w  =  {f-ax)'^; 

substituant  dans  l'équation  précédente,  il  viendra 

(A  +  a=B+  b'C)'^=  V-haQ-^  bR; 
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d'où  l'on  tire 

£i  _    P  +  aQ  +  éR 
dt   ~  AH-<7'B-t-6'C* 

Mais  ou  peut  aussi  remplacer  dans  l'équation  (i)  S'x  par  iiSt,  Sj  par 
i^j7,  Sz  T^Avwdt,  et  elle  deviendra 

-2'n(«'  +  "'  -(-  w*^  =  2)'«(Xm  -t-  Yf  +  Zw), 

ou  bien  en  remplaçant  dans  le  second  membre  «,  «',  w  par  leurs  valeurs 
données  précédemment, 

2)  miu"  -t-  t.2  +  tv^)  =  (P  H-  aQ  +  ̂ R)  ̂ . 

Donc  enfin  ,  représentant  par  K  la  somme  des  forces  vives  qui  forme  le 

premier  membre  de  cette  équation ,  et  mettant  pour  —  sa  valeur,  on 
aura 

La  valeur  de  R  étant  ainsi  exprimée  en  fonction  de  rt  et  de  h,  la  ques- 

tion est  ramenée  à  faire  voir  que  K  sera  un  maxinuim  lorsqu'on  donnera 

à  a  et  è  les  valeurs  qui  correspondent  à  l'axe  spontané  de  rotation,  c'est- 
à-dire  lorsque  l'on  supposera 

AQ  ,        AR 

pour  cela  il  suffira  d'appliquer  la  méthode  ordinaire  des  maxima  et ininima. 

On  trouvera  d'abord 

dY>.  _  2(P-t-aQ-h6R)(AQ  — ûBP-)-6'CQ— a*BR) 

da    ~~  ~  (A-l-a'B  +  6'C)"  ' 

dJL  _  ?.(P  +  aQ  +  éR)(AR  — ftCP-t-a'BE— g^CQ) 

db    ~  {A+a'B-4-è'C)' 

Ces  valeurs  sont  annulées  lorsqu'on  y  remplace  a  par  — ~ ,  et  h  par  —  ; 

33.. 



2P'/ 

A^ 

(BCP 

-+-ACQ'  +  ABR')'' 

A' 

(BCP 

-hACQ^+ABR')'' 
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c'est-à-dire  que  pour  ces  valeurs  de  a  etb,K  est  un  maximum  ou  un 

minimum.  C'est  ce  que  Lagrange  a  démontré  plus  simplement  que  je  ne 
viens  de  le  faire  ;  mais  les  calculs  précédents  étaient  nécessaires  pour 

aller  plus  loin  et  distinguer  si  K  est  maximum  ou  s'il  est  minimum. 

Si  l'on  calcule  ̂ ,  ̂ ^^^  ,   ■^,  et  qu  on  y  remplace  a  par  gp  ,  et  h 
AR 

par  — ,  on  trouvera 
rf=K  _ 

d'K    _ 

dadly  
~ 

d'K   

'db^  ~  ~  A^(BCP'  +  ACQ^+ABR')'' 

en  faisant ,  pour  abréger, 

B2(BC-P^  -+-BA^R^  + AC-P  =  Q=  +  CA=R=Q- +  aABCP^R^j  = /, 

ABCQR(BCP=  +  ACQ=  +  ABR^)  =  m, 

C*  (CB^P*  ■+-  GA^Q*  -+-  AB-P=R^  +  BA-Q^R=  -+■  aABCP-Q^)  =  n. 

La  valeur  de-^-^  étant  évidemment  négative,  ainsi  que  celle  de  — 7^  , 

il  ne  reste  plus,  pour  démontrer  que  R  est  toujours  un  maximinii,  qu'à 
faire  voir  que  l'équation  du  second  degré 

le-  —  ■2'nB  ■+-  n  =  o 

n'a  pas  de  racines  réelles;  en  effet,  les  valeurs  de  /,  m,  n  donnent 

m-  -  In  =  -  B-C-P^(BCP--i- ACQ--H  ABR=')% 

quantité  essentiellement  négative.  Donc,  dans  le  cas  d'un  corps  solide, 
l'axe  spontané  de  rotation  est  toujoiu's  tel ,  que  la  somme  des  forces 
vives  du  corps  est  un  maximum. 

Passons  maintenant  au  cas  d'un  système  quelconque  de  corps,  et 
prenons  toujours  pour  origine  un  des  points  du  système,  et  pour  axes 

coordonnés  les  axes  principaux  qui  se  croisent  en  ce  point  avant  que  le 
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mouvement  ait  lieu;  représentons  encore  par  X  ,  Y,  Z,  les  trois  compo- 

santes parallèles  aux  axes  de  l'une  des  forces  instantanées  appliquée  au 
point  m  dont  les  coordonnées  sont  x,j,  z,  et  par  u,  v,  w,  les  compo- 

santes de  la  vitesse  de  ce  point  due  à  l'action  des  forces  instantanées, 

abstraction  faite  du  mouvement  de  translation.  L'équation  (i)  sera  en- 

core l'équation  du  mouvement  que  nous  considérons. 
La  vitesse  du  point  m  étant  due  au  mouvement  de  rotation  des  axes 

principaux  du  système  autour  de  l'axe  spontané  de  rotation ,  et  au 
mouvement  de  ce  point  relativement  aux  axes  principaux  ,  nous  pou- 

vons poser 

u  =  u,-\-a,         f  =  w,  -(-j3,        w  =  w,-\-y, 

u, ,  i>, ,  w,  étant  les  parties  de  u,  v,  w  qui  résultent  du  mouvement  de, 

rotation  ,  et  a  ,  jS ,  ̂ ,  les  parties  qui  résultent  du  mouvement  de  m  rela- 

tivement aux  axes  principaux  ;  m,  ,  p,  et  tv,  seront  donnés  par  les  re- 
lations 

(itif  d(D  d(f>  cil  .   d-d/  du 

'  dt        -^  dt  ̂   '  dt  dt  ̂   *         J    dt  dt 

Cela  posé,  si  nous  remplaçons  dans  l'équation  (i),  ̂ x^  S'y  et  iz^ 
successivement  par  udt,  vdt ,  wdt  et  par  u^dt,  v,dt,  w,dt ,  ce  qui  est 

toujours  permis,  il  viendra 

^/w[(a,-f-«)'-h(i', -H/3)'+(«',-|-y)']  =  2/n[X(w, +«)-»-Y(i',-<-/S)-f-Z(«',-)-y)], 

et 

V  m[{u,-h»)u,-h{i>,-\-^)i',-h(a;-\-v)it>i=  V  m(Xtt,+Yi',-f-Z«',); 

retranchant  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre,  on  trouvera 

2m(w,a-ha=-h(',/3-»-|S='+u',j.-^;^)  =  '^m{\'^^  Y^-\-  Zy), 

^m{u,a.+v,l3-^w,y)  ̂ ^m[Xa-^\ l3-hZy)-'^m[a-  +  ̂'-i-  y'). 
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Appelant  encore  K  la  somme  des  forces  vives  du  système ,  on  aura 

cette  valeur,  en  vertu  de  l'équation  qu'on  vient  de  trouver,  se  changera 
en  la  suivante  : 

Le  premier  terme  de  cette  expression  représente  la  somme  des  forces 

vives  du  système  correspondant  au  seid  mouvement  de  rotation ,  et  les 

autres  termes  ne  dépendent  que  des  mouvements  relatifs  des  diverses 

parties  du  système;  of  nous  verrions  exactement,  comme  dans  le  cas 

d'im  corps  solide ,  que  ̂   m  (><;  +  t'J  +  îv^  )  est  un   maximum  :   donc 

nous  pouvons  encore  dire  que  l'axe  spontané  de  rotation  est  toujours  tel 
que  la  somme  des  forces  vives  K  du  système  soit  un  maximtmi. 

Si  l'on  ne  fait  pas  abstraction  du  mouvement  de  translation,  on 
trouvera  encore  que  la  somme  des  forces  vives  est  un  maximum  ;  en  ef- 

fet, puisqu'on  ne  néglige  plus  aucune  partie  du  mouvement,  cette 

somme  des  forces  vives  sera  la  même,  quel  que  soit  l'axe  spontané  qu'on 
considère;  on  peut  donc  regarder  le  mouvement  de  translation  comme 

étant  celui  du  centre  de  gravité ,  et  la  rotation  comme  s'effectuant  au- 

tour de  l'axe  spontané  correspondant  à  ce  point.  Si  Ion  conserve  les 
mêmes  notations  que  précédemment,  qu'on  représente  de  plus  par  a, 
^  ,  c ,  les  trois  composantes  de  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  et  par  U, 

V,  W,  les  composantes  de  la  vitesse  totale  du  point  m,  on  aura 

U  =  fl  +  ?/,  -H  a .      V  =  /;  -H  <',  +  |S .      ̂ V  =  c  -\-  iv ,  -\-  y, 

la  somme  des  forces  \-ives  R  du  système  sera  donc 

Mais  d'après  les  valeurs  de  z/, ,  v, ,  w,  données  précédemment ,  et  parce 
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que,  avant  le  mouvement,  le  centre  de  gravité  est  à  Torigine,  on  a  les 
relations  suivantes  : 

2^  inau,  =  o,        ̂   inbi>,  =  o,        V/nciv,  =  o; 

de  plus,  si  x',  j',  z'  sont  les  coordonnées  du  point  m  rapportées  aux 
axes  principaux  mobiles  qui  passent  par  le  centre  de  gravité ,  on  aura 
au  commencement  du  mouvement, 

*=rfr'     ̂ =rfr'     >=rfr' 

d'où  l'on  conclut 

y'»i«a  =  o,        V/«èj8=:o,        ̂ //itj'  =  o; 

la  valeur  de  K.  se  réduit  donc  à 

mais  le  second  terme  est  la  somme  des  forces  vives  du  système ,  abstrac- 
tion faite  du  mouvement  de  translation ,  et  nous  avons  vu  que  cette 

somme  est  un  maximum;  donc  R  est  aussi  un  maximum. 
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PROBLÈME  DE  C03IBINAIS0NS; 

Par  E.  catalan 

Ayant  pris  au  hasard,  dans  l'espace,  n  points  a,  h,  c ,.  .  .  ;  on  de- 
mande quel  sera  le  nombre  N  des  points  nouveaux  A ,  B ,  C , .  .  .  qui  ré- 
sultent des  intersections  trois  à  trois  des  plans  passant  chacun  par  trois 

des  points  a,  b,  c, .  .  .? 

Désignons  généralement  par  C,„,„  le  nombre  des  combinaisons  n  à 
«  de  m  lettres. 

I.e  nombre p  des  plans  seraC„,3. 

Si  ces  plans  étaient  pris  arbitrairement,  ils  se  couperaient  trois  à  trois, 

en  un  nombre  de  points  égal  à  C^^ . 

Mais  par  chacun  des  n  points  donnés  a,  b,  c, .  .  .  il  passe  évidemment 

C„_,^j  plans;  désignons  ce  nombre  par  j. 

Ces  plans  donneraient  lieu ,  s'ils  étaient  quelconques,  à  C^j  points 
de  rencontre,  lesquels  se  réduisent  ici,  à  un  seul  point. 

Donc,  le  nombre  N  sera  donné  par  la  formule 

En  effectuant  les  calcids,  on  trouve 

N  =  f(«'  —  ign  +  6)C„^.,,6, ou 

N  =  2o[l4C„^3.o  +  C„^,,e]. 

Si  l'on  considérait  n  points  a,  b,  c,.  .  .  tous  situés  dans  un  plan 
donné,  on  pourrait  demander  de  même  quel  est  le  nombre  N  des  points 
nouveaux  A,  B,  C, .  .  .  qui  résultent  des  intersections  deux  à  deux  des 

droites  passant  chacune  par  deux  des  points  a,  b  .c.  .  .;  et  l'on  trou- 
verait, sans  difficulté.  N  =  3C„,4. 
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NOTE 

SUR  UNE  CERTAINE  SUTTE  DE  FRACTIONS  ORDINAIRES; 

P.*B  M.  V.  STOUVENEL. 

Le  Bulletin  de  la  Société  philomatique  de  Paris  (  aunée  1816  j  con- 
tient l'observation  suivante  de  M.  Farey  : 

«  Si  l'on  range  par  ordre  de  grandeur  les  fractions  dont  le  dénomi- 
»  nateur  n'excède  pas  un  nombre  donm-,  et  qu'ensuite  on  ajoute  le  nu- 
»  mérateur  et  le  dénominateiu-  d'une  de  ces  fractions,  respectivement 
»  au  numérateur  et  au  dénominateur  de  la  fraction  qui  la  précède  ou 
»  qui  la  suit  de  deux  places ,  on  aura  la  fraction  intermédiaire ,  quoique 
»  non  réduite  peut-être  à  sa  plus  simple  expression.  » 

Soit  7  le  plus  grand  dénominateur  donné;  voici  toutes  les  fractions 
possibles  par  ordre  de  grandeur  : 

illi2^23i43253456 

7'   6'    5'    4'    7'   3'    5'    ,'   ,'    ,'   5'   3'    7'    4'   5'   6'   ̂ • 

Prenons,  dans  cette  suite,  les  deux  fractions  ̂ et^;  on  trouve 

7  _f_5  ~  7^  =  7'  traction  mtermédiaire. 

M.  Cauchy  ne  tarda  pas  à  [jrouvcr  [Bulletin  philomatiiiue,  181G;  qut- 
cette  propriété  n'est  qu'un  simple  corollaire  de  ce  théorème  : 

«  Si  dans  la  suite  de  fractions  qui  précède,  on  prend  deux  fractions 
»  consécutives ,  leurs  dénominateurs  seront  premiers  entre  eux  ,  et  elles 
»  auront  pour  différence  une  nouvelle  fraction  dont  le  dénominateur 
»  sera  l'imité.  » 

Ainsi,  dans  les  trois  fractions  consécutives 

Tome  \  .  _  AoiT  1840.  34 
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b'  est  premier  avec  b  et  b"  ;  et  l'on  a 

a'         a  I  a"         a'  i 

J' ~~  h~  w  '  V'  ~  V  ~  W'' 
d'où 

a!b  —  nb'  =  i ,  d'b'  —  a!h"  =  i 

et  partant 

//' 

expression  analytique  de  la  remarque  de  M.  Farey. 
Cette  Note  a  pour  objet  de  démontrer  quelques  autres  propriétés  qui 

appartiennent  aux  fractions  dont  il  s'agit,  et  d'indiquer  un  moyen  sim- 
ple de  les  calculer  par  ordre  de  grandeiu-. 

J'appelle  complémentaires,  deux  tractions  iri-éductibles  dont  la 

somme  est  égale  à  l'unité. 
De  là  suit  que  deux  fractions  complémentaires  ont  le  même  dénomi- 

nateur, et  que  la  somme  de  leurs  numérateurs  est  égale  à  ce  dénomina- 

teur commun.  On  peut  donc,  en  faisant  b  —  a  :=  c,  les  écrire  sous  la 
forme 

Lemme.  «  Si  l'on  développe  deux  fractions  complémentaires  enjrac- 
»  tiojis  continues ,  les  réduites  de  même  rang  par  rapport  aux  extrêmes 

»  seront  complémentaires  deux  à  deux.  » 

Soient  t  et  t>  la  première  <  -,  la  seconde  >  -;  on  a  généralement 

r    \  ni 

p  -\-  etc. 

Dans  ce  développement ,  p  est  toujours  >  i ,  puisque  -j  est  <  -. 
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Pour  T,  on  a  d'abord 

c         b  —  a  a     I 

d'ailleurs,  si  ̂  =  — ^,  il  est  clair  que  ̂   _     =   g-,  R  étant 

le  même  reste  de  part  et  d'autre  ;  donc 

(     \  Cl 
(2^  I  =  — r 

{p-^)  +   ^ 

p'-\   

Cette  fraction  continue  donne  une  réduite  de  plus  que  la  fraction  (i). 
Voici  les  deux  séries  de  ces  réduites  : 

(3) 
p 

14) l'                  V 

pp 

pp  +  l  —  p 

pp'  -h  J 

A' 

Négligeant  la  première  réduite  -  du  développement  de  -^,  on  voit 

que  les  deux  suivantes  sont  complémentaires  deux  à  deux,  et  de  plus 

éga'lement  éloignées  des  extrêmes  ̂   et  j.  Or  cette  loi  s'appliquera  à 

toutes  les  autres,  si  l'on  prouve  qu'étant  vraie  poui-  deux  réduites 
consécutives,  elle  est  aussi  vraie  pour  la  troisième. 

III    .  '"' 

Prenons  dans  la  série  (  3  )  deux,  réduites  quelconques  -  et  -^ ,  et  sup- 

posons que  les  réduites  correspondantes  dans  la  série  (4)  soient 

34. 
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1        .  I    •  .m' la  réduite  qui  suit  -7  est 
m'q  +  m 

celle  qui  vient  après 

("'  — 
le  quotient  (jT  a  été  pris  le  même  de  part  et  d'autre,  supposition  admis- 

sible, à  partir  du  quotient  p' . 
Mais  les  deux  réduites  qui  précèdent  sont  complémentaires;  donc 

le  lemme  est  démontré. 

a       T        ̂   -,  m  a        -,  n  —  m  ^     h  —  a  >:  ,    . 
Scolie.  Quand  y  est  <  j,  alors   est  >  — -. —  =  ̂ ,  et  récipro- 

quement. Donc  les  réduites  complémentaires,  en  y  comprenant  t  etri 

sont,  en  allant  de  gauche  à  droite,  l'une  de  rang  pair,  l'autre  de  rang 

impair;  ce  qui  du  reste  est  évident  si  l'on  fait  commencer  par  -  les  deux 
séries  de  convergentes  (3)  et  (4). 

II. 

Considérons  maintenant  la  suite  montante  des  fractions  ordinaires  (A); 

K  étant  le  plus  grand  dénominateur  donné ,  elle  peut  s'écrire  en  général 

K'     K— I  '     K—  2'        K    ■ 

I  B)  Théorème.  «  Si,  dans  cette  suite,  deux  fractions  y  et  7-  sont  com- b        h 

»  plémentaires,  il  en  sera  de  même  pour  les  deux  fractions  dont  l'une 

»  -  précède  immédiatement  j ,  et  dont  l'autre  —  suit  immédiatement  ^.  » 

En  vertu  du  théorème  de  M.  Cauchy,  les  valeurs  de  -  et  —  sont  don- 

nées  par  les  équations 

(  5  )  aj  —  bx  =^  -\-  i, 

(6)  hx' ~  cj' ■= -^  i . 
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Appliquons  la  méthode  des  fractions  continues  à  la  résolution  de  ces 
deux  indéterminées. 

D'après  le  Icmme  qui  vient  d'être  démontré ,  les  deux  réduites  qui  pré- 

cèdent immédiatement T  et  j  sont  complémentaires,  et  peuvent  s'écrire 

-  ,      —,       faisant  n  —  l  =^  m; n  n 

on  en  déduit 

(  7  )  an  —  hl  =  ±  i  .       en  —  bm=  ̂ 1  \  : 

les  seconds  membres  sont  de  signes  contraires,  parce  que,  d'après  le 

scolie  précédent,  7  et  y  sont  de  rangs  contraires. 

Supposons  T  de  rang  pair,  il  faut  prendre 

an  —  /j/  :=  4-  I . 

Comparant  avec  l'équation  (5),  on  voit  que  celle-ci  est  satisfaite  au 
moyen  des  valeurs 

x  =  /,  j  ■=:  n. 

On  obtient  ainsi  cette  expression  générale,  qui  comprend  la  valeur  par- 

ticulière de  -, y 

'-  étant  <  J ,  quand  z  nombre  entier  augmente  positivement,  -  s'appro- 

che de  J  par  une  série  de  valeurs  croissantes.  Au  contraire,  lorsque  r 

croît  négativement,  ̂   reçoit  des  valeurs  décroissantes,  toutes  plus 

grandes  que  j.  Donc  on  obtiendra  -immédiatement  <  t-  en  prenant 

parmi  les  z  positifs  celui  qui  donne  pour  n  +  hz  le  plus  grand  îionihre 
entier  contenu  dans  K. 
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Puisqu'on  a  supposé  y  de  rang  pair,  ̂   est  de  rang  impair,  et  par  con- 
séquent, 

en  —  hm  =  —  I , ou 

hin  —  en  ̂   -\-  \ . 

Comparant  avec  l'équation  (6  i,  on  voit  que  cette  dernière  est  vérifiée 
par  les  valeurs 

x'  =  m,         j'  =  n; 

,,     ,  .  ,      ,      ,  .r' 
d  ou  cette  expression  générale  comprenant  —  : 

X'  ni  -+-  cz 

'.9,'  r=rrb-z- 

—  étani  >  y,  lorsque  z  augmente  positivement ,  '—,  s'approche  dey  par 
une  série  de  valeurs  décroissantes,  tandis  que  z  croissant  négativement, 

fournit  des  fractions  croissantes  toutes  plus  petites  que  y.  Donc ,  on  ob- 

tiendra ~  qui  est  immédiatement  >%■,  en  prenant  parmi  les  z  positifs 

celui  qui  donne  pour  n-\-bz  le  plus  grand  nombre  entier  contenu 
dans  K . 

De  la  suit  que  les  dénominateurs  de  -  et  —  sont  égaux ,  et  déterminés 

par  la  même  valeur  de  z.  Des  lors  la  somme  3C -\-  x'  des  numérateurs 

est  égale  à  ce  dénominateur  commun ,  et  partant  -  et  —  sont  des  frac- 

tions complémentaires.  Un  raisonnement  semblable  prouverait  que  la 

même  chose  a  lieu,  si  l'on  supposait  7  de  rang  impair. 

Donc  le  théorème  (B  Vst  démontré. 

La  fraction  ~   lait   partie  de  la  .suite  montaiitf     A   ;   cln-rchons  les 

?.  ■ 
deux  fractions  adjacentes  a  -. 

(C)   Théorème.  «  Ces  deux  fractions  sont  complémentaires,  et  leur 
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»  dénominateur  commun  est  le  plus  grand  nombre  impair  contenu 
»  dans  K.  » 

En  effet,  la  plus  petite  -  de  ces  deux  fractions  est  donnée  par  l'équa- 
tion 

y  —  -xx  —  I , 

à  laquelle  on  satisfait  en  faisant 

X  :=  o ,  ^  =  I  ; 

d'où  l'on  tire  cette  expression  générale  qui  comprend  -  : 

Quand  z  croissant  est  positif,  le  dénominateur  i  -4-  az  est  impair,  et  la 

fraction  s'approche  de  -  par  une  suite  de  valeurs  croissantes.  Donc  - 

immédiatement  <  -  a  pour  dénominateur  le  plus  grand  nombre  im- 

pair contenu  dans  R,  et  déterminé  par  z  positif. 
x'  .  I 

l>a  fraction  —  immédiatement  >  -  est  donnée  par  l'équation 

ix'  —  y'  =  I , 

à  laquelle  on  satisfait  en  faisant 

jr'  =  o ,  j-  '  =  —  1  ; 

d'où  l'on  tire  l'expression  générale 

Quand  :;  positif  est  croissant,  le  dénominateur  -iz  —  i  est  unpair,  et  la 
1  x' 

fraction  s'approcbe  de     par  uiu  suite  de  valeurs  décroissantes.  Donc  -> 
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immédiatement  >  -  a  pour  dénominateur  le  plus  grand  nombre  impair 

contenu  dans  K,  et  déterminé  par  z  positif. 

Ainsi,  les  deux  fractions  adjacentes  à  -  ont  chacune  pour  dénomina- 

teur le  plus  grand  nombre  impair  contenu  dans  K.  On  en  conclut  les 
égalités  suivantes  : 

J  =  j'i  j  —  ÏX  —  -i.oc'  —  j, . 

JL  ■  I"  tX    —   y  j  oc  —  oc  —  I  a 

ce  qui  fait  voir  que  -  et  —   sont  complémentaires,  et,  de  plus,  que  la 

différence  de  leurs  numérateurs  est  l'unité. 

Corollaire  i.  Dans  la  suite  montante  (A),  les  fractions  de  même 

rang  à  gauche  et  à  droite  de  -  sont   complémentaires;   car  celles  du 

premier  rang  le  sont,  d'après  le  théorème  (Ci.  Donc,  en  vertu  du  théo- 
rème (B),  toutes  les  autres  de  même  rang  le  sont  aussi,  en  v  compre- 

nant les  extrêmes  —  et  — - — . K.  K- 

2^.  Ua  fraction  -  est  le  terme  du  milieu  de  la  suite  (A). 

3^.  Si  l'on  prend  deux  fractions  à  égale  distance  de  -,  et  qu'on  ajoute 

respectivement  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  de  ces  deux  frac- 

tions ,  la  fraction  résidtante  sera  -. 

4^.  Il  n'est  pas  besoin  de  calculer  directement  toutes  les  fiactions(A). 

Il  suffit  de  calculer  depuis  —  jusqu'à  -  ou  depuis  jusqu'à  — i^ — .  le 

reste  se  trouve  par  de  simples  soustractions. 

m. 

Il  s'agit  maintenant  d'avoir  un  moyen  facile  de  calculer  les  fractions 
i  A)  par  ordre  de  grandeur  ;  car  il  serait  pénible,  pour  obtenir  chacune 

d'elles,  de  résoudre  une  équation  indéterminée. 
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Prenons  les  trois  fractions  consécutives  et  croissantes 

La  renaarqiie  de  M.  Farey  donne 

a-\-jc=a'z,  b-ir  j  =  h'z, 

z  est  un  facteur  entier  qu'il  faut  déterminer.  On  tire  de  là 

(lo)  f  =  "''■-'' 

y         b'z  —  b' 

Plus  z  est  grand,  plus  la  fraction  (lo)  s'approche  de  ~  par  une  suite  de 

valeurs  décroissantes.  Or,  la  valeur  particulière  de  -  que  nous  cher- 
chons est  assujétie  à  cette  double  condition  :  i"  d'être  immédiatement 

>  ̂;  2»  d'avoir  pour  dénominateur  un  nombre  <  ou  =  K.  Donc  on 
obtiendra  cette  valeur,  en  prenant  z  tel  que  le  dénominateur  b'z-b  soit 
le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  K. 

Posons  donc 
b'z-h  =  K-, 

d  où 

Le  facteur  z  qui  est  nécessairement  entier,  se  trouve  ainsi  déterminé  par la  partie  entière  du  quotient 

(il)  îidli. 

Appliquons  ce  qui  précède  à  la  suite  ',5,5,7,      oùK=7;et 
cherchons  la  fraction  qui  doit  suivre  |  et  |.  On  détermine  d'abord  z 
par  la  formule  (11),  qui  donne 

Tome  \  —  AocT  iSiJo.  35 
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Ensuite  on  calcule  la  fraction  cherchée  au  moyen  de  la  formule  (  lo)  qui 
donne 

2.4—3  _  5 

3.4-5-,' Scolie.  On  peut  abréger  au  moyen  de  l'observation  suivante. 
Supposons  H  impair  ;  les  premiers  termes  de  la  série  en  question 

sont  de  la  forme 

K'   K— I  '   K  — 2'   K— 3' 

,  1        .    . 

jusqu  au  terme  —  qui  vient  rompre  ce  système. 

Cherchons  la  place  de  --.  Pour  cela  considérons  les  fractions 

4-(K  +  i)'         |(K— iV 

K  4-  I  et  K—  I  sont  des  nombres  pairs,  et  les  dénominateurs  ^(R+i), 

^(R  —  i),  ne  diffèrent  que  d'une  unité. 

Les  deux  fractions  qui  précèdent  peuvent  s'écrire 

K-4-  I  '  K—  I 

La  fraction  —  est  comprise  entre  ces  dernières ,  elle  vient  donc  après 

K-^  I         l(K-f-i)" 

Ainsi ,  pour  former  la  suite  montante  de  M.  Farey,  écrivez  d'abord 

K'       K  — i'       K  — 2'       K— 3'   

jusqu'à  ce  que  vous  arriviez  au  dénominateur 

La  fraction  suivante  est  —  ;  puis  servez-vous  des  formules  ̂ lo)  et  (i  i). 
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Si  R  était  pair,  il  faudrait  s'arrêter  à  7— .  La  fraction  suivante  est  ̂   ~    . 7IV  K  —  I 

Exemple.  Soit  R  ̂   17?  la  suite  se  développe  ainsi 

17'    16'    i5'    i4'    i3'    12'    II'    10'    9'    !■;    ••••» 

^vientapres^,  oÙ9=  ̂ (17-1-1). 
Soit  encore  R  =  i4,  on  obtient 

I        I        I        I        I       I      I      I      2 

r4'    i3'    12'    II'    lo'    9'    8'    7'    i3'     '    ' 

2        »     .    ̂      1.           2  .  ,     I        ,  I       , 

-5,  c  est-a-clire   ,  vient  après  -,  ou  7  =  -.  i4- 

IV. 

Les  fractions  (A")  ont  plusieurs  analogies  avec  les  réduites,  et  les  con- 
vergentes intermédiaires  qu'on  peut  insérer  entre  les  réduites.  Voici 

deux  analogies  fort  simples. 
Prenons  trois  réduites  consécutives 

a  c  h 

V         5'         i' 

on  sait  que     ad  —  bc  ̂   ±  i   ̂ X  cg  —  dh  =  zf:  \  ; 

d'où  ad  —  bc  =  dh  —  cg , 

c         II  —  « et 

d      g-b- Ainsi,  la  différence  des  numérateurs  des  réduites  extrêmes  divisée  par 
celle  de  leurs  dénominateurs  donne  la  réduite  intermédiaire. 

En  second  lieu ,  les  convergentes  intermédiaires  entre  t  et  -  sont 

b      g 

a  a  -\-  c  a  -\-  7.C  a  -+-  3c 

A'  b-^-d'  b-hid'  *-f-3r/'   

et  l'on  retrouve  ici  la  propriété  observée  par  M.  Farey. 

35. 
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DÉMONSTRATION 
DE 

L'IMPOSSIBILITÉ  DE  RÉSOUDRE  L'ÉQUATION  x'-t-  j'  +  z'  =  o 

EN    NOMBRES    ENTIERS  ; 

ParM.  LEBESGUEn, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux. 

La  démonstration  suivante  revient  au  fond  à  celle  de  M.  Lamé,  dont 

elle  n'est  qu'une  simplification. 

Théorème  I.   «  L'équation 

p^  =  ̂ *  —  2^" .  3 .  7^  ̂-  /-^  +  2*"  "^^ .  7'  r% 

»  où  les  nombres  jî,  q,  r  sont  impairs  et  premiers  entre  eux ,  n'est  pos- 
«  sible  que  pour  /■  ̂   o  ;  a  est  un  nombre  entier  positif.  » 

Démonstration.  La  différence  de  deux  carrés  impairs  étant  divisi- 

ble par  8  ,  il  est  nécessaire  que  a  soit  plus  grand  que  l'unité. 
L'équation  donnée  peut  se  mettre  sous  la  forme 

[/,-h(î=-2— <.3.7^/'^)][/>-(9^-2— '.3.7*r-)]  =  2— .7V- 

les  deux  facteurs  du  premier  membre  ne  sauraient  avoir  pour  diviseur 

premier  commun  ni  7,  ni  un  diviseur  de  /■,  car  alors  p  et  q-  auraient  un 

[*]  Il  ne  sera  pas  inutile  de  transcrire  ici  un  passage  de  la  lettre  que  M.  LehesL'iie  ra'a 
adressée  en  m'envoyant  cet  article. 

>  Le  rapport  de  M.  Cauchy  sur  le  Mémoire  de  M.  Lamé,  ce  Mémoire  lui-même  et  les 

«  recherchesque  j'avais  faites  sur  le  théorème  de  Fermât,  m'ont  conduit ,  pourH=7,  à 

»  une  solution  qui  ne  diffère  pas  essentiellement  de  celle  de  M.  Lamé.  .Te  vous  l'envoie 
u  de  suite,  car  je  désirerais  qu'elle  pîit  paraître  prochainement,  si  vous  n'y  voyez  pas 
»  d'inconvénient.  .  .  La  solution  de  JL  Stern  (Voir  le  Cahier  de  juin),  très  bonne  en 

«  théorie ,  ne  me  semble  pas  praticable  pour  de  grands  nombres.  Je  compte  vous  en  en- 
»   voTer  une  autre  ,  etc.,  etc.  J.  L.  ) 
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même  diviseur  ;  de  plus,  des  deux  facteurs  du  premier  membre  l'un  est 

divisible  seulement  par  2,  et  l'autre  par  2*"-%  car  leur  somme  ip  est 

double  d'un  impair;  il  faudra  donc  poser  r  =  ts ,  t  premier  à  ̂ ,  et  faire 

1 

Les  trois  derniers  systèmes  donnent  9^  — 2*"-'  .3.7*<V  de  forme  4A-(-3, 

ce  qui  est  absurde;  on  ne  peut  donc  admettre  que  le  premier,  d'où 
résulte  l'équation 

ç^  =  i^  +  2^«-'.3.7*i='^^  -  2*«-*.7'^*, 

."i.ff  ̂ q)  =  ̂ *''-*-\ft'. 

qui  revient  à 

(.y'^+a^"-'. 3.7^^2  ±q){s-  -^-'. 

On  démontrera  comme  plus  haut  que  les  deux  facteurs  du  premier 
membre  où  les  signes  supérieurs  doivent  être  pris  ensemble,  aussi  bien 

que  les  inférieurs,  n'ont  que  2  pour  plus  grand  commun  diviseur.  D'ail- 
leurs le  signe  de  q  peut  être  choisi  de  sorte  que  le  premier  facteur  soit 

divisible  par  2  seulement,  et  l'autre  par  u  *""*"',  d'où,  en  supposant  ̂ =«1», 
u  et  i>  premiers  entre  eux ,  les  deux  décompositions 

-r-u^ 

—    „*a  •+■! 

j2  _<_  2^"  -  -  .  3.  7*  M-  t^^   Zt  ̂     =  1U* 

X-  -t-  2-''-\3.7*a^t'-  qi  9  =  2*"-^'. 7V* 

dont  la  deuxième  doit  être  rejetée ,  parce  qu'elle  donne  à 

la  forme  l\k-i-  3.  On  admettra  donc  la  première,  d'où  résulte 

Or  cette  équation  ne  diftëre  de  la  première  qu'en  ce  que  a  y  est  remplacé 
par  a  —  i  ctp,  q,  r,  pars,  u,  v.  Continuant  ainsi,  en  remplaçant  suc- 

cessivement a  par  a  —  i ,  a  —  2  , ...  3,  2  ,  ou  tombera  sur  l'équation 

j'  —  i-:s.f  .fz^  — 

.fz' 
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où  X  ,  j,  z  sont  impairs ,  et  qui  est  impossible  comme  on  l'a  déjà  dit.  On 

est  donc  obligé  de  supposer  r  =  o  dans  l'équation  de  l'énoncé. 

Théorème  II.  «  L'équation  jt'  +  j'  H-  z'  =^  o,  où  l'on  suppose  jc, 

M  j-,  z,  entiers  et  premiers  entre  eux ,  n'est  possible  qu'en  supposant 
»  nulle  l'une  des  inconnues ,  les  deux  autres  étant  ±  i  et  r;:  i .  » 

Démonstration.  De  l'équation  donnée  on  tire 

qui  devient  identique  quand  on  ajoute  j:'  -h  7'  +  z'  au  deuxième  mem- 
bre. Posons ,  pour  abréger, 

v-^  y+z^s,   j;'-|-)-'-)-3'-(-j:j>--f-.i;z-|-_V3:=a,   (j-+j)(j:-(-z)(_>--|-z)  =  i' ,  1^=  u'-i-xjrzs, 

il  en  résultera  s''  =  ']vt;  de  là  les  conséquences  suivantes  : 
x".  Le  nombre  t  est  impair,  de  forme  l\h  -\-  i,  car  des  trois  nombres 

3c ,  jr,  Z,  l'un  est  pair  et  les  deux  autres  impairs.  Tous  les  diviseurs  pre- 
miers de  t  le  sont  de  s,  et  par  conséquent  de  ii. 

1°.  Le  nombre  t  est  premier  à  3C,j,  z,  car  autrement  J?,j',  z  ne  se- 
raient pas  premiers  entre  eux  ; 

3°.   Le  nombre  t  est  premier  à  v ,  car  on  a 

V  ̂ s [xj  -\-  xz -\-yz j  —  xj-z , 

et  si  /  n'était  pas  premier  à  f,  il  ne  le  serait  pas  à  xj-z; 
4".  Le  nombre  t  est  une  quatorzième  puissance  non  divisible  par  7. 

En  effet ,  l'équation  s''  =  ']{>îu--'rxj-zs)  montre  que  si  9  est  un  divi- 
seur premier  de  ̂   =  ir  -+-  xjzs,  ce  diviseur  aura  nécessairement  le 

même  exposant  pair  dans  u^  et  dans  s.  Si  donc  u  est  divisible  par  Ô",  s  le 

sera  par  6""  et  i  par  9""^;  à  moins  cependant  qu'on  ait  9=  7  :  alors  jt 
serait  divisible  par  7'*".  Il  résulte  de  là  que  f  ou  7/  est  nécessairement 

une  quatorzième  puissance;  or  jt  qui  est  de  forme  4^  +  3,  n'est  pas 
même  un  carré:  il  faut  donc  poser  t:=cj'^  et  u^fji;  puisqu'un  diviseur 

9"  dans  u  répond  à  9""'  dans  t.  Les  nombres  (7  et  /■  sont  impairs  ainsi 

que  u;  d'ailleurs  ils  sont  premiers  entre  eux. 
5".  Comme  ']v  est  premier  à  t,  ̂jv  sera  une  septième  puissance,  et 

l'on  aura  c  =  "j^  ■p' ■  Le  nombre  p  est  nécessairement  pair. 
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6".   Nous  pouvons  donc  poser  les  équations 

(a)  {x  +  j){x+  z)  [y  ̂ z)  =  f.p\ 

{b)       (x-  +  j'^-i- z^ -\- jcj-h xz-\- jzy -\-  xjz{x-\-j-\-Z)  =  (j'"- 

(c)  {a:-\-j-}rz)  =  jpq-, 

(d)  X-  -^  j'^  -\-  z-  -+■  xy  -\-  xz-\-  yz  =  qr. 

Les  équations  (c)  et  {d)  donnent 

xy  -\-  xz-\-  yz  =  T  p^q*  —  7'» 

d'où,  en  multipliant  par  l'équation  (c),  et  tenant  compte  ensuite  de 
l'équation  (a) , 

xyz  =  ipq'ifp'q^-qr)  -  fp'; 

alors  l'équation  (Z»)  devient 

q*^  =  r'  -{-  7^./)'<7'(7^./>'^9'  —  /■)  —  vV"' 

ou  bien  (/•  —  ̂ -7^ P^^^Y  ̂   l'^  ~  ̂ ^ÏT P' 9^  -^  +  TV*  ' 

qui,  en  posant       '— i-7^p'î' =/'i  '     9'=yt'     />^  =  2'"*"V, , 

devient  p\^=  q\  —  2^'".  3.7*7  J/',  +  a*'"*"*.  7'  rj, 

dans  laquelle  ̂ ,,  (jr,  et  /■,  sont  premiers  entre  eux.  Cette  équation  ne 
peut  être  satisfaite  que  par  r,  =  o  ;  ainsi  p  =  o.  On  a  donc  à  la  lois 

x-\-y-irZ^=o  et  {x+y){x-'r^{y-\-z)^o,  ou  encore  ar/z=o,  puisque 

{x  -\-  y){x+z){y  -\-  z)  =  {x-\-y-irz)(xy-irXZ-ir  yz)  —  xyz. 

L'une  des  inconnues  x,  y,  zest  donc  nulle. 

Corollaire.  L'équation  x''  +  y''  =  z'  est  impossible  en  nombres  en- 
tiers positifs,  sans  être  nuls,  car  autrement  on  pourrait  supposer  x,y,  z 

premiers  entre  eux,  et  l'équation  x''  +  j'  +  (—  z)'  =  o  serait  satisfaite 
sans  qu'une  des  inconnues  fût  nulle. 
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Sur  la  limite  de[  \-\   j  ,m  étant  un  entier  positif quicroit  indéfiniment  ; 

Par    J      LIOUVILLE. 

La  démonstration  dont  on  fait  ordinairement  usage  pour  prouver 

que  cette  limite  a  pour  valeur  le  nombre  e=  i  H   1   h... n'est  pas 

suffisamment  rigoureuse  ;  elle  suppose  en  effet  que  pour  m  =:  oc,  le  pro- 

duit iï   j(i   j...(i   j  se  réduit  à  l'unité ,  ce  qui  est  vrai 
quand  n  est  un  nombre  déterminé  indépendant  de  m,  mais  ne  Test  plus 

quand  on  a  par  exemple  n  =  m  ou  n=^m  —  i ,  etc.  On  corrigera  ce 

défaut  à  l'aide  des  considérations  suivantes  qui  peuvent  être  souvent 
utiles,  et  que  M.  Lejeune-Dirichlet  a  heureusement  employées  dans  un 
de  ses  Mémoires.  En  représentant  par  n  un  nombre  entier  aussi  grand 

qu'on  voudra ,  mais  indépendant  de  m ,  et  par  ô,  >)  des  nombres  positifs 
<  i,  on  a 

11                       1       /        e 
e—  \  -\   1   h--. H   I  -+-  - 

/  1  \" l'  +  ̂J 

De  cette  dernière  formule  on  conclut  que 

i-h-)    =!-!--■+■. ..H   ..H__^f,  +  i)  +  ,, 
I  .  2  .  .     «  V  "  J 

l  étant,  comme  m,  compris  entre  o  et  i,  tandis  que  s  désigne  un  nom- 

bre qui ,  pour  toute  valeur  déterminée  de  n ,  converge  vers  o  quand  m 

augmente  indéfiniment.  La  différence  entre  e  et  (  i  -h  —  1    est  donc  ex- 

V  ">J \         fj    i 

pnmee  par    .   ? ,  et  l'on  voit  qu'elle  peut  être  rendue 

plus  petite  que  tout  nombre  donné  en  prenant  d'abord  n  très  grand, 
puis  faisant  croître  m  au-delà  de  toute  limite.  Donc,  etc.  Il  est  aisé  de 

prouver  que  le  même  théorème  a  lieu  quand  m  est  négatif,  fractionnaire 

ou  irrationnel.  Voyez  sur  ce  point  les  ouvrages  de  M.  Cauchy. 
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RÉSOLUTION 
DE 

IVÉQUATION  DU  SECOND  DEGRÉ  A  UNE  INCONNUE 
PAR      LES     FRACTIONS     CONTINUES; 

PvnV.-A.  LEBESGLE, 
ProfesBo.ir  à  la  Facnlte  des  Sciences  de  Bordeaux. 

La  résolution  complète  de  l'équaHon  az"  +  ihz  +  f  =  o  par  les fractions  continues  est  due  à  Lagrange,  qui  l'a  donnée  dans  son  Traité 
de  la  resolution  des  équations  ntanériques.  Ensuite  Legendre  en  a  sim- 

plifié les  calculs  dans  sa  Théorie  des  nombres,-  mais  pour  établir  cer- 
taines propriétés  des  fractions  continues  périodiques  racines  de 

1  équation  az^  +  -.bz  +  c  =  o  [k  coefficients  entiers) ,  ,1  s'est  appuyé 
sur  la  resolution  de  l'équation  aoc^  +  -^bxj  +  cj-  =  ,n  en  nombres 
entiers.  C'est  ce  que  j'ai  évité  avec  soin  ,  car  la  résolution  de  l'équation 
acc'^  -xbxj  +  cj^  =  m  n'est  réellement  dans  le  cas  principal,  celui de  /;=  -  ac  positif  non  carré,  qu'une  conséquence  assez  simple  de  la  ré- 

solution de  l'équation  az'  +  -^bz  +  c  =  o  par  les  fractions  continues. 
\oici  les  points  où  je  crois  avoir  simplifié  la  résolution  de  l'équa- tion az-  ->r  ■i.bz  -1-  r  =  o. 

D'abord  j'ai  abrégé  le  calcul  par  un  algorithme  qui  en  enchaîne  foutes les  parties  et  le  réduit  pour  nuisi  dire  à  .sa  plus  simple  expression.  J'ai 
donné  ensuite  une  règle  pour  trouver  sans  calcul  la  deuxième  racine 
quand  la  première  a  été  calculée  [*]. 

En  général ,  la  période  de  la  deuxième  est  formée  des  mêmes  quo- 
tients que  celle  de  la  première,  mais  en  ordre  renversé.  Or  U  peut  arri- 

ver que  les  périodes  des  deux  racines 'soient  identiques  :  c'est  surtout 
dans  la  résolution  de  l'équation  ax^  -<-  ihxj^  cj^  =  „, ,  qu'il  est  bon 

[•]  Cette  règle ,  énoncée  dans  le  Bulletin  de  M.  Férussac ,  mare  i  «3 . ,  a  été  démontrée reœmment  par  M.  C.  Ramus  [voyez  le  .Tourna]  do  M.  Crolle  ,  tome  XX,  page  25,  .gSg). Tome  A.  —  Aoct  iSJo  la 
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d'avoir  égard  à  cette  circonstance  ;  j'ai  donc  examiné  dans  quels  cas  elle 
peut  se  présenter. 

Si  pour  chaque  racine  on  calcule  les  fractions  convergentes  qui 

finissent  à  des  quotients  périodiques  occupant  le  même  rang  dans 

les  périodes  successives,  on  trouve  que  les  numérateurs  forment 

une  série  récurrente  et  qu'il  en  est  de  même  des  dénominateurs.  Ce 

sont  réellement  ces  fractions  qui  donnent  la  résolution  de  l'équation 

ax"^  -t-  abxj-^-  cj-  =  m  convenablement  préparée;  il  fallait  donc  faire 
voir,  indépendamment  de  cette  résolution,  comment,  par  un  simple 

changement  de  signe  correspondant  à  celui  d'ini  radical  carré,  les  con- 
vergentes pour  la  deuxième  racine  se  déduisent  de  celle  pour  la  première. 

J'ai  cru  que  dans  un  sujet  aussi  connu,  la  marche  synthétique  était 

sans  inconvénient,  et  j'ai  réduit  à  quatre  propositions  complexes  ce  que 
Lagrange  et  Legendre  ont  donné  à  ce  sujet,  en  y  joignant  les  développe- 

ments que  je  viens  d'exposer. 
Pour  la  Uiéorie  générale  des  fractions  continues,  on  peut  consulter 

un  Mémoire  fort  étendu  de  M.  Stern  Journal  de  M.  Crelle,  t.  X  et  XI  ), 

mais  la  théorie  des  fractions  continues  périodiques  y  est  moins  dévelop- 
pée que  dans  le  Mémoire  de  M.  Ramus. 

I. 

Propositions  préliminaires. 

Avant  de  parler  des  fractions  continues  périodiques,  il  est  bon  de 

rappeler  en  peu  de  mots  quelques  théorèmes,  et  d'expliquer  la  notation 
employée  dans  les  démonstrations  suivantes.  Cette  notation  locale  est  de 

natiu'e  à  simplifier  quelques  recherches. 

1.  L'expression 

représentera  la  fraction  continue 

^.  =  -71  H   ^ — ;- 

?.  +  :— ̂    

?*  -f- 
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'/t  >  'J2f  •  •  (]k  sont  des  quotients  entiers  dont  les  indices  i,  1,  3, .  .  .  A 

marquent  le  rang.  La  quantité  x^^.,  est  un  quotient  complet,  c'est-à- 

dire  qui  complète  la  valeur  de  x,  ;  quand  x,  est  irrationnel,  XA^.,  l'est 
également. 

L'expression 

JC,  =  qi,   7,,    •  •  '/A'   (7*-.-'  '  ?*  +  3'-  •  •  7*  +  «) 

montre  que  les  quotients  (/a^-iî  7/r  +  jî-  •  ■  ̂ k^ni  compris  entre  paren- 

thèses, reviennent  périodiquement.   C'est  une  fraction   continue  pé- 
riodique dont  la  période  a  n  termes. 

2.   Si  l'on  réduit  la  fraction  continue 

en  fraction  ordinaire  ,  le  numérateur  sera  représenté  par 

qui  indique  qu'on  a  pris  tous  les  quotients  depuis  celui  dont  l'indice  est 

g  ,  jusqu'à  celui  dont  l'indice  est  k.  On  voit,  d'après  cela,  que  le  numé- 
rateur de  j-  sera  (  g  -t-  i ,  A-  )  ;  ainsi 

5.   On  a ,  en  général , 

(i,«)  =  (i,«  — i)ç„+  (i,«  -1), 

(2,  n)  =  [7.,n  —  i)9i„-h(a,  ti  —  2). 

Ces  formules  ayant  été  vérifiées  jusqu'à  l'indice  n,  on  les  étend  à  l'indice 

n  -^  I  en  changeant  7„  en  q„  -\   ~  dans  la  fraction  i^^, 

Pour  les  appliquer  à  tous  les  cas,  il  faut  se  rappeler  les  conventions 
suivantes 

[n,  n)  =  q„,      [n+  1,  ?i)  =  i ,      {n  +  ■?.,  n)  =  o. 

qui  servent  à  donner  plus  de  symétrie  aux  fornuiles. 
36.. 
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i.   Si  dans  la  fraction 

(',  n)  _  (i,n  —  t)  y„  +  (i,  n  —  i) 

{2,  n)         (2,  «  —  i)^„  +  (2,  «  —  2) 

on  change  q„  en  x„,  on  aura  la  valeur  exacte  de  la  traction  continue 

^   _  (i,«— i)x„H-(',"— 2)^ 
'         {2,,  n — i)jr„  +  (2,  «  —  2)* 

3.   Si  dans  la  valeur  de  ,  '    .  (voy.  4  )  on  remplace  q„  par 

on  obtiendra 

(i,  k)  —  {i,n  —  \)  {il,  k)-\-  [\,n  —  i)  («-I-1,  k), 

(2,  À-)  =  (2,71  — l)  («,   ̂ )4-  (2,  7Î— 2)(«-f-2,>f). 

Ainsi,  pour  n  ̂ =  a,  on  aura 

(I,  A)  =  (a,/Î)^,  +  (3,A-); 

et  pour  Â:  =  n,  on  aura 

(I,  «)  =  (l,  «   l)  9„  +  (l,  7/  —2). 

6.  La  formule  précédente  conduit  directement  à  cette  conséquence 

que  les  fî'actions  continues 

réduites  en  fractions  ordinaires,  ont  le  même  numératein-.  Ainsi  l'on 

peut  ren%>erser  l'ordre  des  quotients  sans  changer  la  valeur  des  expres- sions {g,  k). 

Rramp  donnait  le  nom  de  médiateurs  aux  expressions  (g,  A'  .  (  Vov. 
son  Arithmétique  U7iii>erselle.) 

7 .  Si  l'on  considère  la  fraction  continue 
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elle  conduira  à  l'équation 

(i,  h){g,k)  -(i,  A)(g,  h)  =  (-iY-^-{i,g-i,{h  +  i,k  . 

Cette  proposition  étant  la  seule  dont  la  démonstration  ne  se  présente 

pas  directement,  il  ne  sera  pas  inutile  de  la  développer,  ce  qui  fera  voir 

l'avantage  du  symbole  (i,  g). 
Les  équations 

(i,  Ar)  =  (i,  g  —  i)  {g,  k)-\-{i,  g-2){g^i,k), 

(i,k)  =  {i,g-  t){g,  h)  +  [x,g-i)(g^i,h), 

donnent  par  l'élimination  de  (i,  g  — i),  l'équation 

^l,h){g,k)-{l,k){g,h)  =  {l,g-o.)[{g,k){g+^Jl)-{g,h){g^^,k)\. 

Les  équations 

{g^k)=  {g,h){h-\-i,k)-\-[g,  h-i)[h-\-2,k), 

fg-^i,k)=={g  +  i,h)ih-\-i,k)-hig+i,h—i)[h  +  9.,  k), 

donnent,  par  l'élimination  de  {h-\-  i,  k),  l'équation 

Enfin  les  équations 

(g»^0  =  (g»  h-i)q,,+    g,h-i.), 

(g-hi,  h)  =  \g-\-i,  h-i)q^+{g^i,f,—i), 

donnent,  par  l'élimination  de  (y/,,  l'équation 

i,  h—l)<!;+i,/i)—(g,  h){g  +  i,  /i  —  ,jz=:—[{g,  h—2)(g+t,  li—\]—[g,  /,_,)(^-<_,,  ̂ _,)]. 

Le  second  membre  de  cette  équation  se  tire  du  premier  en  diminuant 

//  de  l'unité  et  changeant  le  signe,  ou  en  nudtipliant  par  —  i .  Ainsi .  en 

diminuant  h  dey^ unités,  il  faudra  multiplier  par  <  —  iV. 
Le  deuxième  membre  devient  donc- 

(-i)^[(g,  h  -J-iyg^i,  h-J  }  -  [g,  h  -J)  ̂ ^-H  ,,/,_/  _,jj. 
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Si  l'on  pose  g  ̂   h  — j \  d'oùy=  h  —  g,  il  se  réduit  donc  a 

(_,)*-^[(;^,g_l)(g+,,g)_(g,g)(^+,,g_,)]  =  (-,)'^-.^; 

on  a  donc  enfin 

■a,  h)  {g,   k)   -{l,k)  {g,  h)  =  (-1)'—"  (I,  g  -  2)  (A  +  2,  k). 

Si  dans  cette  équation  on  pose  g^  =  2,  on  trouve 

{i,h)[^,  k)-[i,k)  (2,  h)  =  (-i)*(A-2,  k], 

f|!ii  donne  la  différence  de  deux  fractions  convergentes  j^-y.  et  f  ̂̂   j. 

Pour  //  =:  A"  —  I ,  on  a 

(j,k){i,k-i)  -{i,k-i){i,k)  =  (-i)*, 

qui  donne  la  différence  de  deux  fractions  convergentes  consécutives 

diii  pf  (■'^— ) 

La  formule  générale  est  de  Kranip;  elle  peut  ètie  fort  utile,  comme 
on  le  verra  plus  bas. 

n. 

Proposition  première. 

«  Pour  réduire  en  fraction  continue  la  plus  grande  racuie  positive  de 

»   l'équation 

D,  x',  —  2l,  J?,  —  Do  =  o, 

»  où  D, ,  I,  sont  des  entiers  positifs  et  D^,  un  entier  positif  ou  négatif, 

)>  il  faudra  faire  le  calcul  suivant,  dans  lequel  m  représente  le  nombre 

«  entier  immédiatement  au-dessous  de  \/l'  -H  Do  Di  =  N/^- 
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IJividendcs.                             Diviseurs.  Quotienls.          Restes.  Oifl.  des  restes. 

D„,  1,  r„  =  m— I,, 

A,=ot4-I,  ,                  D,,                                                  9,,         r,,  d,^r,  —  /■„, 

^2  =  A,  — rf,,                D^  —  T)o-{-q,d,,                      q^,        r„  d^  =  r,  —  r,, 

A3  =  A,  —  rf,,               D3  =  D,-j-9,rf,,                      93,        r3,  dî^=ri — r,, 

^*=-^*-i  —  <^*-.)      D*  =  D*_,+9*_,  rfj_,  ,        .yj,         r*, 'li  =  rf — ri_,. 

»  Cette  racine  positive,  la  plus  grande  des  deux  quand  l'une  et  l'autre 
»  sont  positives ,  sera 

J^t  =  — ^ —  =  q,,  (h,  73: 

f/A. 
»  Si  l'on  voulait  avoir  l'autre  racine  positive,  ou  la  racine  négative 

»  prise  positivement,  les  deux  premières  lignes  du  tableau  devien- 
»  draient ±Do, 

A,  =m-I,,  
^D,, 

/•„  =  m  4-  I, , 

«7. 

d,  =  r,  —  /  0 , 

»  le  signe  supérieur  étant  pris  pour  la  racine  positive ,  et  l'inférieur 
»    pour  la  négative  prise  positivement.» 

Démonstration.  Si  l'on  pose 

V/Â+  I, 

q,  étant  l'entier  immédiatement  au-dessous  de  jc, ,  on  trouvera 

j/Â  +  D.y,  — I,       v/Â-t-I. 

A— (D.y,  — I.)' 

D, 

D. 

SOUS  les  relations 

Ij  =  D,  9,  —  I,     et     Dj  =  Do -H  ai,  (/,  —  1),  (y;. 
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Ainsi  Do  est  entier  et  égale  —=■ — -;  on  a  donc 

A  =  l;-t-DoD,  =  IJ  +  D,  D,; 

de  là   l'algorithme  suivant  qui  est  celui  de  Lagrange,  qui  le  donne 
comme  fort  simple, 

7.  <  *^^%7=^'     1^  =  D.  9.  -  I,  , 

D,  =  D„-H  al.y.  -  D,  f/î  =  -^  ,     9,  <        j^^  %     h  =  D,  7,  -  I,  , 

D3  =  D,-h-2l,,/,-D3</;  =  '^^%     ̂ »<Tr^''      I»  =  »373-l3, 

où  l'on  prend  pour  q,,.  q^,  qa,--  les  entiers  immédiatement  au-dessous 
■    V^Â+I.     y/Â+l,     V/A+I3 

"'^       D.      '        D,      '        D3      •  •  • 

On  peut,  comme  le  fait  Legendre,  simplifier  cet  algorithme  en  remar- 

quant que  l'on  a  2I,  —  D,  (yf,  =  I,  —  Ij  ; 

ti'où  l'on  tire 

D,  =  D„-h9,  (I,  -  la),     D3  =D, +  7,1^13 -I3),     etc. 

Mais  de  plus,  comme  les  nombres  q,,  q^,  qs,-  •  ■   sont  les  nombres 
entiers  immédiatement  au-dessous  de 

m  -\-  1,         m  -i-  l,        /n  + 13 

"d;       '  D,      '  Di      '  ■  •  ■ 

si  l'on  pose  les  équations 

m  -f-  I,  =  \),  q,  -\-  r, ,      m  4-  Ij  =  D,  «/^  -\-  r^,.  .  . 

au  lieu  des  équations 

Ij  =  D,  (y,  —  1,  ,      I3  =  Do  c/o  —  I2,      etc., 

on  trouvera  celles-ci , 

Ij  =  m  —  r, ,     I3  =  jfi  —  r> ,     etc. 
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En  posant  pour  l'analogie  I,  =  m —  r„,  il  en  résultera 

I,  —  Ij  :=  r,  —  /„  =  d, ,      Ij  —  I3  ̂  r^  —  /•,  =^  ci.2 .     etc. 

De  là  résulte  l'algorithme  du  tableau,  car  les  A  ■;  ou  les  numérateurs 

dans  lesquels  V^A  a  été  remplacé  par  m)  peuvent  se  mettre  immédia- 
tement sous  les  formes 

'^fn  —  /•„,      im  —  r, ,     im  —  r^,     etc., 

O"  ^.,      A2  =  A,  —  r/, .      A3  =  A3— c/2,      etc. 

On  pourrait  encore  prouver  la  chose  synthétiquement.  En  eHet ,  on 

a  toujours  r'-HD,D,_,  =1'^,  H-D,^,.D,=  A; 

car  il  en  résulte         (Ia  +  Ia+,)  (I*  -  Ia+,)  =  I^a(D,^,  -  l),-.), 

ou  bien  encore,  en  vertu  des  relations  supposées, 

(I*  -h  Ia  +  .)^a  =  Da.7a<^a, 

qui  se  réduit  à  Ia  -t-  Ia  .^.  =  D*  ̂aî 

or  cette  équation  résulte  immédiatement  de 

A;i  =  2m  —  /v-,  =  m  —  rA_,  4-  m  —  r^  -(-  r*  =  Ta  -H  1a  +  .+  ''a 

et  de  A^  =  ï)f,(i,-\-rf,. 

On  peut  donc  dans  ^  +  ,-h  D^^.  .D^, 

diminuer  chaque  indice  de  l'unité,  et  l'on  tombe  ainsi  sur  I;-(-D,Do=A. 
Cela  posé,  on  a  toujours 

l^  + 1*  _      ̂   I 

car  cette  équation  se  réduit  à  A  =  l;^,  -\-  D*^,  .1)*.  La  démonstration 

resterait  la  uièrae  pour  la  seconde  racine,  qui,  comme  on  le  verra  phis 
tard ,  pourrait  se  déduire  immédiatement  de  la  seconde. 

Tome  V.  —  Août  iS^o.  j1 
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Exemples. 

Comme  il  importe  de  se  familiariser  avec  l'algorithme  précédent  qui 
conduit  très  rapidement  au  but,  voici  quelques  exemples  qui  serviront 

d'ailleurs  de  vérification  pour  les  propositions  suivantes. 

I.  Résoudre  l'équation  3x^ —  19  =  o.  Ici  x  =  yJ -^=-  \/5^ , 

A  ̂   I;  -I-  D,,  D,  =:  57,  d'où  m  =^  -j .  On  prendra  les  quatre  nombres 

Dq  :=    19,        7„   :=  7?Z  H-  1 ,  =  T ,        A,   =  ?72  +  I,    =  7,        D,   ̂=    3, 

on  les  placera  connue  on  le  voit  ci-dessous ,  et  le  reste  du  calcul  ne 

sera  qu'une  suite  de  divisions  semblables  où  le  dividende  et  le  diviseur 
seront  donnés  par  des  régies  fort  simples,  représentées  par  les  équa- 
tions 

A*  =  A^_,  —  rf^_,,     D*  =  D^-_,  -4-^,_,.c/^_,, 

de  sorte  que  le  plus  souvent  ils  pourront  s'obtenir  immédiatement. 

A  D  fy  /•  d 
»  iq  »  n  » 

7  3  2  1—6 
i3  7  I  6  5 
8  8  I  o  —  6 

i4  I  i4  o  o 

i4  8  1  6  6 

8  7  I  I  _   5 
i3  3  4  i  o 

*  i3  7  I  6  5 

La  racine  esta?,  =  2  (i,  i,  i4,  i,  i,  4)-  En  général  N  étant  plus  grand 

que  l'unité,  on  trouvera,  N  étant  rationnel,  v/N  =  a[b,  c,...  c,  h,  la]; 
c'est-à-dire  que  la  période  est  formée  d'une  partie  syméti'iqiie  suivie 

d'un  quotient  qui  est  le  double  de  l'entier  de  la  racine.  On  en  verra 
plus  loin  la  démonstration. 
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2.  Le  même  calcul  appliqué  k  léquation  x^  =  991 .  donnerait 

jc  =  V'ggi  =  3i  (a,  12,  10,  u,  a,  u,  i,  i,  2,6,  i,  i,  i,  i,  3,  i,  8,  4?  ' ? 
2,  1,2,  3,  1,4,  I?  20,  6,  4,  *3i,  4?  6,  20,  i,4>i}3,2,i,2,  i,4t8,  I, 
3,1,  1,1,1,6,  2,1,1,2,2,  2,10,  12,2,  62), 

qui  a  la  forme  annoncée  plus  haut  ;  la  longueur  de  la  période  montre 

bien  la  nécessité  de  l'algorithme  précédent. 
3.  Réduire  en  fractions  continues  les  deux  racines  de  léquation 

i5jc^  —   iSx  —  5  =  o. 

Racine  positive       D„  =  5,     D,  =  i5,     ra  =  12,     r„  =:  3,        a,  =  oti  ; 

Racine  négative       Do  =  5,     D,  ̂   i5,     m  =z  17.,     r„^  7.1,      i,  ::=  3. 

» 
Racine 

5 
posit 

» 

ve. 

3 » 
Raci 

5 
oe  népalive. 

»        2  1 

21 
l5 

I 6 3 3 l5 0 3 

-18 

18 8 2 

2    - 

-  4 
*  21 

5 4 I 

—  2 

22 
7 3 I 

—  I 

23 7 3 2 I 

23 5 4 3 2 22 8 2 6 4 

21 
i5 

I 6 3 18 

*  21 

i5 

5 

1 

4 
3     - 

I 

-  3 

—  2 

jC=  (i,  2,  3,4) jc"  =  o  (4,  3,  2,  i\ 

La  période  de  la  seconde  racine  n'est  autre  que  celle  de  la  première 
renversée.  Cela  arrive  pour  toute  équation  du  second  degré.  De  plus,  si 

la  racine  positive  surpassant  1 ,  la  négative  tombe  entre  o  et  —  i ,  comme 

dans  le  cas  présent,  la  période  commence  dès  le  premier  quotient. 

4.   Résoudre  l'équation  5x^  —  /^ix  -»-  1 1  =0? 

A  =  21*— 55  =  386,     /«=i9,     l,  =  2i,     D„  =  —  ii,     D,  =  5. 

Première  racine         D„  =  —  i 

Deuxième  racine  —  D„  =  1 1 , 
r„  =  4°) 

i,  =  4o, 
D,  =  5; 

—  D.  =  —  a. 

37.. 
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Pre Tiièr e  racine. 

—  II, 

'> 
—    2 

" 

4o, 

5, 
8, 

0, 
2 , 

38, 

5, 

7  ' 

3, 

3, 

35, 
26, 

1 , 

9' 

6, 

'9- <  '  > 

2, 

7- 

—  2 , 

3i, 
22, 

1  , 

9' 

2*
' 

21), i3, 

2, 

3, 

—  6, 

35, 
10, 

3, 
5, 

2, 

33, 
'9. 

I, 

-4, 

9' 

24, '9' 

1 , 5, 

—  9> 

33, 

10, 

3, 

3, 

—  ?, 

29. 
22, 

I, 

7  ' 

4. 

3i , 
1 1 , 

2, 

9. 

2, 

29. 
26, 

I , 

3, 

—  6, 

35, 

5, 

7. 

0, 

—  3, 

38, 

5, 

7  ' 

3, 
3, 

etc. 

„ Seco 

nde 

rac ne 
40, 

> 

■  2, 
—  5, 

0, 

— 

2, 

-42, 

4'>. 

I', 

3, 

7. 

9. 

3i, 
22, 

1 , 

9. 

■1, 

etc., etc. , 

etc ) 

etc.. 

ett 

Le  reste  coinrae  à  la  première  racine. 

Première  racine, 

j;'  =  8  (7,   1,2,  l,  2,  3,  I,  I,  3,  2,   1,2,   1,7). 

Deuxième  racine , 

x"  =  o,  3  (i,  2,  3,  I,  I,  3,  2,  1,2,  I,  7,  7,  I,  2); 

ou  bien  encore, 

.r"  =  0,  3,  1,  2,3,  I,  I,  3,  2,  1,2,  I,  7  (7,  1,  2...  2,  1,7) 

Ici  la  période  est  symétrique ,  et  l'on  peut  donner  aux  deux  racines  la 

même  période  en  fixant  convenablement  l'origine  de  la  période  d'une des  racines. 

Nota.  L'algorithme  exposé  plus  haut  ne  diffère  presque  en  rien  de 
celui  qui  donne  la  réduction  des  formes  binaires  du  second  degré. 
(  Voyez  la  note  finale.  ) III. 

Proposition  deuxième. 

«  Toute  équation  du  second  degré  a  ses  racines  exprimées  par  des 

»  fractions  continues  périodiques,  et  réciproquement  toute  fraction 

»   continue  périodique  est  racine  d'une  équation  du  second  degré.  » 

Développement.  Pour  l'équation  D,  jc-  —  al, a-  —  D,,  ̂   o  où  D,  et 
I,  sont  supposés  positifs. 

1°.   Do  >  o,  racines  de  signes  contraires  x',  — x" ; 

i"  cas.  D,  —  -il,  —  Do  <  o,   D,  +  A,  —  Do  >  o,   x'  >  i   et  x" <  ]  , 

^'  =  {<]<,  qi,-  ■  ■  '/a  ',     ̂ "  =  o{q^,..  .  7,,  q,); 

2^  cas.     D, -H  2I,  —  Do<  o,     x'>i,     x">i, 
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3^taj.  D,  —  2I,  —  Do  >o,     J^<i,     Jc"<i, 

Jc'  =  o,r/,(<y2,f/3,...^A,7.+Q,),  •a^"=o,Q,((yA,..^3,(/2,^,-hQ,)- 

2".   D„  <  o  racines  de  même  signe; 

i'^  racine  x'  =  a,  b,  c, .  .  .y,  g  (A,  B, . . .  K,  L,  M); 

^"'«racine  g  >M     a:"=a,h,...f,  g-M-i,  i,L-i  (R...B,  A,  M,  L), 

g<M     .T"=a,b,...f-i,  i,M-g-i(L,  R,...B,  A,M  . 

(En  faisant  commencer  au  quotient  M  la  période  de  la  •;>."*  racine, 
on  aura  celle  de  la  i"^"  renversée.  1 

1.  Dcinonstration.  J^e  premier  cas  est  celui  de  D^  positif,  sous  les  re- 
lations D,  —  2I,  —  D<  o,  U,-i-2T,  —  Do>o; 

alors  aux  substitutions  ,r  =  oc,   -|-i,  o,    —  i 

répondent  des  résultats  de  signe  4-,  — ,    —,   -|-. 

il  y  a  donc  une  racine  positive  >  i  et  une  racine  négative  <  i  en  va- 
leur absolue. 

i".  Pour  ce  cas  Du,  D, ,  I,  sont  positifs.  L'équation  A  —  DoD,  =  1^ 
montre  que  I,  égale  au  plus  m  entier  d*^  S/A;  or 

27«  —  /'o  =  m  + 1 ,  =  D,  ̂,  -(-  /•, 

montre  que  l'on  a  r,  <m.  Cela  est  évident  pour  D,  =  mou  </«,  puisque 
l'on  a  r,  <  D, .  Si  l'on  avait  D,  >  /// ,  alors  r,  >m  rendrait  m  -t-I,  >  1111, 

tandis  que  l'on  a  ;/iH- I,  <  9.//*.  Par  conséquent  Ij  =  7n  —  r,  sera  po- 
sitif <  m;  A  —  D,  D.>  =  1^  donnera  D,  positif,  et  ainsi  de  suite.  Les  D  et 

les  I  sont  donc  essentiellement  positifs.  Or  tous  les  I  sont  <  m,  tous  les 

D  sont  <  D  <  in-\-\  <  un.  Par  conséquent  les  quotients — ^=- — sont  en 

nombre  limité  <  m.o./?i  <  9,\.    Une  quantité  telle  que       '   ^  devra 

"s 

donc  
nécessairement  

se  reproduire,  

et  
dés  

lors  
la  

fraction  

continue  

sera 
périodique. 
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2".   La  quantité — - — '-  se  reproduit  nécessairement.  En  effet,  on  a 

toujours  /'a<Da^-i5  carde  A  —  I,'^^,  =0^.0*^,,  on  tire 

A_(m  — r,)'=D,.D,^,; 

d'où    /v(2'M  —  Ta  )  <  I>a-Da+,;    or   im  —  n^,  =  D^q^  -i- r^;    doù 

■im  —  Ta  =  Da^a h- '"a- .  ;  donc  Da-^a-^a <  Da-Da  +  , ,  et  à  fortiori  t^ > Ua^,  . 

On  a  aussi  ;„  =  w  — I,  <  D,,  car  — ^^^^  <  i  donne  m<D,-^l,. 

Si  1  on  suppose  que  le  quotient  complet  — - — -  se  représente  après  A- 

termes  et  qu'on  ait  1„  =  1„^a7  D„  =  D^^a? 

les  équations  A  —  I^  =  D„.Dg_, ,     A  —  I^+a-D^  +  a-i  » 

donneront  D^_,  ̂   D^^^a-i  j 

puis  les  équations  Ig=  m  —  r„_,  ,     I„^.a  =  m  —  r^^.A_i , 

donneront  rg_,  =  rg.^A-i  ;  enfin  les  équations 

2m  — rg_2  =  D?-,.9^_,-l-rg._,,  27w— r„^A-a  =  D^+A-.-9^+*-(  +  'V+A-t 

donneront  rg._2  —  r„^A-2  =  D^ -<(?„--<  — 7^  +  *-*),  et  comme  on  a 

il  en  résultera  r^_2  =  '>+a-2  ?     ?^-i  =  7s+a-»  ? 

d'où  I^_,  =  l^-t-A-t>   et  ainsi  de  suite. 
Si  donc  e^  était  >K,  on  trouverait 

I^   =    Ij-A  =  Ig^-2A5  •  •  •     D^  —  ̂ g~k  —   D^-JA  »  •  •   •    j 

donc  supposer  g<K.,   et  l'on  voit  par   là  que  le 

-doit  se  reproduire.  Ainsi  la  première  racine  sera  x'^{q^  ,q^,.  .q^\ 

on  peut  donc  supposer  g<K.,   et  l'on  voit  par   là  que  le  quotient 

D, 

c'est-à-dire  périodique  dès  le  premier  quotient. 
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3".   T>a  deuxième  racine  est  au  signe  près 

mais  on  a  en  général 

\/A+I,_/ 

et  par  conséquent  -  -r"  =  o  (  7, ,  ç,^ , , .  .  .  ̂3 ,  y.) , 

ainsi  la  période  est  celle  de  la  première  racine  renversée. 

4".    Réciproquement,  soit     x,  =  (]„q,,.  . .  (f^,  x,^,; 

on  en  tirera  x,  =  (!j_^)'^*+- +  ('.  ̂ — ') 

et  comme •^<  —  -^/t+i  1 

onaura       (2, /r)  j:;  — [(i,  A)  _  (2,  A  _  i)J  ̂,  -  (,,  A  —  i)  =  o, 

o»  D,  jt;  -  2I,  X,  -  Do  =  o  , 

en  supposant  [■2,k)  =  ̂ D,,   (i,A:) -(2,^-- i)=  2>P1,,  (,,  A- .  =4'D„; 

D,,  Do,  I,  seront  positifs  et  satisferont  aux  conditions 

D, -2I, -Do<o,     D, -4- 2I,  -  Do  >  o. 

On  aura^'entier  si(i,  A-)  — (2,A— i)  est  pair;  dans  le  cas  contrane,  ^ 
aura  2  pour  dénominateur. 

On  voit  également  que  toute  fi-action  continue  périodique 

est  racine  d'une  équation  du  second  degré,  car  en  posant 

on  aura  un  résultat  de  forme  z  =  '^^^,;  et  comme  j  =</,...  ./^,r. 
on 
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aura  également  x  =  "j-^rj,-  L'élimination  de  z  donnera  une  équation 
en  X  du  second  degré.  La  réciproque  est  donc  prouvée  pour  tous  les  cas. 

2.  Supposons  maintenant  D^,  positif  et  la  seule  condition   

D,-h  al,  —  Do<  o  qui  entraîne  D,  —  2I, — Do  <  o;  ici  les  deux  racine.s 

sont,  abstraction  faite  du  signe,  plus  grandes  que  l'unité.  On  posera 

jc  =  (j,  -| — ,  (j,  étant  le  plus  gi-and  nombre  entier  compris  dans  la  ra- 

cine positive.  Pour  cette  racine j-  sera  essentiellement  positif.  La  trans- formée sera 

(D,  9=  -  2I,  q,  -  Do)y  +  a(D,  q,  -  l,)r  -4-  D,  =  o  , 

ou  bien  ^^J'  —  2!^^  — -  D,  =  o, 

qui  satisfait  aux  conditions 

Do  +  2I0  -  D,  >  o,     D2  —  2I3  —  D,  <  o, 

qui  reviennent  à  celles-ci  , 

—  D,{q,  -  i)-  -h  21,(9,  _  i)  -t-  Do  >  O, 

—  0,(7,  H-  i?+  2l,((7, -V  i)-i-Do  <o, 

évidemment  satisfaites  puisque  x  tombe  entre  q,  —  1  et  q,-\-  i . 

Les  deux  valeurs  de  j-  sont  donc 

y  =  (Î2.-  ■■qk+i),     J"  =  —o[qk^   f/,)- 

La   première   valeur  de  x  est  Jc'  =  Çt  [q^,  ■  . .  q^^t),  et   la  seconde 

x"  =  q,  — qk-t-\   j  mais  elle  doit  être  négative  ;  il  faut  donc 

poser  q,  <  ç^-n  »  puisque  q,  =  q^_^,  donnerait  x'  =  [q, ,  q._, .  .  .  q^) ,  ce 

qui  n'est  pas.  On  peut  donc  faire  q^^,  =  ̂ i  +  Q;  d'où  les  formules  de l'énoncé. 

3.  Les  conditions  D^  >  o ,  D,  —  2I,  — Do  >  o,  qui  entraînent 

D,  -haï,  —  Do  >  o ,  expriment  que  les  deux  racines  sont  au  signe  près 

<  I  et  conduisent  de  suite  aux  formules  de  l'énoncé;  car  en  posant 

X  ̂    ;,  on  a  une  équation  qui  tombe  dans  le  cas  précédent. 
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4.  Le  cas  de  D(,  <  i  ou  des  deux  racines  positives ,  se  ramené  aux 

précédents  (Dq  >  i) ,  car  en  posant  x,  :=  ̂ , ,  jc^  ?  ou.  =  q,  ,  q^ ,  jc^,  ou 

?i  »  ?2  ?  ?:i  >  -^i  V  une  des  transformées  AjcI  -H  aBjs'n  +  C  =  o  aura  ses 

termes  extrêmes  de  signes  différents  [*] ,  et  par  conséquent  ses  racines 

exprimées  par  des  fractions  continues  périodiques.  Cela  vient  d'être 
démontré  pour  le  cas  où  le  terme  moyen  est  négatif;  s'il  était  positif, 
le  changement  de  signe  ne  ferait  que  changer  le  signe  des  racines. 

Comme  la  valeur  positive  dej  surpasse  l'unité 

a:'  =  aJ?,...f,g{A,B,...  R,L,M), 

et  si  l'on  fait  j'  =  (A,  B,.  .  .  K,  L,  M), 

la  deuxième  valeur  de^  sera  y  =  — o  (M,  L, .  .  .  B,  A). 

D'après  cela  les  deux  valeurs  de  x   s'obtiendront  en   mettant  dans 
jc  =  a ,  h ,. .  .J,g,jr,\es deux  valeurs  dej-. 

On  ne  peut  ici  supposer  g  =  M ,  si  l'origine  de  la  période  est  bien 
fixée ,  il  faut  donc  examiner  les  deux  cas  g-  >  M  et  g  <  M. 

1°.  Si  l'on  a  g  >  M,  on  trouvera  pour  g  +  -,  en  mettant  pour  7  sa 
deuxième  valeur, 

g-M   !— -       =(^-M)   i-—      ={g-U-i)+—   
LH    LH    1  + 

L— i-t- 
R+. 

;  on  aura  donc 

:"=  a, />,.../,  g-M-i,  I,  L-I(K,...  B,  A,M,L). 

[*]  Si  l'on  représente  par-,  ̂ ,  deux  fractions  convergentes  consécutives  versjr,  ei 
p'y+p   , 

assez  rapprochées  pour  ne  contenir  entre  elles  qu'une  racine,  en  posant  x=:    ,  ,  la 

transformée  en  y  remplit  la  condition ,  car  ses  termes  extrêmes  ont  pour  coefficients 

''■[■'•(7)-''<f;j-"i  '■["•w;-^h:j-""]- 

Tome  V.  —  /Voit  1840.  ^° 
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2°.  Si  l'on  a  au  contraire  g  <  M,  il  en  résulte  pour  g  ■ 

y  remplace  j  par  sa  seconde  valeur, 

L+. 

deviendra 

et  par  suite  on  aiu'a 

iM  —  g)  + 

x"  =a,b,.  ..   /-i  ,  I,  M-g-i  (L,  R,.  .  .  B,  A, M). 

Si  l'un  des  quotients  g  —  M  —  i ,  L  —  i ,/—  i ,  M— g—  i  devient  nul, 
et  que  ce  ne  soit  pas  le  premier,  il  faudra  le  faire  disparaître  au  moyen 

de  la  formule  a  H   —  =  a-+-b,   c'est-à-dire  qu'il  faudra  effacer  le o-|-  1 

b 

quotient  nul  et  réunir  en  un  seul  les  deux  entre  lesquels  il  tombait. 

Dans  tous  les  cas,   on  voit  que  la   seconde  racine  est  périodique 

comme  la  première,  et  que  sa  période  n'est  que  celle  de  la  première 
renversée,  pourvu  qu'on  prenne  M  pour  le  premier  terme  de  la  période 
de  la  seconde  racine. 

IV. 

Proposition  troisième. 

«  Pour  que  les  deux  racines  d'une  équation  du  second  degré  soient 
»  des  fractions  continues  de  même  période ,  il  faut  et  il  suffit  que  la 

«  période  de  la  première  racine  soit  symétrique  (a,  /?,.../;,«),  ou 

M  bien  symétrique  précédée  d'un  quotient  [in,  a,b...  h,  a),  ou  enfin 

»  symétrique  suivie  d'un  quotient. 

»   Développement.  Poiu'  l'équation 

D,  a:' —  al,  :r,  —  Do  =  o,  etDo>o; 

1°.     D,=Do,     x'  =  {a,  h,.  .  .  b,  a),      —  x"  =  o(a,  b, .  .  .  h,  a); 



l  D.-2l.-D,<o, 

a" 

1                     21. 

1  D,-|-2l,  — D„<o, 
f                     2l. 

,  D,-HuI,-D„>o, 
D,-2l,-D„<o, 

y 
\                     2l. 

]d,-2I,-D„>o, 

'      î^='«. 
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^/l),-4-ul,-D„>o,^  x'=-{m,a,h,...  h,  a) 
=^  m[a,  b,. . .  h,  a,  m) , 

—  x"  —  o{a,b ,.  .  .  h,  a,  m), 

x'  =  m  -\-  A  {a,  h,.  .  .  h,a,Tn-\-  lA.)  . 

—  x"  =  X[a,  b,.  .  .  h,  a,  m-\-  iA); 

x'  =^  (a,  b,.  . .  b,  a,  m), 
—  x"  =  o {m,  a,  b,.  .  .  b,  a) 

=  o,  m[a,  b, .  .  .  b,  a,  m), 

x'  =  o,  m  H-  A  (a,  b,.  .  .  b,  a,  m-Jrik) , 

—  x"  —o,A(a,h,...  b,  a,  m-\-  2A}; 

»   toutes  ces  propositions  ayant  chacune  leur  proposition  réciproque. 

»  Pour  Do  <  o,  il  faudra  et  il  suffira  qu'une  transformée  de  l'équa- 
»  tien  B,x^  —  iliX  — Do=  o  tombe  dans  le  cas  précédent  ;  c'est-à-dire 
»  que  les  coefficients  extrêmes  étant  de  signes  contraires  ils  soient  égaux. 

»  ou  que  l'un  d'eux  dhnse  le  coefficient  moyen.  » 

1 .  Démonstration.  La  période  de  la  seconde  racine  n'étant  autre  que 
celle  de  la  première  renversée ,  il  faudra  rendre  identiques  les  deux 

périodes 

y.'         72'  73'   '/"-A"   ?«-;?  +  <'   7«' 

ij^-g,    qn-g-„       7.'  7'"   Sn-g-^-t, 

ce  qui  montre  que  la  première  période  est  composée  de  deux  parties 
symétriques 

<t,  b,.       b,a,p,  (/,...  >/,p. 

D'abord  si  l'une  d'elles,  la  première,  par  exemple,  est  composée  d'un 
nombre  pair  de  termes  a,  b,...m,  m,...b,  a,  en  transposant  a,  b,...  m. 
on  en  déduira  la  période  symétrique 

m.  .  .  /),  a.  p,  q,.  .  .  (j,  p,  a,  />....  m 

Mais  si    l'une  d'elles  est   composée   d'un    nombre  impair   de  termes 
38.. 
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ah  , .  .  .  m,  n,  m,  .../>,  a ,  on  en  déduira  à  volonté 

n,m,..    h,a,  p,q,.  .  .q,p,  a,  b,..  .m, 

ou  bien,  /;/,. .  .b,  a, p,  q,.  .  .  q,  p,  a,  b, .  .  .m,  n, 

c'est-à-dire  luie  période  symétrique  précédée  ou  suivie  d'un  quotient. 
Ces  deux  dernières  formes  coexistent  toujours  et  n'excluent  point  néces- 

sairement la  première. 

2.  Si  une  équation  a  pour  racine  x'  :=  [a,  b,.  .  .  b,  a) ,  elle  sera  de  la 
forme  D,j:^  —  il,x  —  Do  =  o,  D^,  =  D,. 

Cela  suit  immédiatement  de  ce  que  la  seconde  racine  est  en  changeant 

son  signe  —  a:"^=o[a,  b, .  . .  />,«)  =  -;.  Le  produit  des  racines  est  donc 

—  I  =  —  — ^,  d'où  Do  =  D,  ;  quant  à  la  somme  des  racines,  elle  est  po- 

sitive ,  ce  qui  exige  que  le  terme  moyen  soit  négatif. 

Réciproquement,  l'équation  D,x^  —  2!,^:— Do  =  o  conduira  aune 
période  symétrique  pour  D,  :=  Dq  ;  car  elle  satisfait  aux  conditions 

D,  —  2I,  —  Do  <  o ,  D,  +  iL  —  Do  >  o,  qui  pour  Do  =  D,  se  réduisent 

à  I,  > o.  Il  faudra  donc  prendre  pour  première  racine  x'={a,  b,.. .J,  g), 

et  comme  —x"=:o{g,f,..  .  b,  a),  et  que  d'ailleurs  x'  x"=  —1,  d'où 

vT'  =   7, ,  il  en  résultera 

{a,  b,.  ,.J]g)  =  {g,f,...  b,a), 

d'où  l'on  tire  nécessairement 

<^=8j     b  =/••  ■§  =  "■> 

et  par  conséquent,     x'  =  1  a,  b,.  ,  .  b ,  a). 

3.  Si  une  équation  a  pour  racine  x'  =  [m,  a,  b, .  .  .  b,  d),  elle  aura 2I 

la  forme  D,  x^  —  il,  x  —  Do  ̂   o  sous  la  relation  ̂ r  =  "*?  et  les  condi- 

tions D,-f- 2!,— Dq  >o,  D,  — 2!,  — Do<o,  qui  résultent  de  la  forme 

supposée  à  x'.  En  effet ,  — x"=:  o  [a,  b, .  .  .  b,  a,  m) ,  et  comme  l'on  a 

9.1, 

x':=(m,a,b,...b,a)^m[a,b,...b,a,ni),  il  en  résultera  J7'-4-j?"=-^=  m. 
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Si  au  contraire  on  a  j:'=(rt,  b, .  .  .  b,a,  m) ,  on  en  tirera  ~-  =  m.  On 

fera  x  =   ,  les  deux  valeurs  de  j  seront  —  o  (a,  b,. .  .  b,  a,  m)  et 

{m,  a,  b,.  .  .  b,  a) ,  dont  la  somme  est  /ra  =  — ^,  en  vertu  de 

Doj-—  7.1,  j—  D,  =o. 

Réciproquement,  soit  l'équation  D,  x"  —  2l,x  —  Do  =  o,  si  l'on  a 

D,  — ai,  —  D„<o,     D,  +  al,  — Do>o,      ̂   =  m, 

la  racine  positive  sera  x'  =  {m,  a,  b,.  .  .  b,  a). 

En  effet,  posons  x'^(rt,ô,...yj g),  on  en  déduira  — x"=o{g,J,...b,a), 

et  comme  a:'  -^  x"  =  —^  =  m,  il  faudra  avoir  a  -{-  ,~-   (  — ; —  W'w, D  è+...       \g+...J 

d'où  suit  nécessairement  a  =:  m  et  {b,J,  ■  •  -J,  g)  =  {§■>/■>  •  ■  •  b),  ce  qui 
donne  b^g,  c=:J  et  .r'=(m,  b,  c,.  .  .  c,  b],  ou  bien  encore, 

x"  =  im,a,  b,.  .  .  b,  a). 

Si  ensuite  on  change  x  en   ,  on  montrera  absolument  de  même 
2I 

que  pour  —^=m,  sous  les  mêmes  conditions ,  on  a  les  formules  de 
l'énoncé. 

i.   Si  l'on  a  D,-l-  2I,  —  Do  <o,  on  ne  peut  avoir --^  entier,  sauf  le  cas 

1,  =  o  qui  sera  traité  plus  bas.  Mais  si  l'on  pose  j:  =:  (y,  H — ,  la  trans- 

formée en  y  tombe  dans  le  cas  précédent  et  conduit  de  suite  aux  racines 

x'  =  m-\-Q{b,  c,...  c,  b.m-\-iQ),      —x"=Q(b,c,.  .  .c,b,m-\- ^Q), 

(Proposition  2^;  dév.  i"). 

o.  Si  l'on  a  D,  —  2I,  — Dq  >  o,  on  peut  bien  avoir  -^  entier,  mais 

non  — entier.  Dans  ce  cas,  en  posant  j:=   ,  on  trouvera  de  suite 

les  formules  de  l'énoncé. 
Les  réciproques  de  4  et  5  se  prouvent  comme  celle  de  3.  Pour  le  cas 
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de  1,  =  o,  les  racines  deviennent  égales  et  de  signes  contraires.  Il  faut 

faire  m  ̂   o,  d'où 

JT  =1  it  A(é,  f, .  .  .  c,  h,  aAj,     x'=  ±  o,  Aii»,  c, .  .  .  c,  h,  ik), 

,  Do 
selon  que  —  est  >  on  <  i . 

I^es  casD,=:i,  D,i  =  i  donnentaussideiix  racines ayantmème période, 

21, 

puisque  alors  les  quantités  — ^  ,  -— ^  sont  entières. 

JS .  B.  Ces  cas  particuliers  D,  :=Do  ,  ~-  entier  et  -=^  entier,  devant 

être  distingués  avec  soin  dans  la  résolution  de  l'équation  indéterminée 
D,  oc^  —  2I,  xj  —  Do^^  =  M ,  nous  avons  cru  devoir  les  exposer  avec 

quelque  détail. 
Le  cas  de  Do  négatif  se  ramené ,  comme  on  la  vu ,  à  celui  de  D„  posi- 

tif, et  ce  qui  a  été  dit  dans  l'énoncé  suffit  à  cet  égard. 

Proposition  quatrième. 

a   Si  l'on  représente  par  a.,  a',  a", .  .  .  a  "^  les  numérateurs,  et  par 
»   /3,   ,6',  /3",...  /S^"'^   les   dénominateurs  des  fractions  convergentes 

»  vers  la  racine  x'  =  q,,  q^,  ■  .  .  qg^lg-t-n  ■  ■  •  'ig^n)  de  l'équation  du 
»  second  degré  et  terminées  respectivement  aux  quotients  périodiques 

ly*»  '/A-t-H'  '{k^ini-  ■     dont  le  premier  appartient  à  la  première  pé- 

riode ,  les  nombres  a,  a', .  .  .  /3,  /3', .  .  .  formeront  deux  séries  récur- 

rentes de  même  échelle,  de  sorte  qu'on  aura 

»   ( 

»   De  plus ,  si  j ,  j,  représentent  les  fractions  convergentes 

»   on  aura  lip  ==  y' -\- S .        5^(  —  iV'. 

»  le  nombre  n  étant  celui  des  termes  de  la  période.  L'échelle  de  rela- 
»  tion  2:p,  —  i  sera  la  même  [)our  les  deux  racines,  et  quel  que  soit  le 
»   quotient  initial  (/a- 
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'  Si  l'on  pose     ((p  ■+-  \/p-  —  g)'"  =  4)  -h  ̂   V'<P'  —  ̂   > 

»   on  aura  a''">  =  a<t>  -t-  (a'  —  <pa)  '4' , 
i3('")=|8(I)-h(â'-(piS)*, 

»  et  si  dans  ces  formules  on  change  le  signe  de  i',  on  aura  des  frac- 
»  lions  convergentes  vers  la  seconde  racine  et  terminées  respectivement 

»  aux  quotients  périodiques^^',  7/^,,,  (j^\.,„.  .  .  L'indice  A"'  est  7/  —k 
..  si  l'on  pose  J^' =  (7.  '  7^' •  • -7*»  •  • -V")' 

»    «l'où  -■^"=  o(</„,^„_,,...  ry.)  =fy,,  y:,^3',... 

"  cet  indice  étant  compté  à  partir  du  premier  terme  de  .r";  ce  serait 

»  A:  +  2  si  l'on  gardait  l'indice  de  la  première  racine.» 

1.  Démonstration.  Si  l'on  représente  par  a, ,  a,', .  .  .  les  numérateurs, 

et  par  /3,,  ̂ ,',.  ..   les  dénominateurs  des  fractions  convergentes  qui 

précèdent-,  p.  .  . ,  on  aura,  en  vertu  de  la  formule 

[i,n)  =  {i,g){g->ri,n)  +  (i,g_i)(gr+  2,  7i)    {prélimm.5), 

les  équations 

a.'  =  uy'-[-  'J.,S',  ct[  =a.y-^ci,j  . 

a"  =  «>'+ a.cT',  j  /  a.  =x'y+a',J . 
t"'  =  a.'y+  a[J",  I  \  a";=y."y-\-a,"J'. 
I  >  et  pareillement  /  \ 

aw     =a!"'-')y_j.  «(."-.) ^'.  /  \^(.-î     =«;'"-'> -f- a';'— 'J^; 

d'où  l'on   tire 

=  «("-■  ̂ '  _,_  a('"-=)  ;^/'  +  £(.,>-''  ̂ S', 

=  a("— '(^'-H/)  — (J^y-^J')a('»-n=  a«>.a('"--'-  ça"-''. 

On  obtient  semblablement  /3  '"'  =  2<p./S''"  ̂   ''  —  t/S<"-='. 
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2.  Puisque  2(p  =  y'-\- t^  =  {k  +  i,  k -\- n)-h  {k  +  -2,   k  +  n  —  i], 

quand  on  renversera  la  période  et  qu'on  remplacera  f^^^,,  9a-(-2)--  7*-t-n 
par   qk^ni    qk+n~\i---  ^k^^    les  médiateurs  {k-\-i,k  +  n)  et   
\k-'ri,k-\-n —  i)ne  changeront  pas,  de  sorte  que  2<p  ne  changera  pas, 

et  il  en  est  de  même  de  «  =  (  ̂y'  —y(^')  =  { —  i)"  (prélimin.  1  ).  Or  le 
renversement  a  lieu  pour  la  période  de  la  seconde  racine;  donc  pour 

cette  racine  l'échelle  de  relation  reste  la  même. 

Si  l'on  fait  commencer  la  période  un  terme  plus  loin  et  que  (jk+ ,  , 
9*  +  2  5  •  •  •  Ça  -(-  «  soit  remplacé  par 

9a +  25    (jk-t-il  •   •  •   ̂k-t-nl  ̂ k-t-n+l  {qk  +  n+l    =  ̂ A-t-))» 

alors  2<p  =  (  A- 4-  i,  k  +  n)  -^  {k  +  2,  k-\-?i  —  i) 

deviendra        a(p'  =    k-\-  2,  k-\-  n  -|-  i)  -f-  (A-  +  3,  A  +  n), 

et  comme  on  a  iprélimin.  o 

^  A -4-  1 ,   k  -\-  n)  =  q^^^   (A  +  2,  A -t-  «)  -+-  (  A  +  3,  A  +  n ), 

-  A -H  2,  A4-w-)-i)=^^^„^.,(A-4-  2,  A -h  n)  +  (A  +  2,  k-\-n  —  i\ 

il  en  résultera  ,  à  cause  de  ̂ *^,  ̂ 7^^.„  +  ,, 

(A-4- 1 ,  A-H n)  +  (Ah-2,  A-f-n— i)  =  (A+2,  A4-n-4-i)  +  'k-\-  3.  A-l-n), 

011  2$  =  i<p'  ; 

c'est-à-dire  que  l'échelle  de  relation  ■2(p,  —  «  reste  la  même ,  quel  que 
soit  le  quotient  initial. 

3.  Soit  aj(f-\-  bj'"  le  terme  général  de  la  série  récurrente  dont  l'é- 
chelle de  relation  est  2(p,  —  s,  il  faudra  avoir 

a-x'"  -^  by"'  —  i<t)  \ax'"~'  -+-  ̂ ■'"~'  i-f-  i\ax"'~-  -\-  hy'"-^^  =  o. 

ou  ax""'^  [x^  —  2îj:  -h  ?  t  +  bj'"~^t  y^  —  açy  -j-  «^  =  o. 

Il  suffira  donc  de  prendre  pour  x  et  j"  les  deux  racines  de  l'équation 

Z^  —  202 -h  5  =  0, 

OU  x  =  e -t- \/(Z>-  —  i,     J=0  —  \/<î)^—i, 
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ce  qui  donne  pour  terme  général 

et  si  l'on  pose         ((p  ■+■  \/<p^  —  2)""  =  $  -f-  •^'  \/{p2  —  é, 

on  aura  aussi  (cp  —  V^*?"  —  «)"'  =  0  —  'i'  V'<p^  —  ê, 

ce  qui  réduit  le  terme  général  à 

[a  -+■  h)^  -+■  (a  —  bj-^  \/(p^  —  e. 

Un  déterminera  les  constantes  en  faisant  répondre  les  valeurs  mitiales 

a,  c'  k  w  =  o  et  m  =  i ;  on  a  ainsi 

a  -Jr  f>  =  a,     [a  -{-  b]ip  -\-  [a  —  b) 

ou  bien     a  -t-  è  =  a;     [^a  —  b)  \/<p^  —  é  =  a'  —  (p.a, 

d'où  les  formules 

a""'  =:a<I>-<-  (a'  -  <pa  )^,     /3<'"' =  /3.0  -4-  (jS'  —  <p./3)4', 

sous  la  relation 

■i.  Si  l'on  remarque  que  ad)  =  jc""  +  j'"  et  2'^'  \/(p''  —  £  =  x'"  — j'" 
sont  des  suites  récurrentes  de  même  échelle  atp,  — é,  on  en  concIin*a 

qu'il  en  est  de  même  des  quantités 

aO)  — (et'  — cpa)-i',      /3<D  —  { jS' —  <p/3)4', 

où  l'on  ferait  successivement  ni=  r,  2,  3.  .  . 
Or  si  dans  ces  formules  on  fait  successivement  /h  =  1  et  «i  :=  2,  on 

trouvera,  comme  on  va  le  voir,  deux  convergentes  vers  la  deuxième 

racine  à  période  inverse;  de  sorte  que  le  changement  de  signe  de  "i" 
donnera  les  formules  correspondantes  à  la  seconde  racine,  puisque 

l'échelle  étant  la  même,  il  suffit  d'oiitenir  deux  convergentes  pour 
avoir  toutes  les  autres. 

Tomp  \  .  —  AoiiT  1840  Jp 
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Pour  prouver  l'assertion  précédente,  soit  d'abord  l'équation 
T),jc- — aliJT  —  Do  =  o 

satisfaisant  aux  deux  conditions 

D, -t- al,  -  Do  >o,     D,  —  2l,-Do<o, 

de  sorte  que  les  racines  x'  et  jc"  sont  telles,  que 
jc'  =  [(],.  q^.  .  .q„), 

-X"  =o[q„,  7„_,)..-  q,)  =qU,q:,qî,.--  q'.  +  .)- 

Considérons ,  dans  la  première  racine ,  les  deux  convergentes  terminées 

respectivement  aux  quotients  q,,,  qn  +  n-,  convergentes  qui  sont  repré- 

sentées par  ,     ,{,  7^^-; — —..  Dans  la  seconde  racine,  si  nous  calculons 
•^        (2,  X)'    (2,   k-\-n) 

les  convergentes  terminées  aux  quotients  q'„  _^  et  (jf,, _ < ^ „  (on  bien  ̂ ^ ̂ j, 
qh+n-ir-21  si  nous  considérons  les  quotients  de  la  première  racine],  la 

première  convergente  prise  positivement  est  égale  à 

'  _  ■  ("  — I.  /t+aj 

o,  (jr„.</«-.v'/A  +  .  =  oH--   -^   •  -      („,/.+  ,)     =     {n,k+^)      • 
''""'"  ?„_.+...  (/î  — i,X-|-^) I 

en  renversant  l'ordre  des  quotients,  ce  qui  est  permis,  cette  pre- 

mière convergente  deviendra      ,,  ,'   -— . ^  (/--f-a,  «) 

La  seconde  convergente  prise  positivement,  qui  n'est  autre  que 

o,  (/„,  qn-i  —  qk+2,  7*+<'- ■  ■  q<  \  ?"' qn-,,-  ■  ■  7*^.3, 

sera  donc  égale  à 

(1,  n  —  1)  (k  +  7,  n)  +  (2,  n — i)  (X  H-2,  n — i) 

{\ ,  n)  {k  -\-  1,  n)  -\-  {1,  n)  (X  +  2,  n  —  i)      ' 

les  médiateurs  (i,  n),  (2,  ii),  (A-l-2,  n),  etc.,  étant  toujours  tirés  de  la 

première  racine  [q^,  ç,  v  */«)  ̂^  vertu  de  ce  qu'il  est  permis  de  ren- 
verser l'ordre  des  quotients. 

Cela  posé,   pour  m  =  i,  la  quantité   a<b —  [:L'—<p-x)'^  devient,  à 
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cause  de  O  =  (p ,  -^^  =  I ,  égale  à  acpa  -  a' ,  ou  bien 

2?)a-a'  =  [(i,  n)-\-{ci,  n-i)]{i,  k)  —  {i,  k  +  n) 

=  [(i,«)-<-(2,«-i)](i,A-)-[(i,«)(«-Hi,A--h«)-(-(i,«_,)(„_h2,Ah-/0J; 

mais  inA-i,n+/c)={i,k),     (n-^  2,  A -1-/7)  =  (2, /t); d'où 

2(pa— *'=(i,A)(2,n— 1)_(2,  A)(i,«-i)=(_,)*rA+2,  «-0 
(prélimin.  7).  On  trouve  précisément  de  même 

a(p/3  - /2  =  -(-!)*(/:+ 2,  ̂ ^), 

de  sorte  que  la  première  convergente  se  réduit  à  —  Lf+li^zzii^  connue 

on  l'a  vu  plus  haut. 
Ensuite  pour  m  =  2,  la  quantité  «(p  —  (a'—  <pa)  -^  devient,  à  cause 

de  *  =  2<p^  —  ê,  ■^  =  2(p,  égale  à 

a(a(p^  —  «)  —  (a'  —  (pa.)i<p  =  i(p(iaq)  —  af)  —  i.a 

=  [(i.  n)  -H  (2,  n  -  i)]  (A-H  2,  ,t  -  i)  (_  i)*  _  (, ,  A)(-  ,  )". 

Or,  en  divisant  par  (—  i)*  et  remarquant  que 

(i,«)(A--|-2,n-i)-(i,  «_i)(A+2,  n)  =  (-1)"-*  (1,  A), 

(comme  on  le  voit  en  remplaçant  g,  h,  A,  par  A-4-2,  n  —  i,  n,  dans 

la  formule  générale  de  l'article  7,  prop.  prélim.),  il  en  résultera 

(i,«  — i)(A+2,  n)  +  i[7.,  n—ï){k-\-  2,  n  —  i), 

numérateur  de  la  seconde  convergente.  Le  dénominateur  se  trouve  de 
la  même  manière  . 

Ainsi ,  pour  ce  premier  cas,  les  formules 

a<"'>  =  «O  —  (a'  —  <pa)-^, 

{(p->r\  (p-  —  i)'"  =  d)  -H  -^  s/^'zr^  ̂ 

ilonnent  les  convergentes  vers  la  seconde  racine. 

39- 
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Pour  toute  équation  du  second  degré,  on  trouvera  une' transformée 

tombant  dans  le  cas  précédent,  c'est-à-dire  que  les  convergentes  vers 
JCg^,  seront  données  par  la  double  formule 

et  comme  on  a 

en  remplaçant  x„^,  par  - — ^_^   , 
I      '  g-*-'  I  c<:>  ±:D+' 

on  trouvera  un  résultat  de  même  forme  pour  exprimer  les  convergentes 

vers  les  deux,  valeurs  de  jc.  Seulement ,  pour  la  seconde  racine,  en  rai- 

son des  termes  négatifs  qu'il  faudra  faire  disparaître,  les  premières 

valeurs  pourront  bien  n'être  pas  comprises  parmi  les  fractions  conver- 

gentes. 
Note  sur  la  réduction  des  formes . 

Si  dans  l'expression  ax'^  ■+■  ïbxj  -+-  c/^,  que  M.  Gauss  nomme 

forme  binaire  du  second  degré,  et  qu'il  représente  par  le  symbole 
{a,  b,  c),  on  pose  ̂ =  a,x'  -\-  fij',  y=:yjc'-\-  Jf',  on  trouvera  une 
nouvelle  forme  a'a/^  ■+-  ib'x'  j'  -\-  c'j'-,  les  nombres  a',  h',  c%  entiers 

aussi  bien  que  a,  b,  c  et  st,  /3,  y,  J^,  étant  donnés  par  les  équations 

//H-  aa/3  -+-b  a.^  -^  /3;  )  -(-  cyj". a'  =  rtx^  -+■  ibcty  -\-  cy-, 

// 

c'  =  afi-  +  -2b(Bé^-hcj-, 

qui  entraînent  celle-ci  : 

//-  —  a'  c'  = 

(/r
 

ac^    xS'  —  ̂ y)' ■ 

On  dit,  en  général,  que  la  forme  \a,  b,  c)  contient  la  forme 

(«',  b',  c'),  proprement  si  a.^  —fiy  est  un  entier  positif  et  impropre- 
ment si  a. S — (S)/  est  un  entier  négatif.  Si  acT  — (87  =  1,  on  dit  que  les 

formes  {a,b,c),  [a',  b',^)   sont  proprement  équivalentes,   mais    si 
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ctj —j2y=^ — I,  on  dit  qu'elles  sont  improprement  équivalentes.  Une 

condition  de  l'équivalence  des  formes  (a,  b,  c),  (a',  b',  c'  ),  c'est  donc 
l'égalité  des  nombres  b-  — ac,  b'^ —  a'c',  c'est-à-dire  des  déterminants 
de  ces  mêmes  formes. 

Réduire  une  forme  (a,  b,  c)  c'est  en  trouver  une  autre  qui  lui  soit 

proprement  équivalente  :  (a',  b',  c')  par  exemple ,  et  qui  soit  telle,  que 
les  coefficients  a',  b',  c'  tombent  entre  certaines  limites  dépendantes 

du  déterminant  b'  —  ac  ̂   D.  Lagrange  et  Legendre  n'ont  point  distin- 

gué dans  la  réduction  des  formes,  l'équivalence  propre  de  l'équivalence 
impropre.  Il  est  cependant  très  avantageux  de  le  faire  comme  on  le  voit 

dans  les  Recherches  arithmétiques  de  M.  Gauss.  On  peut  même  dire  que 

cette  distinction  est  indispensable  pour  certaines  recherches.  Les  règles 

exposées  dans  l'ouvrage  de  M.  Gauss,  pour  les  formes  de  déterminant 
négatif  n°  171,  et  pour  celles  de  déterminant  positif  non  carré,  n''  i83, 

n'en  font  réellement  qu'une  seule.  Comme  la  réduction  des  formes  com- 
pose la  plus  grande  partie  du  calcul  nécessaire  pour  la  résolution  des 

équations  du  second  degré,  j'ai  pensé  qu'd  était  bon  de  présenter  ici  un 
algorithme  pour  opérer  promptement  ces  réductions. 

Soit  la  forme  ax"^  -f-  ibxj  +  a'j'''  de  déterminant  b^  —  aa'  =  D. 

Pour  D  positif  non  carré ,  on  représentera  par  m  l'entier  immédiate- 

ment au-ilessous  de  \/\^,  et  l'on  fera  la  suite  de  divisions  marquées  au 

tableau  suivant,  en  ayant  soin  que  les  restes  /',  /•",  r  ", .  .  .  toujours 
moindres  que  les  diviseurs  a',  a",  à", .  .  .  soient  tous  positifs. 

Pour  D  négatif,  le  calcul  est  presque  semblable,  seulement  il  faut 

faire  /k  =  o,  et  prendre  les  restes  /■',  r",  r ', . . .  toujours  moindres  que  la 

moitié  des  diviseurs  a',  a",  a'", ...  ou  au  plus  égaux  à  la  moitié  de  ces 
diviseurs.  Ainsi  ces  restes  sont  tantôt  positifs  et  tantôt  négatifs. 

Oivideudes. 

a. 

Divisinirs. 
Quotients. 

Restes. r    -r^  m  —  b , 
Diff.  des  restes 

w-f-6    =A', 

a' 

/'', 

/   —m  —  b'. 
r'  —r  =zd'. 

m-i-b'  =A' — d' =  A", 

a" 

=  a  —h'd' 

/'■', 1''  •=zm—b'\ r"  —  /  =d'\ 

,n  +  b"=ù."—d" =  A"', 

a" 

—  a'—h"d" 

.       /'"'. 

/■■  =m  —  b"\ r"'—r"~d'\ 

,„  +  //'■=  A  "'—r/' 

=  A" 

1   "
' 

»  =  a"  — A"V/" 

,       /'", 

r'''=:ni  —  b'". r"—r=d", 

Les  formes  (rt,  b,  a'),  ia',  b',a"),  ia",b",  a'"),  (a'",  b'",  a'"),.  .  .  données 
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par  ce  calcul  ,  sont  toutes  proprement  équivalentes.  On  prend  pour 

forme  réduite  la  première  forme  [a'-"\  b"\  «'"  +  "],  où  le  coefficient  ex- 

trême a^"  +  '^  n'est  pas  moindre  que  le  premiei-  coefficient  a'" ,  ces  coeffi- 
cients étant  pris  absolument. 

Pour  le  déterminant  négatif  une  réduite  (A,  B,  C  )  est  telle ,  que  2B  est 

moindre  que  A  et  que  C,  et  que  A  <  ou  =  C  est  <  2  y  -^.  On  con- 
sidère seulement  les  valeurs  absolues. 

Pour  le  déterminant  positif  B  est  toujours  <\/D,  et  A  pris  positive- 

ment entre  VD  -hB  et  v/D  —  B.  On  peut  rejeter  la  condition  A<C.  I-e 

calcul  donne  plusieurs  réduites. 
Pour  plus  de  détails  et  les  démonstrations,  voyez  les  Recherches 

arithmétiques:  de  M.  Gauss  aux  endroits  cités. 
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SUR  QUELQUES  FORMULES 

POUR   LE  CHANGEMENT  DE   LA  VARIARLE   INDÉPENDANTE; 

Par  J.  LIOU ville. 

Dans  mon  Mémoire  sur  le  changement  de  la  variable  indépendante  f*], 

j'ai  donné  des  formules  générales  à  l'aide  desquelles,  p  désignant  un 
entier  positif,  on  peut  transformer  la  différentielle  à  indice  u  d'une  fbnc- 

lion  quelconque  prise  par  rapport  à  la  variable  indépendante  \/!r>  en 

d'autres  différentielles  relatives  à  la  variable  indépendante  jc.  Ainsi 

que  je  l'ai  fait  observer,  ces  formules  peuvent  être  utiles,  même  dans  le 
calcul  différentiel  ordinaire  où  les  indices  de  différenfiation  sont  des 

nombres  entiers.  En  voici  im  exemple  simple  : 

En  différentiant  plusieurs  fois  de  suite,  par  rapport  à  z,  les  dexw  mem- 

bres de  l'équation 

/■*    -«2  j        ̂ ■^    --2 ;      e       cos  7.ZU  nu  =  —  e       , 
on  trouve 

^  •je"  M-'    cos 2.ZU du  =  [ — l)  .y/TT  .        ̂ ^„  -, 

r/z' 

Mais  il  reste  à  effectuer  d'une  manière  générale,  c'est-à-dire  quel  que 
soit  l'entier  n,  les  différentiations  indiquées  dans  les  seconds  membres; 

c'est  ce  que  nos  formules  permettent  de  faire. 
Posons  ?=  \^Jc,  z-  ̂   x,et  rappelons-nous  que 

Wd    ̂      y) 

[*]  Journal  de  l'École  Polytechnique ,  XXIV""  cahier. 
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formule  qui  se  déduit  de  la  formule  (A,)  du  n°  Vl  du  Mémoire  cité  en 

remplaçant  l'intégrale  à  indice    qui  se  trouve  dans  cette  dernière 

par   une  différentielle  à  indice  — — .  Maintenant  soit    u  =  m  -{-  i, 

j-  =:  e~ ' '  =  e~ ^  ;  \]  nous  viendra 

d'où 

U  ne  reste  donc  plus  à  effectuer  que  la  différentielle  fi""""  du  produit t 
x^  e~^;  or  on  a  en  général 

fi".PQ  _       rf"Q         «  r/P    ̂ /"-'Q         «(«_,^    f/>p    f/"-'Q 

d.r"  f/.r"  I   ̂.r    rLz;"~  '  i^  ïAr'      djc''~^ 

formule  qui  se  termine  toujours  lorsque  n  est  un  entier  positif,  et  qui 

H: 

s'applique  immédiatement  au  cas  actuel  en  prenant  P  =  j:^,  Q  =  e~-'. 

On  trouvera  avec  une  égale  facilité  la  valeur  de  — '-   ;  mais  alors  il "  dz  '" 

faudra  partir  de  la  formule 

t  (  ̂ ~'     t. 

et  faire  u.  =  an,  ce  qui  n'introduira  dans  le  second  niembrr'  aucune 
différentielle  à  indice  fractionnaire  [*]. 

[*]  Au  surplus  une  simple  différentiation  suffirait  pour  passer  de  la  valeur  de  d'"  à 

celle  de  rf^"  +  '  ou  de  la  valeur  de  r/'"~'  à  celle  de  r/".  Ajoutons  qu'il  serait  aisé  d'arriver 

par  d'autres  movens  aux  conséquences  que  fournit  notre  analyse  :  par  exemple  on  pour- 

rait observer  que  la  recherche  des  différentielles  successives  de  e~  ■  '  dépend  du  dévelop- 
pement de  e""t=  +  *)'  =  e~-^ .e~^''' .e~''^  suivant  les  puissances  àeh;  mais  la  méthode 

jirécedente  méritait  aussi  d'être  indiquée. 
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M  É  M  0  I  R  E 

SUR    LES    COORDONNÉES    CURVILIGNES; 

PvR  G.  LAMÉ. 

Dans  un  travail  publié  par  le  Journal  de  l'École  Poljtechnique,  j'ai 
présenté  les  formules  générales  qui  peuvent  servir  à  transformer  des 
équations  aux  différences  partielles,  en  coordonnées  curvilignes;  mais 

comme  le  but  que  je  me  proposais  alors  était  purement  analytique, 

j'avais  négligé  d'interpréter  géométriquement  ces  diverses  formules. 
Cette  interprétation  complète  est  le  sujet  principal  de  ce  nouveau  Mé- 

moire. Je  vais  essayer  d'en  donner  ici  le  résiuné  succinct. 
Une  fonction  de  trois  coordonnées  linéaires,  égalée  à  une  constante, 

représente  une  infinité  de  surfaces  de  la  même  famille ,  qui  n<>  diffèrent 

les  unes  des  autres  que  par  la  valeur  numérique  de  la  constante,  qu'on 

peut  désigner  sous  le  nom  àe  paramètre.  J'appelle  surfaces  conjuguées 

oriJiogonales,  trois  systèmes  de  sin-faces  semblables  coexistant  dans  l'es- 

pace, et  ayant  entre  eux  cette  relation  déposition,  qu'iuie  siufaced'iui 
des  systèmes  coupe  à  angle  droit  toutes  les  surfaces  appartenant  aux 

deux  aulres.  L'ensemble  de  ces  surfaces  offre  un  genre  particulier  de 

coordonnées,  car  un  point  sera  déterminé  dans  l'espace,  si  l'on  con- 
naît les  trois  surfaces  conjuguées  qui  se  coupent  en  ce  point,  ou  les 

valeurs  numériques  des  trois  paramètres  qui  particularisent  ces 
surfaces. 

Le  nombre  de  ces  coordonnées  curvilignes  est  sans  doute  illimité; 

mais  la  condition  d'être  orthogonales  établit  des  relations  constantes 
entre  les  éléments  des  surfaces  conjuguées,  dont  la  connaissance  est 

nécessaire  pour  transformer  et  simplifier  les  formides  analytiques  ex- 
primées dans  chaque  genre  de  coordonnées.  Parmi  ces  relations,  il  en 

est  une  qui  indique  que  les  intersections  des  surfaces  conjuguées  ne 

sont  autres  que  leurs  lignes  de  courbure.  Cette  propriété  reniarquable 

a  été  démontrée  pour  la  première  fois  sur  les  surfaces  orthogonales  du 

Tome  V^  —  .Septeudue  iSJo.  4" 
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second  degré  parM.  Binet,  et  ensuite  d'une  manière  générale  par  M.  Ch. 
Dupin.  Quant  aux  autres  relations,  les  seules  qui  puissent  servir  à  la 
transformation  des  coordonnées ,  elles  expriment  les  lois  que  suivent  les 

courbures  des  surfaces  conjuguées. 

La  courbure  d'une  ligne  ou  d'une  surface  en  un  point  et  dans  un 
plan  déterminé ,  étant  totalement  définie  par  la  fraction  dont  le  numé- 

rateur est  l'unité  et  dont  le  dénominateur  est  le  rayon  du  cercle  oscula- 
teur,  on  peut  appeler  cette  fraction  coefficient  de  courbure,  ou  simple- 

ment courbure.  D'après  cela,  à  chaque  point  de  l'espace,  découpé  par 
un  système  de  surfaces  orthogonales ,  correspondent  six  courbures ,  en 

général  différentes ,  appartenant  deux  à  deux  aux  trois  surfaces  conju- 

guées qui  se  coupent  en  ce  point.  Les  trois  lignes  d'intersection  de  ces 
surfaces  forment  en  quelque  sorte  trois  axes  courbes  dont  le  point  con- 

sidéré est  l'origine. 
Chacune  des  surfaces  coordonnées  a  pour  ligne  de  courbure  les  deux 

axes  qu'elle  contient,  et  les  centres  de  ses  deux  courbitres  sont  situés 

sur  la  tangente  au  troisième  axe.  D'un  autre  côté,  chaque  axe  étant 
une  ligne  de  courbure  pour  chacune  des  deux  surfaces  coordonnées 

dont  il  est  l'intersection ,  cet  axe  doit  être  considéré  comme  offrant 
deux  courbures  différentes  mesurées  dans  les  plans  tangents  à  ces  sur- 

faces. Les  six  courbures  réunies  des  trois  axes  sont  d'ailleurs  les  mêmes 
que  celles  des  surfaces  coordonnées. 

Les  variations  que  les  six  courbures  éprouvent  lorsqu'on  passe  d'un 
point  à  un  autre  sur  les  axes  courbes ,  sont  soumises  à  des  lois  très  sim- 

ples. Pour  les  énoncer,  quelques  définitions  sont  nécessaires.  J'emploie 
l'expression  de  courbures  conjuguées  en  axe  ou  en  surface,  pour  dési- 

gner les  deux  courbures  d'im  même  axe  ou  d'une  même  surface  coor- 

donnée. J'appelle  plan  d'une  courbure,  celui  de  son  cercle  osculateur. 
Enfin  je  donne  simplement  le  nom  de  variation  d'une  quantité,  suivant 
une  certaine  ligne,  à  la  limite  du  rapport  de  l'accroissement  de  cette 

quantité  à  l'arc  parcouru  sur  la  ligne. 

D'après  ces  conventions ,  les  lois  qui  régissent  les  six  courbures  ex- 

priment d'une  part  que  la  variation  d'une  courbure,  suivant  l'ajce  nor- 
mal à  son  plan,  est  égal  au  produit  de  sa  conjuguée  en  axe,  par  son 

excès  sur  sa  conjuguée  en  surface,  et  d'autre  part ,  que  le  produit  des 
deux  courbures  dune  même  surjace,  augmenté  de  la  somme  des  carrés 
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de  leurs  conjuguées  en  axe  est  égale  à  la  somme  des  variations  de  ces 

deux  dernières  courbures^  suivant  leurs  arcs  réciproques.  Ces  lois  prin- 

cipales conduisent  à  d'autres  lois  secondaires. 

La  classe  des  surfaces  isothermes  méritait  d'être  étudiée  particulière- 
ment. Lorsque  les  trois  systèmes  conjugués  appartiennent  à  cette  classe, 

les  six  rajons  de  courbure,  en  chacitie  point  de  l'espace,  ont  des  gran- 

deurs telles,  que  le  produit  de  trois  d'entre  eux,  pris  dans  un  certain 
ordre,  est  égal  au  produit  des  trois  autres.  Cette  loi ,  que  j'avais  trouvée 
pour  les  surfaces  isothermes  du  second  degré  fait  donc  partie  de  la  défi- 

nition géométrique  de  tous  les  systèmes  de  surfaces  orthogonales  iso- 
thermes. 

Ce  Mémoire  se  compose  de  quatre  parties.  La  première  reproduit 
toutes  les  formules  de  transformation  citées  dans  mon  ancien  travail ,  et 

un  grand  nombre  d'autres  dont  j'ai  reconnu  l'utilité;  elles  sont  ici 
groupées  suivant  un  ordre  méthodique,  et  de  manière  à  en  faciliter 

1  emploi.  La  seconde  partie  contient  l'interprétation  géométrique  de 
ces  formules,  ou  la  démonstration  des  théorèmes  qui  viennent  d'être 
énoncés.  La  troisième  partie  considère  plusieurs  systèmes  particuliers  de 
surfaces  orthogonales,  tant  dans  le  but  de  vérifier  les  formules  et  les 

piopriétés  générales,  qu'afhi  de  donner  une  idée  exacte  du  grand  nom- 
bre de  coordonnées  entre  lesquelles  on  peut  choisir,  pour  atteindre  un 

but  spécial.  Enfin  la  quatrième  partie,  qui  formera  un  Mémoire  séparé , 

transforme  en  coordonnées  curvilignes  les  équations  de  l'équilibre 

d'élasticité  des  corps  solides  homogènes;  cette  application  était  néces- 
saire pour  indiquer  complètement  l'usage  des  formules  établies. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

Fonnules    de  transformation. 

§  ï- 
Lorsqu'un  système  de  surfaces  est  donné  par  l'équation  générale 

P—J{^^  J'  ̂ )»  le  paramètre  p  a,  pour  chaque  surface  individuelle  ,  une 
valeur  numérique  indépendante   des  axes  rectangulaires  auxquels  la 

4o.. 
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surface  est  rapportée.  En  outre,  les  expressions 

v/i 

drj  \dy J  \dzj    '     \dx^  dy'  dz' 

composées  des  coefficients  différentiels  du  premier  et  du  second  ordre 

de  la  fonction  p ,  conservent  les  mêmes  valeurs  numériques  pour  cha- 

que point  d'une  des  surfaces  proposées,  quels  que  soient  les  axes  co- 

ordonnés. J'appellerai  ces  expressions  les  paramètres  différentiels  du 
premier  et  du  second  ordre  de  la  surface  ou  de  la  fonction  p  ;  je  dési- 

gnerai le  second  par  le  symbole  Ajp,  et  le  premier,  à  cause  de  sa  fré- 
quence dans  les  calculs  qui  vont  suivre ,  par  la  simple  lettre  h  ;  ainsi l'on  aura 

n/(I dp\^  /dp\^  ,  d'l>  d'p  d'p 

Par  exemple,  si  les  surfaces  proposées  formaient  mi  système  de  siu- 
faces  isothermes ,  la  fonction  p  devrait  vérifier  une  équation  de  la  forme 

3-,  -t-  ̂ K  -t-  •     i     >-   \       .     f     ■    ̂ 3)-fôT-(l)"-(l)]/w  =  - 
dx'         df'         d: 

qui,  d'après  la  notation  introduite,  pourra  s'écrire  ainsi  : 

A^p-hKf{p),         ou  ̂ =f(p). 

Ainsi  l'on  pourra  dire  que  pour  les  surfaces  isothermes,  le  rapport  du 
paramètre  différentiel  du  second  ordre ,  au  carré  du  paramètre  diffé- 

rentiel du  premier,  est  constant  sur  chacune  de  ces  surfaces. 

§  II. 
Il  importe  de  remarquer  qu'une  même  famille  de  surfaces  pourrait 

être  représentée  par  une  infinité  d'équations  différentes,  entre  les  mêmes 
coordonnées  jc,  j,  z.  Car  si  le  paramètre  p  est  constant  sur  chaque  sur- 

face individuelle ,  une  fonction  quelconque  de  ce  paramètre  le  sera  pa- 

reillement; et  si  l'on  pose   £  =  F(p)  =  Fl/lx,  j^,  z)],   cette  nouvelle 
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équation,  au  paramètre  f,  représente  les  mêmes  surfaces,  quelle  que 
soit  la  forme  de  la  fonction  F. 

Lorsqu'on  change  ainsi  de  paramètre  intégral  pour  définir  la  même 
famille  de  surfaces,  les  valeurs  numériques  des  deux  paramètres  diffé- 

rentiels éprouvent  aussi  pour  chaque  point  des  modifications  corres- 
pondantes. Mais  il  existe  entre  leurs  rapports  et  ceux  de  leurs  différen- 

tielles, des  relations  constantes  qui,  comme  le  principe  de  l'homogénéité, 
servent  de  guide  dans  les  calculs. 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  «  et  A^ê  les  deux  nouveaux  paramètres 

différentiels  et  les  deux  fonctions  -r-  et  -r—  par  F'  et  F  ",  on  aura  succes- 
(ir.        rfp»    r  ' sivement 

£  =  F,  di  =  F'.dp,  r  =  F'.h; 

d'où  il  est  aisé  de  conclure,  par  l'élimination  de  F'  et  F", 

dt     dp  d>i  :ijs     li/t  A,,-. 

1  h  '  di  >!■  dr,  h 

D'ailleurs,  on  verra  ci-après  que  le  rapport  -j-  est  la  distance  normale  de 

deux  sui-faces  consécutives ,  et  plus  loin,  que  la  différence  (  ̂  —  ̂ '  j  est 
égale  à  la  somme  des  deux  courbures  de  la  surface  individuelle  qui  passe 

au  point  que  l'on  considère  ;  ces  deux  expressions  doivent  donc  con- 
server les  mêmes  formes  et  les  mêmes  valeurs  numériques ,  en  chaque 

point  de  l'espace,  dans  tous  les  changements  qu'on  peut  faire  subir  au 
paramètre  intégral,  pour  désigner  la  même  famille  de  surfaces;  et  les 

deux  relations  précédentes  ne  font  qu'exprimer  cette  constance  de  forme et  de  valeur. 

Il  suif  de  l'équation  -^  = '-  ,  que  s>  dans  une  fonction  (p  de  i  et  d'au- 
tres variables  on  passe  du  paramètre  p  à  celui  i,  on  aura  m  —  =  h~.  Il 

rfl  dp 

faut  aussi  remarquer  que  dans  l'équation  r  =  F'.  A ,  les  fonctions  )i  et  h 
peuvent  varier  d'un  point  à  l'autre  sur  la  même  surface,  tandis  que  F'(p) 
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reste  constant;  ainsi,  dans  ce  genre  de  variation  on  aura  «T»  =  F'.d h; 

d  ou  1  on  conclut,  par  1  elimuiation  de  f  ,  —  =  — . 

A  l'aide  de  ces  diverses  conséquences,  on  pourra  facilement  vérifier 

l'homogénéité  de  toutes  les  formules  établies  dans  cette  première  par- 
tie ,  ces  formules  devant  nécessairement  conserver  les  mêmes  formes  , 

lorsqu'on  change  les  paramètres  des  surfaces  coordonnées. 

§  III- 
Trois  systèmes  de  surfaces  représenté

es  
par  les  équations 

partagent  l'espace  en  une  infinité  de  parallélépipèdes  rectangles  infini- 

ment petits ,  il  s'agit  de  trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre 
lein-s  paramètres. 

On  a  d'abord  entre  leurs  coefficients  différentiels  du  premier  ordre  les 
trois  équations  suivantes,  qui  expriment  que  ces  surfaces  se  coupent 

orthogonalement  : 

i^) 

D'où  il  suit  que  si  l'on  représente  par  h,  hf,  h^,  leurs  paramètres  dif- 
férentiels du  premier  ordre,  ou  si  Ton  pose 

((!)■- (i)--(ïy=*-^
 

(»*^)       (êT-(i')'-(î)'=*î' I  (dj.y        (dp^\^        }dp^\  ̂   f^^ 

\\d^)-^\dy)^\dzj  ^^2' 

on  aura  pareillement  les  six  équations  transformées  : 

dp    dp^         dp  dp^         dp  dfj 

dj:   dx          dy  dy          dz   dz 

=  O 

dp^  rfpa        rfpi  dp^        dp^  dp, 

dx   dx         dy  dy          dz    dz 

=   O 

dp,    dp         dp,  dp          do,  dp 

dx    dx         dy   dy          dz   dz 

=  o 
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(3) 

h'  \dx 

'± 

I  do  dp 
h'  dz  dy 

I  rfp  rfp 

IÔILxJz 
I  dp  dp 

h^  dy  dx 

^■P. 

d^  ) 

dy 

dp, 

dz 

dpi  dp 
dz  dy 

dp,  dp 

dx  dz 

dpi  dp 

dy   dx 

I 

dx  . 

rfp 

^, 

dT 
d  Pi  dp, dz    dy 

=  o, 

rfp,  rfpi 

rfx    dz  ' 

(/pj  rfp, 

flfj'  dx  ' 
et  les  neuf  équations  suivantes 

dp 

dx 

± 

dy 
dp 

Hz 

h      /dp,  dp,  dp,  dp, 

h,  h,\dz  dy  dy    dz 

h      /  dp,  dp,  dp,  dp, 

h,  h,  \dx   dz  dz  dx 
h     /  dp,  df,  dp,  dp, 

h,  h,\dy  dx  dx  dy 

dp,  dp 

dz 

(4) 

dp,        A,  /dp,  dp         dp, 
dx  h,  h  \dz  dy  dy 

dp,        h^  /  dp,  dp  dp,  dp  \ 

iy  ~  hji  \dx  dz    ~  lûlx)^ 

h, 

TTh 

dp,  dp 

dy  dx 
dp  dp, dz   dy 

dp,  dp 

dx  dy 

dp  dp, 

dy  dz 
h,  /dp   dp,  dp  dp, 

h  h,  \dx  dz  dz  dx 

II,  /dp   dp,  df  dp, 

h  h,  \dy  dx  dx  dy 

3i9 

§  IV. 
Si  l'on  déduisait  des  équations  (i)  les  valeurs  de  x-,j,  z,  en  fonction 



do. dp, 
dp, d?. 

dp. dp. 

^' 

dy  ' 

Ih' 

dJ' 
dr  ' 

Ih 
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de  c ,  p, ,  Pj  ,  et  qu'on  les  substituât  dans 

h     h       h  dp        do        df  ̂ "'"""="         dx'     dy'     dz' 

on  n'aurait  plus  à  considérer  que  des  fonctions  de  p,  p, ,  p^.  Si  donc  on 
désigne  par  ds,  ds,  ,  ds^,  les  premiers  éléments  des  normales  aux  sur- 

faces p,  p, ,  fj ,  sur  lesquels  un  seul  des  trois  paramètres  varie,  on  aura 
évidemment 

dx     ,  1  dp    j  dy   j  1  dp      j  dz     ,  i   du    , 

d^'^P  =  ldx'^''        d^'^f^lâ^.ds,        -dp=j^^^ds; 

d'où,  multipliant  respectivement  ces  équations  par  dx ,  dj,  dz,  les 
ajoutant,   observant  que  djc'  ■+-  dj-  -\-  dz^  =  d^^,  et  que 

±dœ^±dj+'£dz  =  dp, 

on  conclut  ds  =  -j-.  On  démontre  de  même  que  dSf  =  -7-,  ds^  =  -^;  par 

suite ,  les  équations  précédentes  se  simplifient ,  et  l'on  a  le  groupe  sui- vant : 

/  '^P  _  7,2  '^ 

idx    —   "     dp   ' dy                  dp' '        dz     -    "     de' 

(5) dy                dp. dj,_          dz^ 

dz          "^^  d'.,' 

\dx    —    "^  dp,' dy   -  "2  dp,^ 

dp,           i^dz 
dz              -  dp. 

ou  celui-ci 

1  dx           1   dp 
dx            l    dp, 

di,  ~  h]!/^' 

dx            I    dp, 

dp,~  h]  d^' 

(6) 
/  dy          1   do 

Vdh   ~  h-'Ty' 

dy            i    do. dp,           I    dp, 

dy   ~  h\dy' 1  dz           1    dp 

\dj>    —h'  dz' 

dz   _    I    dp, 

dp,~  h\lh' 

dz           I    dp, 

d^,~h\'dE'' 
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qui  donne,  par  la  différentiation ,  les  formules 

''if        d^- à'  dz          A]    dz  ̂ 

dp,        ~        dp       ' 

(7)        /'^Tï^       '^f    ̂   d~'-iri       rfj.i^  d±^       d    '    '^f \7)  /        h\dx  h-     d.T  AW^  A.    ,7„  _h\Jz^_         h-lz 

dp       ~       *^       » ^.    rff.       ̂ ^dp^ 

h\    dz        h\  dz 
dp-,  dp. 

Soit  F  une  fonction  A&x,y,z,  que  l'on  rapporte  ensuite  aux  nouvelles 
coordonnées  p,  pt,  p2,  on  aura,  d'après  le  groupe  (5), 

(8) 

dF  dp         dF  dp          dF  dp 

dx  dx         dy  dy           dz  dz 

dp 

dF  dp,        dF  dp.        dF  dp, 

dx  dx  ~^  dy  dy  "^  ~d^  Hz 

-       '  dp.  ' 

dF  dp,        dF  dp,        dF  dp, 

dx  dx~^  dy   Tfy'^  ~d^  ~d^ 

"^dp,- 

§  V. Si  l'on  différence  successivement,  par  rapport  h  x,  j,  z,  les  trois 
équations  (2),  il  est  facile  de  voir  que  les  résultats  de  cette  opéraHon 
pourront,  d'après  les  formules    8),  être  mis  sous  la  forme 

(9). 

Si  l'on  substitue,  dans  les  premières  équations  de  ces  trois  lignes, Tome  V.  —  Septembre  i84o.  /.  [ 

^dp                ̂   dp. 
d  '^^                     '''■ 

d^    d± 
2,2        dx          j^       dx 

dp     "^^=    dp,     -«' 

d  -—                rf  — 

12       dy           ,„      dy 

^        dp     +^5    ,^^    =0, 

^  ̂'^                j  dp 
d  —y                d  — 

^       dp     ̂^i   do,     -0; 
,,  "^•°-                 j  dp, 
''^r           d~ 

/,  2        "^   ̂ _   h2       dx 

^^     dp,    +^?    dp,      -«' 
d'-p               d^-h 

7,2       dz           ,         dz ''=  dp,  ̂   *?  dp.  -  o- 
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les  valeurs  de  -^  ,  —'  ,  --%  données  par  le  groupe  (5 ) ,  et  si  l'on  com- 

bine la  première  ligne  d'équations (6)  avec  la  première  équation  '3) ,  on 
obtient  le  système  suivant  : 

dh^±  dh\^ 

I O  )  (  rff  df^  ' 

dh\'^  dhl^ 
7  q           do,  ,  ,       "   do, 
ni  -— j— :   h  h-  '    =  O, 

Ces  équations  différentielles  doivent  être  satisfaites  par  la  fonction  x, 

de  p,  f, ,  pa»  ainsi  que  par  les  fonctions  y  et  z.  Or  le  système  des  axes 

rectilignes  peut  être  changé,  sans  que  p^  p, ,  ̂ 2j  h,  h, ,  h^  prennent 

d'autres  valeurs;  la  distance  variable  x  d'un  point  de  l'espace  à  un 
plan  fixe  quelconque ,  exprimée  en  fonction  de  p,  p,  ,  pa ,  devra  donc  vé- 

rifier les  quatre  équations  (io"l ,  ou  les  suivantes  qui  ne  sont  que  le  déve- 
loppement des  premières  : 

(lo  bis) 

d'x 

dh 

df. 

dx 

do 

+ 

I    dh, 

T,~dô 

dx 

dp. 

d'x      1 

I dh 

dx 

,    dh 

dx 

dp^do 

Â", 

~do 

di^ 

-+- 

h  dp. 

~do 

d'x 
I dh 

,  dx 

+ 

.    dh. 

dx: 

d?,do,    ' 

h 

do 

do. 

Kdp 

dp-, 

"-m 

+ 

h\ 

fdx_ 

\do. 

=  o, 

=  o, 

§  VI. Le  développement  des  équations   ("j     donne,   en  ayant  égard   au 

groupe  (9  1,  les  formules  suivantes,  qui  sont  très  utiles  dans  la  trans- 



PURES  ET  APPLIQUÉES, 

formation  des  équations  aux  différences  partielles 

323 

dx        I    dh  dij  lO   dh,  do,  dx  i    dh  do  h'   d/i,  dû, 

dp,  h   dp,  dx         h  ̂    dp   dx  '        dp,  k   dp,  dx         h  l   dp   dx 

dy        \    dh  dp  /;'   dh,  dp,  dy  l    dh   dp  h^  dh,  dp, 

dp,  h    dp,  dy         li  \    dp    dy  '        do,  h   dp,  dy         h  ̂    dp   dy 

,  dp  do 
d  ~T  d  -^ 

dz        1    dh   dp         h''   dh,  dp,  dz 

dp,  h   dp,  dz         h]    dp   dz   ̂        dp. 

1    dh  dp  h'    dh,  dp, 

h    dp,  dz  h]   dp    dz 

i 
(M)     . 

dp, 

dx 

dy 

dp. 

dz 

'd^r 

1   dh,dp, 

h,  dp,  dx 

I    dh,  dp, 

h,  dp,  dy 

I    dh,  dp, 

h,  do,  dz 

dh,  dp, 

dp,  dx 

h]  dh,  dp, 

hl  dp,  dy 

h  J  dh,  dp, 

h  l  do,    dz  ' 

dx 

'~dp~ 

dy 
dp 

lî 

dp 

I    dh,  dp, 

h,    dp  dx 

I   dh,  dp, 

h,   dp  dy 

I    dh,  dp, 
'h,~do1ï 

h\  dh    dp h^    dp,   dx 

h]   dh    dp 

1?    dp','dy' 
h]   dh     dp 

P"  df,    Iz 

'El  d^ 
dx         I    dh,dp,         h\  dh   dp  dx  i    dh,dp,        h\  dh,  dp, 

dp  h,  dp  dx         /|3   dp,  dx  '         dp,  h,  dp,  dx        h  \  dp,  dx 

^y 

dp 

d'-t 

y         I    dh,dp,         h\  dh  dp  dy        i    dh,dp,        h\  dh,  dp, 

h,   dp  dy         h^   dp,  dy  '         dp,  h,  dp,  dy         h  J  dp,  dy 

d^ 
dz  I    dh,  dp,        h  l  dh   dp 

dp. 

dz         1    dh,dp,        h\  dh,  dp, 

dp  h,   dp    dz         h^  dp,  dz  '         dp,  h,  dp,  dz         Af  dp,    dz 

On  déduit   immédiatement  de  ces  formules  et  des  équations  (a),  le 

groupe  su i vaut  ; 

Zji.. 
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(12) 

d^         d^         d^ 
dp        dx     ̂     dp        dy     ̂      dp        dz 
dx     dp,          dy    dp^            dz     dp. 

=  o, 

d^                d^                d^ 
dp        dx     ,     dp        ̂ f      ,     dp       dz 

dx     dp,       '     dy     dp,       '     dz     dp. 

=  o; 

d^                d^                 d^ 
dp,       dx    ̂      dp,      dy      ̂      dp,       dz 

dx      dp       '     dy      dp       '     dz      dp 

=  o , 

d^                 d^                  d^ 
dp,      dx     ̂     dp,       dy      ̂      dp,       dz 

dx    dp,       '     dy    dp,        '     dz     dp. 

=  o; 

d^                d'^°                   rf  ̂ dp,      dx     ,     dp,      dy      ̂     dp,       dz 

dx     dp,        '     dy     dp,        '     dz      dp. 

=  o, 

^dpj_               ̂ dp,                ̂ dp, dp,      dx     ̂     dp,      dy      ̂      dp,       dz 

dx      dp       '    dy      dp            dz      dp 

=  o; 

lequel  ne  comprend  ,  à  proprement  parler,  qu'une  seule  équation  dis- 
tincte et  nouvelle;  car  les  cinq  autres  se  déduiraient  de  la  première,  en 

difïérentiant  par  rapport  à  p,  f ,  ou  pa,  les  équations  (2),  et  en  ayant  égard 

aux  formules  (9).  Ce  groupe  est  fort  important  par  la  conséquence 

géométrique  qui  en  sera  déduite  (  deuxième  partie  ) ,  sur  la  nature  des 

courbes  d'intersection  des  surfaces  orthogonales. 

§  VII. On  déduit  encore  des  formules  (11)  des  équations  de  la  forme 

rf  f^  d^  d^ 
dp       dx  dp       dy         dp       dz         i  ̂h 

dx    dp,  dy     dp,  dz    dp,  dp,  ' 

qui  ne  sont  que  des  conséquences  des  équations  (  2  bis)  ;  et  d'autres 
telles  que  celles-ci 

f    o\  dp,       dx  dp,       dz  dp,       dy      A'  dh, 

^^     '  d^  lîf,       *■  rf7     dp,    "^  Ih      dp,     ~   ~   T,~d'p  '' 
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qui  se  déduiraient  aussi  fort  simplement  des  formules  (  9).  A  cette  équa- 

tion (i3)  correspond  donc  un  nouveau  groupe  de  six  formules,  qu'il 
serait  facile  de  composer. 

Enfin  le  groupe  (i3),  en  vertu  des  équations  (2) ,  en  donne  un  autre 
comprenant  six  équations  de  la  forme 

^  d'^       rff^      d'^^ dp       dx      f     dp       dy      ̂      dp       dz 
dx    dp,            dy    dp,             dz     dp. 

_  /i'  dh. 

~  T,lh 

qu'on  peut  établir  directement  d'une  autre  manière.  On  a,  en  effet, 
d'après  les  formules  générales  (8), 

rf^  /rf^  fi'lîi  d^\ dx         il    dp,       dx  dp,       dx  do,      dx     j 
dpi  h]  \dx     dx  dy      dy  dz      dz 

d^                d^                 d^\ 
dp,      dx  dp,      dy  dp,       dz    \        i    rfA,  ̂ 

dx     dx  dy      dx  dz      dx    /  h,  dx  ' 

d'où  il  est  facile  d'établir  les  équations  suivantes 

d 
dx  ̂ _    I    f  dh,  dp  dh,  dp,         dh,  dp^ 

>2  dxj^ 

dp,  h,  \  dp  dx  dp,  dx  dp. 

^dp,
 

[l[\bis)     i       dy  _  i    /dh.dp  dh,  dp,  dh,  dp, 
dpi  h,  \  dp   dy  dp,    dy  dp,  dy 

d^Il 

dz      I    / dh,  dp  dh,  dp,  dh,  dp. 

dp,  h,  V  dp  dz  ̂ ^  dp,    dz   ̂   dp,    dz)'' 

et  d'autres  analogues,  qui  conduisent  facilement  au  groupe  (i4)- 

§   VIII. 

Si  l'on  rapproche,  dans  les  groupes  (i  i)  et  (i4  bis) ,  les  équations  qui 

donnent  les  valeurs  des  trois  coefficients  de  la  fonction  1  -^  j  en  p,  f , ,  pj, 
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ces  trois  équations  pourront  s'écrire  ainsi  : 

d  -^  d  - 
h  dx  I    rfp,    j       h. 

do.  A,  djc  do 

.h d  -^  d  - 
h  dx       I   rfpj    ,       Aj 

d  T  ~r  ,  d  -  d  - 
Il  dx       ̂     I   rfo,    ,         h  1   dp,    j         h 

dp       ~         T,d^'"-'lf,    ~  h.'d^'^'^'d^' 

Soit  maintenant  posé,  pour  simplifier, 

_i=H,     hJ=X,     h|=Y,     hÎ=Z; 

il  sera  aisé  de  conclure  des  équations  précédentes,  et  d'autres  sembla- 

bles que  l'on  obtiendrait  d'une  manière  analogue,  le  système  d'équations 

-î^  —  X  —  —      —  —  X    ̂   dn^ 
dp,  ""      '  H     rfp  '       dp,  ~      =  bT  "rfT' 

"^'^^    \  rfi:--^^H;rf^'    rfT-'^rrf^' 

rfp  ~"      H^  rfp7  '    Â7  ~    '  H^  rfpT' 

lequel  aurait  encore  lieu  en  y  substituant  Y,  Y, ,  Y',,  ou  Z,  Z, ,  Zj,  à 
x,x,,x,. 

Or,  pour  que  la  fonction  X  de  /: ,  p, ,  fj,  existe,  il  faut  que  ses  coef- 

ficients différentiels  3 — =r- ,   -r—r,   -r-r-  aient  les  mêmes   valeurs,   de 
dp, dp,      dp,d?      dpdt-, 

quelque  manière  qu'on  les  obtienne  par  la  différentiahon  des  équations 

(i5).  Ces  conditions  d'intégrabilité  conduisent  à  des  équations  différen- 

rfX  _                 I    rfH 
dp   ~             '  H.  rfp, 

.    rfH. 

rfX.                        r    rfH, 

dp.    ~~              ''VL,   dp. 

^  "h  rfT' 

dX,  _                 I    rfH, 

rfp,    ~~                 H    ~dp~ Y      •    '^H, 

'h;  rfi7' 
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tielles,  que  doivent  vérifier  les  fonctions  H,  H,,  Hj,    ou},  ̂ ,  -^1   et 

qu'il  importe  d'établir. 

§  IX. 

Si  l'on  égaie  l'une  à  l'autre ,  les  deux  valeurs  de  -; — — ,  déduites  par 

la  différentiation  des  deux  premières  équations  (i  5  ) ,  et  qu'on  substitue 

dans  le  résultat  les  valeurs  (i5)  de  ̂"  et  ̂',  il  vient 
dp,  dp,  ' 

rf  -  —  ,  1    dU, 

^  H,  dp,   H    rfp   "^  ̂'        dp,       ~  •^'  H,  rfôT  U  "^  "^  ̂'       do,  '    ■ 

or  cette  équation  doit  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  position  de  l'axe  aux 
cosinus  X,  X, ,  Xj,  sans  que  les  fonctions  H,  TI, ,  Hj,  participent  de 
cette  indétermination;  il  faut  donc  que  les  coefficients  de  X,  etdeX^, 

dans  les  deux  membres  de  l'équation  précédente,  soient  égaux  ;  ce  qui 
conduit  au  groupe  suivant,  facile  à  compléter  : 

d  -L  — H.  dp, 
dp. 

,  ,  i  dn, 

dp 

1    rfH. 

H     dp 
do, 

1 

du I    dU, 

c 

dp. 

'H.    dp,' 

I 

du. 

I   du 

¥ 

dp 

■  s;  7f 

I 

du. 

\    du. 

ui 
If, 

U    dp  ' 

1     dU 

H,  dp,    _    r    dû 
dp,        ~  H,  dp, 

l 

rfH. 

dp,'
 

i  du, 

H     dp           1   du. 1 

du, 

dp,        ~  U,  dp. 

■  'Û 

dp  '
 

I  du. 

H.  dp,           I    du. I 

du 

dp                 U     dp 

■  H, 

dp,  ■ 

Ces  six  équations  n'en  comportent  qtie  trois  distinctes,  car  les  deux 
situées  sur  une  même  ligne  horizontale  sont  respectivement  identiques 
à  l'une  des  suivantes  : 
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(i6  his) 

d'H 

_    I    rfH 

rfH.          I    rfH 

dB., 

dp.dp. 

~  H^    dp. 

rfp,   "*"  H^  "^ 

dp,'
 

rf'H, 

_    1    rfH, 

rfH,          I   rfH. 
dB. 

dp,dp 

~  H^  dp. 

rfp   "*"  H    rfp 

rf?7' 

dH, 

_     1   rfH, 

rfH           I    rfH, 

dE, 

d?  dp. 
"    H~  "7p 

rfp,  "^  H,  dp. 

dp   ■ 

Il  est  à  remarquer  que  ces  équations  peuvent  se   mettre  sous  une 

autre  forme,  car  en  y  remplaçant  H,  H, ,  Hj,  par  t?  y,  i-  ■>  ̂ ^^^^  ̂ ^~ 

{i6  ter) 

..// 
'■i^ 

dp 

.4. -1- 
''*       dp. 

dp 

d'où  il  suit  que  les  fonctions  -rt  -ri  T  '  vérifient  respectivement  l'une 

des  trois  équations  différentielles  du  second  ordre  (10),   auxquelles 

satisfont  toutes  les  fonctions  du  premier  degré  en  j:,  ̂ ,  z. 

§  X. 
Si  l'on  égale  l'une  à  l'autre  les  deux  valeurs  de  -^  données  par  les 

équations  (i5),  et  qu'on  substitue  dans  le  résultat  les  valeurs  de  -~ , 

^    \   d-Q. '12^,  '1?^  (i5),  _5ii^  (16),  on  obtient  une  nouvelle  relation  en  H, 
rfo,    '     dp,    ̂        '  dp,        ̂        -" 



PURES  ET  APPLIQUÉES.  329 

H, ,  Hj ,  et  des  calculs  semblables  forment  le  nouveau  groupe 

(^7) 

d 
i   rfH 

I    du. 

H,  rfp, 

+ 

Ë.~df 

dp 

-+- 
1 

h] 

I 

rfH, 

= 0 

I  rfH, 
1    rfH d 

H~4" 

dp 

+ 
d 

H,  df, 

dp. 

-H 

F 

dp, 

I 

■  H 

rfH 
rfo, 

= 0 

d 

I   rfH, 

d 

I   rfH, 

H,   dp.   _      H,   dp.    ,     i^dO.      t_  du, 

dp,        ~        dp,       ~^  Ûlp    'â~dp 

Les  équations  (16)  combinées  deux  à  deux  conduisent  au  résultat 
suivant  : 

yH,  rfp,  'H    rfp  y  _      VH  "^'H^rfp'J  _       VH^  rfp.     H,  dp, 
dp,  dp,  dp 

dH  dB,  dH,    ,    rfH  dE,  dE,\ 

En,B,  \dp,   dp    dp,   ̂   dp,  dp,    dp  J' 

d'où  il  suit  que,  R  désignant  une  certaine  fonction  de  p,  p, ,  pj,  on  a 

/    i    dR      I    rfH,  _  d'K        I    dB,       i    rfH  _    d'K       _i_  dB,       i    ̂ ,    _     rf'R 

\  H^  rfp"»  '  H  "rfp"  ~~  dpdp,  '    H  "^  ■  H'j  rfô",  ■"  dp, dp  '    H^  rfpT  '  HJ  rfp7    ~  dp,  dp,  ' 

'  )  I         (dJB  dB,  dB,  dB  dB,  dB,\  _       rf^R 
\  HH,HiV<'P2    dp    dp,  dp,   dp,      dp  J         dp  dp, dp,' 

Les  équations  (17)  ajoutées,  après  avoir  été  multipliées  respectivement 

par  Hj,  H,,  H,  donnent 

d 
1   dB,B, 
H      dp 

-)- 

_,    I   dB,B 

dp. 

H- 

</ 
I    rfHH, 

H,     dp. 

dp 

dp. 

(20) I    dB,  dB,         j_  d_B,  dB  i    dB  dB, 

H  "rfp"  ~dp  B,  rfp7  rfp^         H^  rfp",  rfpT' 
Tome  V. — Septembre  1840.  4^ 
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§  XI. Les  équations  fi 5)  donnent,  en  prenant  celles  qui  ne  contiennent 

que  deux  termes , 
I  rfH, 

I   rfX I  dn,       I  rfx, I    ̂ H          1    dX, H     dp 
■~  X,  dp,  ' 

H,  dp,  ~  X,  dp,  ' H,  dp,  ~  X    dp t   rfHj 
1    dX 1    dE          I    rfX, I    r/H,           1    dX, 

H~
 

~  xl  i^' 

Û,  dp,  ~   X~df^ 
1^  rfo,  ~  x;  "rfi; 

Ces  valeurs  substituées  dans  les  trois  équations  (i5)  expriment  que  la 

somme  (X^ -t-Xj -|-X^)  est  indépendante  de  p,  p, ,  Pi,  ce  que  l'on  savait 

déjà,  car  cette  somme  est  l'unité,  d'après  les  formules  (3). 
Si  l'on  substitue  les  valeurs  i  21)  dans  les  équations(i6) ,  elles  ne  con- 

tiendront plus  que  les  fonctions  X,  X,,  Xo ,  qui  peuvent  représenter 

les  cosinus  des  angles  qu'une  droite  quelconque  fixe  fait  avec  les  nor- 

males aux  surfaces  p,  f, ,  pi',  et  l'on  aura 

,7  1  11'  /  -L  12ii 

i        X     dp     _    I    dX,       I    £X_,  '    X     dp    _  2_  f£^  J_  £2L' . 
y         df,         ~   X  ~dp    '  X,  lif,  '  dp,        ̂   X     dp    X,  If,  ' 1    _i_  dx,  j  _L  15 

{7.1]         (       X,    dpT  _  i    dX       I   dX,  X,    dp,  _    I    dX,j_dX^ 

'          d'p          ~  X,  df,    '   Xlif  df,  ~X,~df,X,'dp,' 
I    rfX  I    rfX, 

X,d^,  I    dX,       1    dX  X,7Z            1    dX     i    dX, 

dp,  X,    dp,    ■  X,  dp,  '  dp  X,  dp,    X     dp 

ou  bien  les  trois  suivantes,  seules  distinctes  les  unes  des  autres. 

iiT.  bis) 

Les  mêmes  substitutions  faites  dans  les  équations  (17)  conduisent  à 

rf'X dp,dp. 
l 

~  
X, 

dX 

dp. 
dX, 

If, 

I 

dX 

Ip, 

dX, 

d^X, 

I 

dX, dX, 

I 

dX, 

dX 

dp,dp 

~  x^ 

dp. 

~df 

+  x 

~dp 

'dp,  ' 

d'X, 

dp  dp, 1 

~  
X 

dX, 

dp 

dX 

■^i 

dX, 

'df. 

dX, 

~df' 
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des  équations  que  l'on  retrouverait  en  combinant  entre  elles  les  rela- 
tions {22  bis)  et  celle-ci  : 

(cfiter)  X'' -^  X'i -^- XI  =  i . 

Ainsi  les  quatre  équations  précédentes  sont  les  seules  auxquelles  doivent 
satisfaire  les  cosinus  des  angles  que  les  normales  aux  surfaces  orthogo- nales font  avec  un  axe  fixe  ,  pris  arbitrairement. 

Il  est  à  remarquer  que  ces  équations  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

(23) 

x;  dp,       j_  x;  dp, 
dp,          x;  dp, 

,_^dX,  j_dX, 
XI    dp,  .1  X'    do 

'—  =  o. 

X'         dp        ̂ X] 
,    I     dX,  I    dX, 

_       X'     dp         2  X;   dp,  _ 

X?       dp,       "•"  X'       dp       —'^ 
X^  +  X^;  +  Xl  =  I. 

§  XII. 

Le  groupe  d'équations  (4)  conduit  à  des  formules  qui  donnent  les 
paramètres  différentiels  du  second  ordre  des  surfaces  orthogonales ,  en 
fonction  de  ceux  du  premier  ordre  et  de  leurs  variations.  Si  l'on  égale 

le  coefficient  de  J  en  jc  k  celui  de  ̂   en  j-,  ces  deux  foncHons  étant 
données  par  les  équations  (4)  (i"  case) ,  on  aura 

d-±- _±_fd^dp,_d^dp,dp^d^^dp^£p^\  h,h,  (dp,  dp,        dc,dp,\ 

h,h,\dzdxdy        dy  dz        dz   dy^       drdzdy)'^     dy      \lh'^~'dp1û) 

.    h 

=  jL.('ilù.±L^^'^.^£t._±^\       _±fhfdp.do,       dc,dp,\ 
h,h,\da-'    dz       dzdxdœ       dx  dzda:        dz    djn'   J '^     dx      ylilh  ~  ~dz  Ihc    ' 

ou  bien 

42. 
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h,  h,  \dz'^'^'        dz  ̂'^' 

d^  d'^  d- dpj       dz       do,      dz        do, 
dx     dx         dy     dy         dz 

I)] 

r  /  d—     rf—     d  ̂  \     /  d—    dJ-    d  ''  M 
I  ̂  j  rfp,      h,  h,        dp^      h,h^       dp^     hJiA  _dp^l  dp^_hji^       dp^     h,h^       dp,     h,hA 
\   dz   \dx       dx  dy       dy  dz      dz      J        dz   \dx      dx  dy      dy  dz       dz     J    \ 

D'après  les  formules  (5),  cette  dernière  équation  donne  la  première  du 
groupe  suivant,  qui  se  complète  en  égalant  successivement  les  deux  va- 

leiu'sde-;— ̂   et  de  -r-V  fournies  par  les  formules  (A). 
dzdx  dydz  *  ^     ' 

h      \    do,                  dp,                  ,,        dz  ,  ,      '/^  I       I   <i?i  ,,      h,h,       dp,           h,h,    . 

h,h,\dy                dy                       dp,  dp,    J  \dy           dp,          dy          dp,     J 

(                                               d^  d^\        l             d—                    d—\ 
h      I   dp,                dp,                        dx  dx    \       |   dp,           li,h,       dp,           h,h,    I 

h,  h,\dx  ̂           dx  '''          '    dp,  '    dp,    J        \dx     '     do,          dx     '     do,      J 

Si  l'on  ajoute  les  trois  équations  précédentes,  après  les  avoir  respec 

tivement  multipliées  par  -j^i  -f-i  -j^i  on  aura,  toute  réduction  faite,  e 

en  ayant  égard  aux  formules  (a)  et  au  groupe  (i3), 
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Si ,  au  contraire ,  on  ajoute  les  mêmes  équations ,  respectivement  multi- 
1  •  '  dp,     dp,     dp, 

phees  par  ̂  ,  ̂  ,  ̂  ,  on  trouvera 

A,  p,    .  ̂   h, "ïT-  H   :5   =  o- 

Enfin  si  on  les  ajoute,  respectivement  multipliées  par -j^,   -^,  -^,  leur 

somme  donnera,  d'après  les  équations  (2), 

y^2    I    dp_   _^_^^_^_^^_^    )    _    ̂ 2    (    4    _i^^_^   _^_f.^   _^ 
^       <ir    rfpj         dy    dp,         dz    dp,    I  '   \  <ic    do,         dy    dp,         dz    dp, 

équation  qui  est  identique  d'après  le  groupe  (i  i). 

§  XIII. 
Il  suit  de  là  que  les  équations  (4)  ne  donneront,  en  agissant  sur  la 

deuxième  et  la  troisième  case,  comme  il  vient  d'être  fait  sur  la  première, 
que  les  trois  formides  nouvelles 

A,p_'^-^"g/7r^     A.p._''-'°g£k     ̂ _^:^ 
^"^^i  h'    ~  dp  '  h]    ~        dp,        '  li\    ~        dp,       ' 

lesquelles  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

(24  bis) 

Les  formules  (24)  sont  utiles,  en  ce  qu'elles  permettent  de  simplifier 
l'expression  transformée  du  paramètre  différentiel  du  second  ordre 

d'une  fonction  quelconque;  car  si  <p  représente  une  fonction  de  x,j,  z, 

dh 

dp 

S,p           h   dh,          h   dh, 

~  T  ~  'h,'dp  ~^  F,^^ 
dh. 

A.o,          /,,dA,          h,dh 

d?. 

Â7~^,  ̂ ~*'Â"rf^' 

dh, 

d^ 

A,p,         h,  dh          h,  dh, 

h,           h   dp,         h,  dp,  ' 
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que  l'on  rapporte  ensuite  aux  nouvelles  coordonnées  p,  p,,  p^,on  aura successivement 

dfi         dp  dp  dp  dp^         dp   dp^ 

dx         dp  dx         dp^  dx  dp,  dx  ' 

d'p    d^p  (^?\        '^''P  f^P'Y         ̂ ''^  f'^°'\' 
dx'  dp'  \dxj         dp]    \dxj  dpi    \dx 

d'p    dp    dp,  d'p  do,  dp 

do, dp,  dx  dx  do 
''P  dp,  dp  d'p    dp  dp,         dp  d'p         dp  d'p,  dp  d'p, 

jdp  dx  dx  dpdp,  dx  dx  dp  dx'         dp,  dx'  dp,  dx'  ' 

et  il  est  facile  de  voir  que  si  l'on  calcule  de  la  même  manière  les  deux 

autres  coefficients  différentiels  -r- ,  -i—  ,  la  somme  des  trois  donnera 

df'      dz' 
j„d'p  j„  d'p  ,„  d'ci  dp   .  dp    ,  dp    ̂ 

^„jp  =  h^^+h^^^+hl^  +  ̂ ^,p  +  ±^,p,+^^A,p,, 

en  ayant  égard  aux  formules  (a)  et  (2  bis).  Or  les  équations  (24)  trans- 
forment cette  expression  comme  il  suit  : 

4  h        dp    J  \dp\         h,     dp,  J  '  \dpl        h,     dp, 

OU  plus  simplement , 

/       h     dp  h,    dp  h,   dp 

1     r\  A      „  7   2      7       1         ̂'i/'»  '^^      .  ̂'2/1  fi^i  hh,  dp. 

On  observera  aussi  que  le  carré  du  premier  paramètre  différentiel  de 

fonction  <p ,  d'après  les  valeurs  de  -7- ,  -7- ,  -r- , '  dx      dy      dz 

par  les  formules  (2)  et  (2  his) ,  a  pour  expression 

s)"+(ri"+(iT=*'e)"+*?v.w^"ns 

la  fonction  (p,  d'après  les  valeurs  de  -7-,  -y,  -r ,  calculées  ci-dessus,  et '  dx      dy      dz 

('6  )   m + m + m = *•  (^y + m  m' + *  >  '"  ̂ 
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DEUXIÈME  PARTIE. 

Courbure   des    surfaces  orthogonales. 

La  plupart  des  formules  établies  dans  la  première  partie  de  ce  Mé- 
moire signalent  des  propriétés  géométriques  qui  appartiennent  à  tous 

les  systèmes  de  surfaces  orthogonales.  Cette  seconde  partie  a  pour  objet 
de  démêler  ces  propriétés.  (Pour  éviter  toute  confusion,  et  pour  faciliter 
les  renvois,  les  chiffres  entre  parenthèses  continueront  à  désigner  exclu- 

sivement les  équations  de  la  première  partie  ;  celles  de  la  seconde  seront 
marquées  par  des  lettres.  ) 

§  I- 

Le  groupe  des  équations  (12)  indique  que  chacune  des  trois  surfaces 
P>  Pii  Pif  est  coupée  suivant  ses  lignes  de  courbure  par  toutes  les  sur- 

faces des  deux  autres  systèmes. 

En  effet,  considérons  une  des  surfaces  p ;  sa  normale,  rapportée  aux 
coordonnées  courantes  x',jr',  z',  aura  pour  équations 

si  x',j',  z'  représentent  les  coordonnées  d'un  des  centres  de  courbure, 
et  «T,  l'indice  de  la  variation  des  coordonnées  du  point  {x,j,  z)  de  la  sur- 

face, lorsqu'on  le  quitte  pour  marcher  sur  la  ligne  de  courbure  corres- pondante à  ce  centre  ,  on  aura 

et  l'élimination  de  {.v'-x),  {j'-j),{z'-z),  entre  les  quatre  équa- tions précédentes,  conduit  à  la  suivante,  en  observant  que,  par  hypo- 

thèse ,±j^,jc-{-±  J\  j  4-  I  J  ,z  =  o  : 
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Si  l'on  pose 

dz     ̂         dy  "    '      rfj  dz  '-"      dy  dx      ■' 

on  en  déduira 

Jcr.a:  + Jj^,j  +  3j^.^  =  o, 
cT.a"  J'î-a^ +J\ J-J'aJ+cTiZcTaZ  =  o; 

ce  qui  indique  que  le  point  de  la  surface ,  aux  coordonnées  x  -{-  SîX  , 
y  +  «^2^?  z-H  ̂ ^^z,  se  trouve  sur  la  surface  p  et  sur  la  seconde  ligne 
de  courbure. 

L'équation  de  condition  {a)  se  réduira  alors  à 

ou,  en  supposant  que  p,  et  o^  soient  les  paramètres  de  deux  surfaces 

coupant  la  proposée  p  rectangulairement ,  et  suivant  les  deux  lignes  de 
courbure 

rf  ̂   d^  rf  -f do.       dx         dp^      dy         do,      dz 
_ii   1   Il    rL  _|   l:       :=z   O 

dx    do,  dy     dp,  dz     do,  ' 

équation  qui  reproduirait  toutes  les  équations  (i  2). 
Ainsi ,  trois  systèmes  conjugués  de  surfaces  orthogonales  sont  toujours 

tels,  que  deux  quelconques  d'entre  eux  tracent  sur  une  surface  du  troi- 
sième toutes  ses  lignes  de  courbure. 

§  II. 

La  courbure  d'une  ligne  ou  d'une  surface,  en  un  point  et  dans  un 
plan  déterminé,  étant  totalement  définie  par  la  fraction  dont  le  numéra- 

teur est  l'unité,  et  le  dénominateur  le  rayon  du  cercle  osculateur,  on 
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peut  appeler  cette  fraction  coefficient  de  courbure,  ou  simplement  cour- 

hure.  D'après  cela ,  à  chaque  point  de  l'espace ,  découpé  par  un  système 
de  surfaces  orthogonales,  correspondent  six  courbures,  en  général  dif- 

férentes, appartenant  deux  à  deux  aux  trois  surfaces  conjuguées  qui  se 
coupent  en  ce  point. 

Les  trois  lignes  d'intersection  de  ces  surfaces  forment  en  quelque  sorte 
trois  axes  coordonnés  courbes,  dont  le  point  considéré  est  l'origine. 
Pour  fixer  les  idées,  je  désigne  ces  axes  courbes  par  les  noms  d'axes 
des  s,  des  .y, ,  des  s^ ,  et  par  surfaces  des  s^s^ ,  des  s^  s,  des  ss, ,  les  sur- 

faces conjuguées  p,  p,,  p^;  je  suppose  en  outre  que  la  première  tangente 

à  l'axe  courbe  des  s  soit  verticale,  et  que  l'observateur,  placé  sur  le  plan 
horizontal  tangent  à  la  surface  j,j.  ,  et  regardant  l'axe  desi,  ait  l'axe 
des  s,  à  sa  gauche,  celui  des  s.,  à  sa  droite. 

Dans  celte  représentation  géom.étrique ,  chacune  des  surfaces  coor- 

données a  pour  lignes  de  courbure  les  deux  axes  qu'elle  contient,  et 
les  centres  de  ses  deux  courbures  sont  situés  sur  la  tangente  au  troi- 

sième axe.  D'un  autre  côté,  chaque  axe  étant  une  ligne  de  courbure, 
pour  chacune  des  deux  surfaces  coordonnées  dont  il  est  l'intersection  , 
cet  axe  doit  être  considéré  comme  offrant  deux  courbures  différentes 

mesurées  dans  les  plans  tangents  à  ces  surfaces.  Les  six  courbures 

réunies  des  trois  axes  sont  d'ailleurs  les  mêmes  que  celles  des  surfaces 
coordonnées. 

Le  paramètre  de  chaque  surface  coordonnée  ne  varie  que  sur  l'axe 
qui  lui  est  normal  ;  il  reste  constant  sur  les  deux  autres.  Quant  aux  pa- 

ramètres différentiels  d'une  même  surface,  ils  varient  en  général  sur 
les  trois  axes,  et  ce  sont  les  grandeurs  de  ces  variations  elles-mêmes  qui 

déterminent  celles  des  six  courbures  (§  III).  Lorsqu'on  marche  infini- 

ment peu  sur  l'axe  des  s,  par  exemple,  le  paramètre  intégral  p  de  la 

surface  des.v,  Jj  change,  et  le  rapport  de  sa  variation  à  l'arc  parcouru 
donne  précisément  son  paramètre  différentiel  du  premier  ordre  (  §  IV 

première  partie).  Il  suit  de  là  que  dans  tous  les  changements  d'équa- 
tions, pour  représenter  une  même  famille  de  surfaces,  le  rapport  de  la 

différentielle  du  paramètre  intégral  au  paramètre  différentiel  du  pre- 

mier ordre  conserve  la  même  valeiu-  en  cliaque  point  (§11,  première 

partie). 

Tome  V. — SEPTr.MBiiF  rfijo  4^^ 
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§111. Soient  ds ,  ds,  ,  ̂̂ 2  5  les  arcs  à  parcourir  sur  les  normales  aux  sur- 

faces p,  p, ,  p2,  pour  passer  aux  surfaces  de  même  espèce  infiniment 

voisines;  da  et  da  les  angles  de  contingence  de  l'arc  ds  dans  deux 
plans  tangents  aux  surfaces  p^  et  p,  ;  da^  et  da,  ceux  de  ds,  dans  les 

plans  tangents  aux  surfaces  p  et  p^  ;  da,  et  doL^ ,  ceux  de  ds^  dans  les 

plans  tangents  aux  surfaces  p,  et  p  ;  et  soit  posé 

ds  =  c.  dn  z=  y.  dct, 

ds,  =  c,.da,  =  y,.da,, 

ds.2  =  c^.da^  =  y'i.da.^; 

(>i  1  <^i)j  {yii  (^)i  {.y  7  ̂'1)5  seront  les  rayons  de  plus  grande  et  de  plus 
petite  courbure  des  surfaces  p,  p, ,  pj. 

Les  équations  du  §  I  donnent,  en  désignant  par  x',  j',  z',  les  coor- 
données du  centre  de  courbure  au  rayon  ̂  , ,  de  la  ligne  s,  prise  sur  la 

surface  p , 

^J.,  =S(z'-2), 

<r,  indiquant  la  variation  par  rapport  à  p,  seul.  On  déduit  de  là 

do                   do 

d(i      dz        do      dx  \      ,   /  dp  dx         df>   dz 
   :3:^(!Z_     ZL 
dx  rfp,  dz    dpt   I  \dz  dp,         dx  dp, 

ou ,  d'après  les  formules  (  6  )  et  (  1 1  ) , 

dpfidhdp        h'dh,dp,\        dp  f  i  dh  dp         h'  dh,  dp,  NT  _   h   /dp  dp,        dp  dp, 

Zc\Jidf,Jz~h^,~dplh)~7z\Jidp[lh:~k^'dfdIj}~  h'\dzdx        dx  dz 

OU  enfin ,  en  réduisant , 

i   _  A  dk, 
y,  h,    dp 



h,  dh  _  , 

h    do,    ~  c   ' 

A,  dh,               1 

h,di,     —7,' 

h  dh, 

K  'dû 

h,  dh      I 

J   df,~   y' 

h    dh,    _      , 

h,    do    ~  0^  ' 

h,  dh, 
h,  dp, 

dh  _h 

ds,  ~  c  ' 

dh,  _  h, 

ds,   ~  7' 

dh,  h, 

ds   ~  c. 
dh   _h 

ds,         y  ' 

dh,  _  h, 

ds           y,  ' 

dh,  _  h, 
ds,          y. 
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Des  calculs  analogues  au  précédent  conduiraient  aux  six  équations  : 

ib) 

Si  l'on  a  égard  aux  formules  ds  = -j^,   ̂^,  =  ̂   ,  ds,  =  i^,    les  six 
équations  précédentes  pourront  s'écrire  ainsi  : 

[b') 

Elles  indiquent  que  les  six  rayons  de  courbure  sont  liés,  par  de  sim- 
ples proportions,  aux  premiers  paramètres  différentiels  des  surfaces 

conjuguées  et  à  leurs  variations.  Il  faut  remarquer  que  les  rayons  de 
courbure  déduits  des  équations  (  J)  seront  tantôt  positifs,  tantôt  né- 

gatifs, suivant  les  signes  des  variations  dont  ils  dépendent. 

Les  formules  (24  bis)  peuvent,  d'après  les  équations  {b),  se  mettre sous  la  forme 

dh  i,ci  I  I 

dp        Â~  ~  :^,  ~^  7' 
(c)  /  ̂'  _  'V.  ̂   1       1 

dp,  h,  '/:'"' 
dh,         â.,p,  I  I 

dp,  h,  Y  f,' 

Ces  équations  expriment  que  la  différence  (^  —  ~^\  qui  conserve  la 
même  valeur  pour  tous  les  paramètres  de  la  même  feinille  de  surfaces 
(§11,  première  partie),  est  égale  à  la  somme  des  deux  courbures  de  la 
surface  individuelle  passant  au  point  que  Ton  considère. 

§  IV. 
Toutes  les  équations  (16),  (17^    .  .  en  H,  H, .  H,,  peuvent  être  ex- 

43.. 
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primées  au  moyen  des  six  courbures  et  des  arcs  ds ,  ds, ,  ds^  ;  elles  sont 

alors  complètement  dégagées  des  paramètres  différentiels,  et  énoncent 

autant  de  propriétés  géométriques,  communes  à  tous  les  systèmes  con- 
jugués de  surfaces  orthogonales.  Pour  démontrer  ces  propriétés,  il  faut 

transformer  les  équations  [b]  en  H,  H,  ,  Hj ,  ce  qui  donne 

C*") 

La  première  des  équations  (i6)  [première  ligne]  devient  alors  suc- 
cessivement 

d~  d-  d- 
c     ,     H  Hj  „      c         I  rfH         HH,  ICI  I 

-T-H   =0,  H—  +  -—  -1   =o,  ~-   1   =o, 
«Pi  y   72  "p2  c  rfpj  yyj  Uj  ao^  yc         '/y^ 

1    f/H  _         H 1    rfH,  _         H, 

H^  'dp^  ~~         77  ' 

I    rfH,                 H, 

a    dp     ~          c. 
I    rfH  _         H 

H,  dp,    ~            y   ' 

I    rfH.  _         H, 

H     rfp    ~"          y.   ' 

1    rfH,  _          H 

H,  47  ~         > 

ou ,  en  observant  que  H,  ̂ ^2  ̂   -p-  =:  ds^ , 

rfi 

ds. 

En  répétant  les  mêmes  calculs  sur  les  autres  équations  (i6  i  ,  elles 

prennent  une  forme  analogue,  et  l'on  a  pour  les  remplacer  le  groupe suivant  : 

(d)  <^T 
*         Vt  V^i        y/  ds,         Ci  \yi        c,/ 

rf- 

rf- 

y     _    I 

rf^,            c (; 

rfl 

y.  _  ̂  

rf-fj               c, a 

rf-î 

_y=  _  i_ 

ds            c. 
(^ dsr        yAcj       y.y' 

De  ces  formiUes  on  déduit  plusieurs  autres  qui  méritent  d'être  citées , 
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telles  sont  les  suivantes  : 

(e) 

1 d~             d- 

rf-L          dl- 

yj  ds,             C,    dSi 

j 
dl-      dl 

1      Vj          I       c 

d^ 

y'
 

ds. 

rf  ̂       r/  —           d  -      d-^       d—, 

y\       y\  _     ̂ '       '^\        <^î 
ds,    '     ds             ds,    '     ds     '     ds. 

§  V. 
I]  faut  remarquer  que  les  six  courbures  semblent  se  partager  en  deux 

groupes  distincts,  le  premier  (-,  —,  —  j,  le  second  (-,  —,  -J.  Il  im- 

porte de  définir  ces  groupes  pour  bien  concevoir  les  propriétés  expri- 

mées par  les  formules  {d)  et  (e) ,  et  par  celles  qui  vont  suivre.  Si  l'on  se 
reporte  à  la  représentation  géométrique  adoptée  au  §  II ,  on  voit  que 

chaque  groupe  comprend  l'ime  des  deux  courbures  de  chaque  axe,  et 
aussi  l'une  des  deux  courbures  de  chaque  surface  coordonnée.  Les 
plans  des  cercles  osculateurs  de  chaque  groupe  se  coupent  tous  les  trois 

à  angle  droit,  et  il  est  facile  de  voir  qu'en  séparant  d'iuie  autre  ma- 
nière les  six  courbiu'es ,  on  formerait  dos  groupes  qui  ne  jouiraient  pas 

de  cette  propriété;  car  deux  des  cercles  osculateurs  de  chacun  d'eux 
auraient  le  même  plan. 

Ainsi  il  n'y  a  qu'une  seule  manière  de  séparer  les  six  courbures  en 
deux  groupes ,  de  telle  manière  que  les  plans  des  cercles  osculateurs  de 

chacun  d'eux  soient  orthogonaux.  Dans  le  groupe  (-  ,  —  ,  —  j,  la  coiu- 

bure  de  l'axe  des  s  est  mesurée  tangentiellement  à  la  surface  des  s-^s,  et 

son  centre  est  sur  la  tangente  à  l'axe  s.^ ,  placé  par  hy[)othèse  à  la  droite 

de  l'observateiu";  par  cette  raison  ,  on  peut  donner  à  ce  groupe  la  qua- 
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lification  de  groupe  de  droite.  Dans  le  groupe  (-,—,  —  ),   la  courbure 

de  l'axe  des  s  est  mesurée  tangentiellement  à  la  surface  des  ss,  ,  et  son 

centre  est  sur  la  tangente  à  l'axe  s, ,  placé  à  gauche  de  l'observateur;  ce 
groupe  sera  désigné  sous  le  nom  de  groupe  de  gauche. 

§  VI. J'emploierai  l'expression  de  courbures  conjuguées  en  axe  ou  en  sur- 
face, pour  désigner  les  deux  courbures  d'un  même  axe,  ou  celles  dime 

même  surface  coordonnée.  Par  exemple,  -  est  la  courbure  conjuguée 

en  axe  de  -,  et  —  est  sa  courbure  conjuguée  en  surface.  Il  est  en  outre 

permis  d'appeler  plan  d'une  courbure^  celui  de  son  cercle  osculateur. 

Enfin  je  donnerai  simplement  le  nom  de  variation  d'une  quantité  sui- 
i'ant  une  certaine  ligne,  à  la  limite  du  rapport  de  l'accroissement  de 

cette  quantité  à  l'arc  parcouru  sur  la  ligne.  Ces  conventions  établies  : 
Les  six  relations  (//)  sont  toutes  comprises  dans  cette  loi  :  la  varia- 

tion d'une  courbure,  suivant  l 'axe  uormal  à  son  plan,  est  égale  au  pro- 
duit de  sa  conjuguée  en  axe,  par  son  excès  sur  sa  conjuguée  en  surface. 

Les  trois  premières  relations  (e)  sont  réunies  dans  cette  loi  :  la  somme 

algébrique  des  variations ,  des  deux  courbures  dune  même  surface 

coordonnée ,  prises  normalement  à  leurs  plans,  et  respectivement  di- 
visées par  leurs  conjuguées  en  axe,  est  toujours  nulle. 

Enfui  la  dernière  des  relations  (e)  démontre  que  si  Von  prend  séparé- 
ment les  variations,  nonnales  à  leurs  plans,  des  carrés  des  courbures 

formant  le  groupe  de  droite,  et  de  celles  composant  le  groupe  de  gauche , 

le  produit  des  trois  premières  variations  sera  égal  au  produit  des  trois 
autres. 

§  VIL Les  équations  (17'!  conduisent  à  d'autres  propriétés  géométriques. 
Les  formules  i  b")  transforment  ainsi  la  première  : 

,H  H  .  2. 

c         "  y,  H  H,         „      '^,     H        y.  .   rfH  .    rfH.   _   H   H,. 
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et  si  l'on  observe  que  H,  rfp,  =  ds, ,  Hrfp  =  r/5,  on  a  simplement  : 
d-         d^ C  y  ̂ 

Ainsi  les  éqtiations  (  1 7)  peuvent  être  remplacées  par  le  groupe  suivant  : 

d-- 

c 

d  - 

d'-
 

dL 

(/) 

compris  dans  une  même  loi  qu'on  peut  énoncer  ainsi  ; 
Le  produit  des  deux  courbures  dune  même  surface,  augmenté  de  la 

somme  des  carrés  de  leurs  conjuguées  en  axe,  est  égal  à  la  somme  des 
variations  de  ces  deux  dernières  courbures,  suivant  leurs  arcs  récipro- 
ques. 

§  VIII. 

Si  l'on  multiplie  la  première  des  relations  [h],  première  ligne,  par  - , 

la  seconde  de  la  deuxième  ligne  par  - ,  qu'on   les  ajoute  ensuite ,   et 

qu'on  opère  d'une  manière  analogue  sur  les  autres  équations  du  même groupe,  on  obtient  les  nouvelles  formules 

d-L  dl- 

iS)       C^  "'y  'y'  '^•f.  \Y,  cj   c,y  ds. 

VVi         ̂ i/c.y,  ds  cc,c,         yy.y, 

lesquelles  remplacent  celles  (18). 
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D'après  ces  formules,  si  l'on  multiplie  la  somme  des  courbures  de 
chaque  surface  coordonnée  par  le  produit  de  leurs  conjuguées  en  axe,  et 

qu'on  rétranche  ensuite  la  variation  de  ce  dernier  produit  suivant  Vacce 
normal  à  la  surface,  on  aura  trois  dijjerences ,  lesquelles  seront  égales 

entre  elles.  De  plus,  si  Von  forme  le  produit  des  trois  courbures  de  cha- 
que groupe  de  droite  et  de  gauche,  la  somme  des  deux  produits  obtenus 

sera  la  valeur  commune  de  ces  différences. 

§  IX. 
Lorsque  les  surfaces  conjuguées  orthogonales  sont  toutes  dans  la 

classe  des  surfaces  isothermes,  les  lois  exprimées  par  les  formules  [g) 

sont  remplacées  par  d'autres  plus  simples.  Pour  faire  voir  en  quoi  con- 

siste cette  simplification ,  il  faut  revenir  d'abord  aux  formules  de  la 
première  partie. 

Une  famille  de  surfaces,  au  paramètre^,  est  dite  isotherme,  lorsque 

le  rapport    f^  I  du  second  paramètre  différentiel  au  carré  du  premier 

est  une  fonction  du  paramètre  intégral  p  (§  I,  première  partie).  Or  il 

est  facile  de  voir,  d'après  les  considérations  du  §  II  (première  partie  . 
.  ,,  r        .  ,     f  rf^F(p)     d.v(o)     ̂       . 

que  si  1  on  met  cette  tonction  sous  la  torme  — -^     :  ,  et  qu  on 

prenne  pour  nouveau  paramètre  de  la  même  famUle  s  =  F{p),  le  se- 

cond paramètre  différentiel  A,  '  sera  nul. 

On  peut  donc  dire  qu'une  famille  de  surfaces  isothermes  est  telle , 

qu'en  choisissant  convenablement  son  paramètre  intégral ,  son  second 

paramètre  différentiel  est  nid.  D'après  cela,  si  les  trois  systèmes  con- 
jugués sont  isothermes,  on  pourra  supposer  que  leurs  paramètres  c  , 

p, ,  pj ,  ont  été  choisis  de  telle  manière  que 

AjC  =  o,  à„c,  =  o,  A2P2  =  o; 

les  équations  [-2l[)  donneront  alors 

^  ''  ,  ''-  ^  ''^ 

dy  '  rfo,  '  rfp3  ' 
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on  bien 

fie  telle  sorte  que  si  l'on  pose 

H,H,  =HQ=,  h,h  =  H,Q;,  hH,  =  H,Q,", 

il'où  il  est  facile  de  conclure 

H=Q,Q.,  H,  =Q,Q,  H,  =QQ,; 

1.1  fonction  Q  sera  indépendante  de  p,  Q,  de  p, ,  Q,  de  p.. 

§X. Or  il  suit  des  valeurs  précédentes  de  H,  H, ,  H, ,  que ,  par  exemple, 

j^  rfH  ̂   rfH,  _  j^  rfQ,  dq, 

H,  rfp,   H    4    "  q]  ̂   "rfT  ' 

c'est-à-dire  que  le  résultat  est  indépendant  de  p.,,  ou  que 

d  ~  —  L^^' 
H,  rfp^  H  "^ 
  T      =   o. 

D'où  l'on  conclut,  d'après  les  formides  (i8), 

—  ̂   ̂'        ''^  ''^'  '^^'   _ 
</f,     rfo     t/p,  rfp,    dp,      do  ' 

et  par  suite,  d'après  les  formules  [b"), 

(0  —  +       '       =o. 

Ainsi,  dans  le  cas  ou  les  surfaces  conjuguées  appart.e.ment  toutes  à 
Tome  V.  —  Octobre  1840.  // 
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la  classe  des  surfaces  isothermes  les  relations  \£;)  donnent 

  1   =  o, 

(/^     '  .  . 

C'est-à-dire  qu'abstraction  faite  de  leurs  signes,  le  produit  de  trois 
des  sise  rajons  de  courbure,  pris  dans  un  certain  ordre,  est  égal  au  pro- 

duit des  trois  autres.  De  plus,  les  trois  différences  définies  à  la  fin  du 

§  y III  sont  nulles,  ou  autrement  :  la  somme  des  deux  courbures  de 

chaque  surface  est  égale  a  la  variation  du  logarithme  népérien  du  pro- 
duit de  leurs  conjuguées  en  axe,  prise  normalement  à  la  surface. 

§  XI. Dans  le  cas  particulier  ou  l'un  des  trois  systèmes  conjugués,  que 
nous  ne  supposerons  plus  isothermes,  serait  une  famille  de  plans  paral- 

lèles .  les  deux  autres  systèmes  seraient  des  surfaces  cylindriques  ortho- 

gonales. Il  n'y  aurait  plus  alors  que  deux  courbures  à  considérer  en 
chaque  point,  les  quatre  autres  étant  nulles,  ou  leurs  rayons  infinis. 
Les  surfaces  cylindriques,  conjuguées  entre  elles  et  aux  plans  parallèles, 

traceraient  sur  chacun  de  ces  plans  des  courbes  ortliogonales,  dont  le 

système  serait  d'ailleurs  identique  d'un  plan  à  l'autre. 
Dans  ce  cas  particulier,  toutes  les  relations  des  paragraphes  précé- 

dents deviennent  identiques  ,  à  l'exception  d'une  seide  qui  exprinie  une 
propriété  commune  à  tous  les  systèmes  de  courbes  planes,  conjuguées 

et  orthogonales. 

En  effet,  supposons  que  ce  soient  les  siu-faces  au  paramètre  p^  qui 
deviennent  des  plans  parallèles.  On  a  alors  H^  =  i  :  H  et  H,  sont  in- 

dépendants de  p2?  Ips  formules    b"\  donnent 

et 

=  o, —  =  o, 

y 

O; 

■             ̂     =     '^' 
I 

e 

I    dE 

H  H,  rfp,  ' 

y. 

- 
I      dE, 

H  H,    do  ' 
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toutes  les  équations  {d),  (e),  (g)  sont  identiquement  satisfaites,  ainsi 

que  les  deux  dernières  du  groupe  if);  il  ne  reste  pins  que  la  première 

de  ce  groupe,  qui  devient 

c'est-à-dire  que  dans  tout  système  de  lignes  planes  orthogonales,  la 
somme  des  variations  des  courbures  des  deux  lignes,  suivant  leurs  arcs 

réciproques ,  est  égale  à  la  somme  des  carrés  de  ces  courbures  mêmes. 

44- 



us  jour>;al  de  mathématiques 

ADDITION 

à  la  Note  sur  l'équation  a-''  -\-  j'  -^  z'  ■- 

Par  m.  V.-A.  LEBESGUE  H 

M.  Liouville  vient  de  me  communiquer  une  lettre  de  M.  Lamé ,  rela- 

tive à  la  Note  dont  il  s'agit. 

«  J'ai  vu  avec  tout  le  soin  possible,  dit  M.  Lamé,  la  démonstration 

»  de  M.  Lebesgue;  mais  j'ai  été  arrêté  sur  un  point  qu'il  importe  d'é- 

»  claircir  :  vous  savez  qu'au  commencement  il  v  a  quatre  décomposi- 
»  tions,  desquelles  trois  se  trouveraient  absurdes,  suivant  l'auteur, 

»  parce  que  leurs  seconds  membres  seraient  de  la  forme  4^-1-  3  ;  or  l'un 

»   de  ces  cas,  le  troisième  des  quatre,  conduit  à  l'équation 

f  —  1"-'  .3.ft-s^  =  9.'"-'. s'  -  ft\ 

»  et  puisque  a,  plus  grand  que  i ,  est  au  moins  i,  que  </,  t,  s ,  sont  im- 

»  pairs,  le  premier  membre  est  ̂ +  i  (mod.  8),  et  le  second  membre 

»   (^qui  devrait  être  de  la  forme  ̂ k  -+■  3,  d'après  M.  Lebesgue) ,  est 

^  —  7'  (mod.  81  ̂   —  1^8  —  t  )'  ̂ —  [—  i)'  ̂   -4-  I  : 

»  ainsi,  le  second  membre  est,  comme  le  premier,  de  la  forme  8/-)-i, 
»  ou  4^  +  '  • 

w  D'après  cela ,  il  y  a  un  autre  cas  à  considérer,  etc.  » 

L'objection  de  M.  Lamé  est  très  fondée.  Elle  porte,  comme  on  voit, 
sur  le  troisième  des  quatre  cas  indiqués  à  la  ligne  4  de  la  page  277  de  ce 

volume.  Heureusement  j'ai  reconnu  qu'on  peut  aisément  compléter  ma 

démonstration,  et  prouver  d'une  manière  simple  que  le  système  d'é- 

quations 

[*]  Voir  le  Cahier  d'août,  page  2';6. 
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où  p,  q,  t,  s,  sont  des  nombres  impairs  premiers  entre  eux  et  a  un  en- 
tier positif  est  impossible. 

En  effet ,  les  deux  équations  précédentes  donnent 

(f-—    l"""-'  .'i.rj-  e  s-   =   l'"-*  s'   —   -jU-  , 
OU 

Si  l'on  pose  <  =  «t»  en  représentant  par  u  et  v  des  entiers  impairs  pre- 
miers entre  eux,  on  aura  les  deux  décompositions 

a'"-*/'' -h  3.7''^-  ±  ̂   =  24^*,  ou      =  2.7'^*, 

a=«-  =  .y2-l-  3.7*^=  qr  7  =  2'.7'i/%       ou      =  i\u' . 

\jA  première  donne 

^■ia-2 ^2  __  ̂ ^4  —  3.7*.?rf-  4-  2\7';<', 

équation  impossible,  son  second  membre  ayant  la  forme  4^-  +  ̂^■ 
La  seconde  donne 

^Sa— 2^2    _.^Tj,»         3^«^^2^2    _^    ̂ 4,^*    . 

si  l'on  nuiltiplie  les  deux  membres  par  2",  on  aura 

Posant  t"  =  m.«,  les  nombres  impairs  m,  h,  étant  premiers  entre  eux  , 
on  a  les  décompositions 

2''■*-^y=t(2'«='  — 3.7*.i'»)  =  TO*,      2''-*■^J^p(2^^^=  -  'i.j*.v'')  =  fn", 

d'où  par  adilition 

Mais  /«%  «*  ont  la  forme  lO/t-h  i,  7'  ̂  7(3. 16  -(- 1)'  =  16^-4-7:  le 

deuxième  membre  a  donc  la  ibruie  16A  -l-  8,  c'est-à-dire  qu'il  est  seule- 

ment divisible  par  2',  tandis  que  le  premier  membre  l'est  par  2""*'\  Il 
est  donc  démontré  que  le  système  en  question  est  impossible. 
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LETTRE 

ADRESSÉE  A  M.  LE  PRÉSIDENT  DE  L'ACADÉMIE  DES  SCIENCES; 

Pai»  m.  JACOBI  [*1. 

M.  de  Humboldt  vient  de  me  communiquer  un  fragment  dune 

Notice  biographique  sur  M.  Poisson,  dont  la  lecture  m'a  donné  envie 
d'adresser  à  vous ,  Monsieur,  et  à  votre  illustre  Académie ,  quelques  re- 

marques sur  la  plus  profonde  découverte  de  M.  Poisson ,  mais  qui ,  je 

crois,  n'a  été  bien  comprise  ni  par  Lagrange ,  ni  par  les  nombreux  géo- 

mètres qui  l'ont  citée ,  ni  par  son  auteur  lui-même.  Le  théorème  dont  je 
parle  me  semble  être  le  plus  important  de  la  mécanique  et  de  cette  par- 

tie du  calcul  intégral  qui  s'attache  à  l'intégration  d'un  système  d'équa- 
tions différentielles  ordinaires;  toutefois,  on  ne  le  trouve  ni  dans  les 

Traités  de  calcul  intégral,  ni  dans  la  Mécanique  analytique.  Comme  ce 

dîéorème  ne  servait  qu'à  établir  une  autre  proposition  dont  Lagrange 

avait  donné  une  démonstration  plus  simple ,  celui-ci  n'en  parlait  dans  sa 

Mécanique  analytique  que  comme  d'une  preuve  d'une  grande  force 
analvtique,  sans  trouver  nécessaire  de  le  faire  entrer  dans  cet  ouvrage. 

Et  depuis,  tout  le  monde  ne  le  regardant  que  comme  un  théorème  auxi- 

liaire remarquable  par  la  difficulté  de  le  prouver,  et  personne  ne  l'exa- 
minant en  lui-même,  ce  théorème  vraiment  prodigieux,  et  jusqu'ici  sans 

exemple,  est  resté  en  même  temps  découvert  et  caché. 
Le  théorème  en  question,  énoncé  convenablement,  est  le  suivant  : 

«  Un   nombre   quelconque  de  points  matériels  étant  tirés  par  des 

»  forces  et  soumis  à  des  conditions  telles,  que  le  principe  de  la  conser- 

»   vation  des  forces  vives  ait  lieu  ,  si  l'on  connaît,  outre  l'intégrale  [**] 

[*]  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  torae  XI ,  page  329. 
[**]  .Te  nomme  intégrale  une  éqnation  u  =  const.  telle  que  sa  différentielle  du  =  o 

soit  vérifiée  identiquement  par  le  système  des  étjuations  diffiirentielles  proposées  ,  sans 
avoir  recours  en  aucune  façon  aux  équations  intégrales. 
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»  fournie  par  ce  principe,  deux  autres  intégrales ,  on  en  peut  déduire 

»  une  troisième  d'iuie  manière  directe  et  sans  même  empfoyer  des  qua- 
»  dratures.  » 

En  poursuivant  le  même  procédé  on  pourra  trouver  une  quatrième, 

une  cinquième  intégrale ,  et,  en  général,  on  parviendra  de  cette  manière 

à  déduire  des  deux  intégrales  données  toutes  les  intégrales ,  ou  ,  ce  qui 

revient  au  même,  l'intégration  complète  du  problème.  Dans  des  cas  par- 
ticuliers, on  retombera  sur  une  combinaison  des  intégrales  déjà  trou- 

vées, avant  qu'on  soit  parvenu  à  toutes  les  intégrales  du  problème, 
mais  alors  les  deux  intégrales  données  jouissent  de  propriétés  particu- 

lières desquelles  on  peut  tirer  un  autre  profit  pour  l'intégration  des 

équations  dynamiques  proposées.  C'est  ce  qu'on  verra  dans  un  ouvrage 
auquel  je  travaille  depuis  plusieurs  années,  et  dont  peut-être  je  pourrai 

bientôt  faire  commencer  l'impression. 

Note  de  l'Éditeur. 

On  appréciera  facilement  la  justesse  et  l'importance  de  lu  remarque  de  51.  .lacobi. 

C'est  dans  son  premier  Mémoire  sur  la  xmriatwii  des  constantes  [Jnurnal  de  l'Ecole  Pn- 

lyteclutique,  XV""^  cahier,  page  280)  que  M.  Poisson  arrive  à  l'équation 

db     da        da     db 
—  ,   .   h--     =  constante, 
ds      dp        ds     d(p 

sur  laquelle  portent  les  reflexions  du  célèbre  géomètre  allemand.  M.  Poisson  ajoute  en- 

suite :  '<  On  conçoit  que  la  constante  (|ui  fait  le  second  membre  de  cette  équation ,  sera 

"  en  général  une  fonction  de  a,  b,  et  des  constantes  arbitraires  contenues  dans  les  au- 

'<  très  intégrales  des  équations  du  mouvement;  quelquefois  il  pourra  arriver  qiie  sa  va- 

■'  leur  ne  renferme  ni  la  constante  a ,  ni  la  constante  b  ;  dans  d'autres  cas  elle  ne  con- 
»  tiendra  aucune  constante  arbitraire,  et  se  réduira  à  une  constante  déterminée.  ■>  Mais 

il  ne  parle  nullement  de  l'utilité  que  son  équation  pourra  présenter  quelquefois  en  fai 
sant  connaître  de  nouvelles  intégrales. 

En  général,  l'équation 

db     da        da     db 

ds  '  fl(p        ds  '  dip 

conduit  à  une  intégrale  des  équations  différentielles  dont  on  s'occupe.  Mais  il  peut  arri- 

ver aussi  qu'elle  soit  identique  ou  quelle  rentre  dans  les  intégrales  déjà  connues.  Par 

=  constante 



352  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

exemple,  en  partant  de  deux  équations  fournies  par  le  principe  des  aires,  on  est  conduit 

d'abord  à  la  troisième;  mais  en  continuant  à  appliquer  le  même  procédé,  on  ne  retombe 
plus  que  sur  des  résultats  déjà  obtenus. 

Tous  les  géomètres  verront  avec  plaisir  51.  Jacobi  annoncer  la  publication  prochaine 

du  grand  ouvrage  qu'il  prépare  depuis  plusieurs  années  sur  la  Mécanique  analytique. 

Les  fragments  que  l'auteur  a  laissé  échapper  à  diverses  reprises  [*]  montrent  suffisam- 
ment que  cet  ouvrage  soutiendra  ou  même  augmentera  encore  la  gloire  de  son  illustre 

auteur. 

Désireux  de  faire  passer  dans  l'enseignement  quelques-unes  des  belles  découvertes  de 

M.  .lacobi,  j'ai  rédigé  depuis  long-temps  la  Note  suivante,  relative  à  l'un  de  ses  théo- 
rèmes. Cette  Note  a  servi  de  texte  à  une  de  mes  leçons.  Bien  que  le  cas  particulier  au- 

quel elle  se  rapporte  ait  été  déjà  traité  par  M.  Poisson  ,  dans  ce  Journal  même  (tome  II, 

page  334),  peut-être  quelques  lecteurs  la  verront  encore  avec  intérêt.  La  marche  que 

je  suis  n'est  pas  tout-à-fait  la  même,  et  les  équations  différentielles  dont  je  m'occupe 
sont  un  peu  plus  générales.  Je  prends  pour  point  de  départ  un  théorème  bien 

connu,  savoir  que  si  X,  X',  etc.,  sont  des  fonctions  de  f ,  x,  x' ,  etc.,  toute  intégrale 

(fit,  X,  x' , .  .  .)  =r  constante  du  système  d'cquations 

dx  fix  ' 

dt  dt  ' 

devra  donner  l'équation  identique 

dip  d<p  dqi 

dt  dx  dx' 

Réciproquement  si  l'on  a  une  fonction  (p  des  variables  t,  x,x',.  .  .  satisfaisant  à  l'équa- 
tion aux  différentielles  partielles  que  je  viens  d'écrire,  <p  =  constant/-  sera  une  intégrale 

j  .        dx  dx ' 
du  système  —  =  X,  -—  =  X  ,...  De  là  naît  une  méthode  d'intégration  dont  Laplace 

a  donné  un  bel  exemple  dans  la  Mécanique  céleste,  et  dont  M.  Cauchv  a  beaucoup 

étendu  l'usage  dans  ces  derniers  temps. 

J'entre  en  matière. 

Soit  t  une  variable  indépendante.  Désignons  par  x,  x',  > ,  y'  quatre  fonctions  de  t 
qui  doivent  satisfaire  aux  quatre  équations  différentielles  du  premier  ordre 

dx  _     dV        <i^' _  d\]        dy  _      d\j        dy'  _  dV' 

dt  ̂      dx''       dt  ̂   dx'       dt~      dy'''      Ht   ~  ~     Hy  ̂ 

[*]  Comptes  rendus  de  l  Académie  des  Sciences,  lome  111 ,  ])age  5;),  et  lome  5  ,  page  61.  —  Tome  IIF 
de  ce  Journal ,  pages  44  et  60. 
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dans  lesquelles  U  est  une  fonction  donnée  de  x,  x',  y,  y',  tandis  que  x  est  une  autre 
fonction  donnée  aussi  de  x,  af ,  y,  y'  et  t.  U  =  constante  =  a  sera  évidemment  une  des 
intégrales  du  système  des  équations  (i).  Supjiosons  que  \  =  b  soit  une  seconde  intégrale 

du  même  système,  V  étant  une  fonction  dex,  x',y,y',  et  b  une  constante  arbitraire , 

c'est-à-dire  supposons  que  V  satisfasse  identiquement  à  l'équation  aux  différences  par- tielles 

puis  proposons  de  trouver  les  deux  autres  intégrales  qu'il  faut  joindre  aux  deux  précé- 
dentes pour  déterminer  complètement  x,  x',  y,  y',  en  fonction  de  t. 

Pour  cela  observons  d'abord  que  des  deux  équations  U  =  a,  V  =  i,  on  peut  tirer  les 
valeurs  de  deux  des  quatre  quantités  x,  x  ,  y,  y' ,  de  x'  et  y'  par  exemple,  en  fonction 

des  deux  autres  et  des  constantes  arbitraires  a,  b.  En  portant  ces  valeurs  de  r'  et/' 
dans  la  première  et  la  troisième  des  équations  (  i  ) ,  ces  équations ,  savoir 

(3) 

ne  seront  plus  qu'à  trois  variables,  et  pour  que  ç  =  constante  en  soit  une  intégrale  ,  il 

suffira  que  l'on  ait 

d<p  fdip     d\]       dtp    dV\ 
^^'  dt  \dx     dx'        dy     dy' J 

si  ̂   contient  x,  /  et  r;  il  suffira  même  que  l'on  ait  plus  simplement 

(5)  ^.^,4-^.f^  =  o. dx     dx         dy     dy 

si  (p  est  une  fonction  de  x  et  y,  indépendante  de  t. 

Admettons  maintenant  (  ce  qui  sera  démontré  plus  bas  )  <]ue  x'dx  -+■  y  'dy  est 

une  différentielle  exacte,  en  sorte  que  l'on  a 

dx          dV 
dy           dV 

dt  ~  'rfx" 

dt  -      df 

/(
 

d6  de 

{x'dx  +  y'dy)  =  0,     ou     x   = -,     jr'  =  ̂ , 

'5  étant  ime  certaine  fonction  de  x  et  /;  en  diffcrentiant  l'équation  U  =  n  par  rapport  à 
la  constante  arbitraire  b  dontx'  et/'  dépendent,  il  nous  viendra 

c'est-à-dire 

rfU     dx'        rfU     dy^  _ 

dP'  db  '^  d?'  dF  ~°' 

\db)     rfU  \db)     rfU 

dx        '  dx'  dy        ■  d/  ' 
Tc.me  V.  —  Octobre  i S^o.  4^ 
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donc  l'équation  (5)  sera  satisfaite  par  î:=-—;  donc  aussi  -—r  =  constante  =  !i  sera  une '  ^  do  db 

intégrale  des  équations  (3)  et  par  suite  des  équations  (i). 
Si  A  est  une  fonction  de  t  seulement ,  on  trouvera  aisément  une  quatrième  intégrale. 

DifTerentions  en  effet  par  rapport  à  a  l'équation  U  =  a;  nous  aurons,  en  multipliant 

par  >., 
fdV     dxf    ,    dM    dx'\  _ 

^dx'      da        dy'  '  da 

a(^\  df-\ 
\da)     dV  \da)     £U 

dx       '  daf  dy       '  dy 

dh         r 

d'où  il  suit  que  l'équation  (4)  sera  satisfaite  par  <P  =  ;3   /    '^dt,  et  que  par  consé- 

quent, s  étant  une  constante  arbitraire,  la  dernière  intégrale  cherchée  des  équations (3) 

et(i)  sera 
-—  =     I    Xdt  -h  a. da        J 

Mais  lorsque  A  ne  se  réduit  pas  à  une  simple  fonction  de  t,  on  doit  se  borner  à  tirer  des 

trois  intégrales  connues  les  valeurs  de  trois  des  quantités  x,  x' ,  y,  y',  des  trois  dernières 

])ar  exemple ,  pour  les  reporter  dans  la  première  des  équations  (  i  )  qui  ne  sera  plus  qu'à 
deux  variables  et  dont  il  restera  à  trouver  l'intégrale  complète. 

Il  faut  maintenant  prouver  le  théorème  admis  plus  haut,  savoir  qne  x'dx -{-  y' dy  est 

une  différentielle  exacte,  ou  que  —r-  =  -i— .   Or  les  équations  V  =  a,  V:=  è,  ayant 

dy        dx 
fourni  par  hypothèse  les  valeurs  de  x',  y',  en  fonction  de  x  et  y,  devront  fournir  aussi 

celles  de  —  et  de  —  ;  pour  avoir  ̂ ,  il  faut  differentier,  par  rapport  à  x,  les  deux 
dy  dx  dx 

équations  U  =  a,  Y  =  b,  puis  résoudre  par  la  règle  ordinaire  les  deux  équations  nou- 
velles 

dl]        dV     dx'        £H     ̂   — 

dx        dx'  '  dx        dy  '  dx 
dV       d\    dx'       dy    dy_  _ 

dx         d£  '  dx         dy  '  dx 

(|ue  cette  differentiation  produit.  On  trouve  ainsi 

rfV     dM  d\     dV 

dy'     dx  '  dx'  dx'      dx 
dl  ~  dV     rfU  dY     rfU' 

dx'  '  dy'  dy'  '  dx' 
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En  différentiant  par  rapport  Uy,  on  obtient  de  même 

dV  rfU  _  dV    dV 

dx'     dy'  dy  dy  '  Hy' 

dy    ~  (^  «ru  _  d\     dV 
dx'  dy'        dy'  '  dj? 

Or,  en  vertu  <le  léquation  (2) ,  ces  deux  valeurs  sont  égales  entre  elles;  ce  qu  il  fallait démontrer. 

On  prouverait  de  la  même  manière  qu'en  supposant  x  ̂ ly  detennmes  en  fonction  de 
X'  et  y'  par  les  équations  U  =  a,  V  =  é,  la  quantité  xdx'  -t-  yd/  est  une  différentielle exacte,  et  ce  nouveau  théorème  pourrait  remplacer  l'ancien  dans  la  recherche  des  inté- grales du  système  (ij. 

On  peut,  comme  l'a  observe  M.  Jacobi ,  appliquer  les  foiniules  j.r.-cédentes  au  cas 
d'un  mobile  qui  se  meut  dans  un  plan,  et  qui  est  soumis  à  des  actions  fonctions  des  dis- tances, émanant  de  deux  centres  fixes  situes  dans  ce  plan.  En  r.presentant  par 
ofR      rfQ  

-ri 
Tr'  rf^'  '^*  fonctions  des  distances  r  et  7  par  lesquelles  ces  actions  sont  exprimées, 
on  a  ici  les  deux  e((uations 

i_'±_.  _d_R.  _(iq^         d^y  _  __dR  ̂ dq 

dt^  dx         dx'         dt'    ~         ~dy  ~  ~dp^ 

que  l'on  remplacera ,  si  l'on  veut ,  jiar  les  ipiatre  suivantes  : 

dt  "       dt  dx         '       dt        ̂   '      df   ~  ^        • 

ces  dernières  se  déduisent  du  système  (  1  j  en  posant  A  =  i ,  U  =  i(x''  -f-/'  \  -|-  R  ̂ _  g. 
Or  on  voit  dans  W  Mécani^jue  r,na/yth,uc  (tome  U,  page  108),  qu'outre  l'intégrale 
V  =  a  des  forces  vives,  il  est  très  facile  de  trouver  une  seconde  intégrale  V  =  i  ;  les 
denx  autres  intégrales  cherchées  se  déduiront  donc  des  formules  de  M.  .lacobi. 

45. 
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SLR  LES  COTVDITIOISS  DE  CO^SYERGEiSCE 

D'UNE  CLASSE  GÉNÉRALE  DE  SÉRIES; 

Par  J.  LIOUVILLE  [*1. 

On  connait  assez  les  difficultés  que  présente  dans  un  grand  noudjre 

de  cas  la  théorie  des  suites  infinies ,  à  laquelle  cependant  on  est  forcé 

chaque  jour  de  recourir  pour  résoudre  les  problèmes  de  mécanique  cé- 
leste et  de  physique  mathématique.  Aussi ,  depuis  plus  de  deux  siècles , 

les  géomètres  en  ont  fait  un  des  objets  principaux  de  leurs  méditations. 

Notre  savant  confrère,  M.  Caucliy,  s'en  est  surtout  occupé  avec  succès: 
il  y  est  l'evenu  plusieurs  fois,  en  employant  des  méthodes  diverses,  et 

si  les  théorèmes  qu'il  a  donnés  ne  suffisent  pas  encore  pour  épuiser  la 

question  ,  c'est  qu'elle  est  vraiment  de  sa  nature  inépuisable. 

Un  des  plus  beaux  résultats  que  l'on  ait  obtenus  en  ce  genre  de  re- 
cherches consiste  dans  ime  relation  singulièi'e  entre  les  conditions  de 

convergence  de  quelques  séries  et  la  résolution  numérique  de  certaines 

équations  transcendantes.  Déjà  Laplace  avait  fait  voir  que  les  séries  à 

l'aide  desquelles,  dans  la  théorie  du  mouvement  elliptique  des  planètes, 

on  développe  le  rayon  vecteur  et  l'anomalie  vraie  suivant  les  puis- 

sances croissantes  de  l'excentricité ,  sont  convergentes  tant  que  l'excen- 

tricité ne  dépasse  pas  une  certaine  limite  ;  il  avait  montré  qu'en  suppo- 

sant, pour  plus  de  simplicité,  l'anomalie  moyenne  égale  à  un  angle 

droit,  cette  limite  dépend  de  la  résolution  d'iuie  équation  transcentlante 
dans  laquelle  entre  la  base  des  logarithmes  népériens.  Depuis,  M.  Cau- 

chy  a  retrouvé  et  beaucoup  étendu  cette  importante  proposition  :  l'ana- 

lyse élégante  et  rigoureuse  dont  il  s'est  servi  lui  a  fourni  des  règles 

[*]  Extrait  des  Cortifjtts  rendus  des  iéa?ices   de  l'Aeadémie  des   Scienees ,   tome  XI , 

page  6i5. 
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coinniodos  pour  la  convergence  des  séries  qui  proviennent  de  l'applica- 
tion de  la  formule  de  Lagrange  et  des  autres  formules  analogues  em- 

ployées par  les  géomètres  pour  développer  les  racines  des  équations. 

Dans  le  Mémoire  que  j'ai  l'honneur  de  présenter  à  l'Académie,  je  me 

propose  d'abord  de  discuter  ime  série  assez  remarquable  dont  la  con- 
vergence ou  la  divergence  dépend  aussi  du  rapport  de  grandeur  exis- 

tant entre  le  module  du  paramètre  suivant  les  puissances  duquel  elle  est 

ordonnée  et  une  certaine  racine  d'une  équation  transcendante  détermi- 

née. L'équation  dont  je  parle  a  une  infinité  de  racines  positives;  c'est 

tantôt  la  première ,  tantôt  la  seconde,  tantôt  la  m""'"*  de  ces  racines  qu'il 
faut  considérer.  La  convergence  a  lieu  tant  que  le  module  du  para- 

mètre est  inférieur  à  cette  première,  seconde,  ou  ni"^""'  racine  :  au-delà 
la  série  devient  divergente.  Je  traite  ensuite  par  les  mêmes  principes 

d'autres  séries  plus  compliquées.  On  verra  peut-être  avec  intérêt  repa- 

laitre  dans  ces  problèmes  d'analyse  pure  ,  auxquels  elles  semblent  d  a- 

bord  étrangères,  ces  intégrales  d'équations  différentielles  du  second 
ordre,  dont  nous  sommes  tant  occupés  M.  Sturm  et  moi,  et  qui  jouent 

un  rôle  si  important  dans  la  théorie  de  la  chaleur  et  dans  celle  des  corps 
élastiques. 

.Soit  jc  une  variable  réelle  comprise  entre  deux  limites  x,  X  :  dési- 

gnons par  (p  et  g  deux  fonctions  de  x ,  qui  ne  deviennent  jamais  infi- 
nies, et  dont  la  première  est  quelconque,  tandis  que  la  seconde  est 

essentiellement  positive.  Faisons 

?.  =  j^  ̂.r  j^  g<t>dT  .  .  . ,      (p„  +  ,  =    /  '  r/jT  1^  g<p„dx..., 

et  soit  proposée  la  série 

(P  H-  a<p,  -(-  a=|;,  -(-.  .  .-H  a"<p„ -1- .  .  . 

Voici  la  règle  à  l'aide  de  laquelle  on  détermine  les  cas  de  convergence 
ou  de  divergence  de  cette  série. 

Considérons  la  fonction  V  qui  satisfait  à  l'équation  différentielle  du 
second  ordre 

r/'V —  ^grS  =  o, 
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et  aux  conditions  définies 

V  ̂   o ,      —  =:  I ,      pour     X  ̂ =  X  : 

V  sera  une  fonction  V  [jc,  /•  de  x  et  de  r.  Maintenant  déterminons  /■  en 

posant 

rfV  (X,  r) 
=  twir)  =  o; 

l'équation  'Zîr[r]  =  o  aura  une  infinité  de  racines  /•,  ,  r^, .  .  .  r„, .  .  .  que 
nous  supposons  ici  rangées  par  ordre  de  grandeur,  et  qui  sont  toutes 
réelles  et  positives. 

Cela  posé,  formons  le  produit 

V   l'^gYçdx, 

où  -X  conserve  hors  du  signe  /  la  valeur  déterminée  entrant  actuelle- 

ment dans  (p  +  2<p,-(-etc.;  puis  faisons  successivement  r  =  r, ,  r=ir^... 
dans  ce  produit,  et  désignons  par  r,„  la  première  racine  pour  laquelle  il 

ne  s'évanouit  pas.  La  série  <p  -h  a(p^  +  <t^(p^  -h .  .  .  est  convergente 
quand  le  module  du  paramètre  a  est  inférieur  à  r,„  ,  et  divergente  dans 
le  cas  contraire. 

Quant  à  la  somme  de  la  série  tp  +  aip,  -h  etc.,  elle  est  éN-idemment 

égale  à  q)-\-  as,  s  désignant  une  fonction  de  a-  et  de  a  qui  satisfait  à  la 

fois  à  l'équation  indéfinie 

et  aux  conditions  définies 

d- 

S  =  O     pour     X  =  X,  — -  =  o     pour     x  =  X. 

Une  fonction  ̂   (*)  est  développable  en  série  convergente  ordonnée 

suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  a.  tant  que  le  module  de  a 

reste  inférieur  au  plus  petit  des  modules  de  z  poiu-  lesquels  une  des 

deux  fonctions  -J,  (z),     '^_''  .  cesse  d'être  finie  et  continue.  Comme  les 
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iormules  dont  s  dépend  ne  sont  pas  trop  compliquées,  on  peut  appli- 

quer à  la  série  (p  ■+-  a<p,  •+-  etc.,  ce  théorème  de  M.  Cauchy,  et  l'on  re- 

tombe (je  m'en  suis  assuré)  sur  la  règh;  indiquée  plus  haut.  Mais  la 

méthode  que  j'expose  de  préférence  dans  mon  Mémoire  est  différente  : 

elle  a  l'avantage  de  fournir  une  expression  très  simple  et  très  appro- 
chée de  (p„,  lorsque  l'indice  n  est  très  grand.  D'ailleurs  elle  s'étend 

d'elle-même  à  une  foule  de  séries  dont  la  somme  ne  peut  être  trouvée 
par  aucun  moyen  connu.  Elle  ramène  par  exemple  l'étude  de  la  série 

A®'  ■+-  \,^\  ■+-  \, ;p;  -f. .  .  .  -1-  .\  3/  -(-  . 

à  celle  de  la  série  plus  simple 

A  -»-  A,z  -t-  AoZ-  -1- .  .  .  -+■  A„z"  -h  .  .  . 

On  peut  obtenir  beaucoup  d'autres  théorèmes  du  mémegenre.  soit 
en  conservant  entre  (?>„  et  (p„^,   une  relahon  de  la  forme 

?>„H-.  =fd.xf^(p„dx, 

mais  déternunaut  autrement  les  deux  constantes  relatives  aux  deux  in- 

tégrations indiquées,  soit  en  établissant  entre  ip„  et  (p„^,  une  relation 
plus  compliquée  et  contenant  le  signe /un  plus  grand  nombre  de  fois. 
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Sur  l'équation  T?"  —  Y^"  =  20;"; 

Par  J.  LIOL ville. 

«  Si  l'équation  u"  -t-  f"  =  w"  est  impossible  en  nombres  entiers  dif- 

»   férents  de  zéro ,  l'équation  V  —  Y^"  =  ix"  le  sera  également.» 

En  effet,  l'impossibilité  de  l'équation  «"-(-(/'  ̂ îv"  entraîne,  comme 

M.  Lebesgue  l'a  fait  voir  '  page  184  de  ce  volume  ),  celle  de  l'équation 
x"^"  -\-j'^"—z?.  Or  si  l'on  avait  Z^" —X-" =i3cf' ,  en  posant  Y^"-H.r"=i, 
il  viendrait  V  — jt"  ;=  ;:;  on  trouverait  donc  à  la  fois 

Z  —  JT"  =  Y=",  C  -J-  JT"  =  Z=", 

d'où ,  en  multipliant  membre  à  membre  et  faisant  pour  abréger 

YZ  =J',  l'on  tire 

résultat  impossible.  Donc  l'équation  proposée  1?"  —  Y^"  ̂   ix"  est 

impossible  aussi.  Elle  l'est  même  pour  n=^-i.,  puisque  alors  elle  conduit 
à  la  formule  inadmissible  x""  -^  j''  =  z^.  Le  théorème  que  je  viens  de 

démonti'er  est  en  lui-même  très  peu  important;  mais  il  se  présente  et 
paraît  devoir  être  utile  dans  certaines  questions  relatives  a  la  théorie 

des  nombres  :  c'est  ce  qui  ma  engagé  à  le  donner  ici. 
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MÉMOIRE 

SUR    LES    INÉGALITÉS    SECULAIRES 

des    éléments    des    planètes  ; 

Par  m.  J.  IîINET, 

Professeur    au    Collège    de    France 

Les  recherches  suivantes  sont  principalement  relatives  aux  inégalités 

séculau-es  des  excentricités,  des  inclinaisons,  des  longitiules  des  péri- 

hélies et  des  nœuds  des  orbites  ;  elles  exigent  que  l'on  ait  sous  les  yeux 
les  équations  différentielles  qui  servent  à  déterminer  ces  variations.  Je 

vais  rapporter  ces  équations,  que  l'on  doit  à  Lagrange  et  à  Laplace. 

Pour  les  former,  j'emploierai  la  méthode  suivie  par  Lagrange,  et  qu'il 
a  déduite,  comme  application,  de  sa  théorie  de  la  variation  des  cons- 

tantes arbitraires  dans  les  problèmes  de  mécanique.  Dans  cette  nou- 

velle exposition  ,  Lagrange  est  parvenu  à  plusieurs  résultats  généraux 

remarquables ,  et  sur  lesquels  doivent  s'appuyer  les  propositions  que 

je  me  propose  d'établir.  Je  supposerai  toujours  l'approximation  bor- 
née à  la  première  dimension  des  forces  pertinliatrices. 

I.  Soient     m    la  masse  d'une  planète, 
■211  le  grand  axe  de  son  orbite , 

?      l'époque  de  l'anomalie  moyenne. 
e     l'excentricité, 

for    la  longitude  de  son  périhélie, 

y     l'inclinaison  de  l'orbite  sur  un  plan  fixe. 
^     la  longitude  de  son  noeud  sur  ce  plan  ; 

on  posera  encore,  pour  simplifier  les  équations  différentielles  qui  doi- 
vent déterminer  les  quatre  derniers  éléments , 

h   =:   csin-zër.  /  =   t'coscr; 

p   =  ^sin^,  q  ̂^  y  cos9. 
Tome  \. — OcTOBKE  1840.  4^ 
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e  ety  seront  regardés  comme  des  quantités  assez  petites  pour  que  Ton 

néglige  les  puissances  supérieures  relativement  aux  inférieures.  On  dé- 

notera, selon  l'usage,  par  m',  a',  e' ,  etc.;  m",  a",  etc.,  les  quantités 
analogues  relatives  aux  autres  planètes. 

Les  équations  différentielles  dont  dépendent  les  quantités  h,  /,  h', 

l',  etc.,  p,  q,  p',  q',  etc.,  exigent,  pour  leur  formation,  que  l'on  com- 
pose en  premier  lieu  deux  fonctions  distinctes  de  ces  éléments,  savoir  : 

H  =  I  V  w/«'  {[a,  «'](/;"  -f-  A''  +  /'-(-/'')  —  2  [a,  a'\{lih'  +  //',;  . 

P   =1^^^'  {[a,a']{p  —  p''-Jrq—  <]'')}  , 

[Mécanique  analytique,  tome  II,  et  Mécanique  céleste,  tome  V,  p.  332). 

Le  signe  sommatoireV  s'étend,  dans  ces  formules,  à  toutes  les  planètes 

m,  m',  m",  etc.,  prises  deux  à  deux;  les  symboles  \a,  a'\,  \a,  «']  sont 
des  fonctions  des  demi-axes  a  el  a' ,  etc.,  auxquelles  on  a  donné  di- 

verses expressions.  La  plus  usuelle  est  celle  dont  Laplace  fait  usage  : 

pour  la  former  on  développe  la  fonction  \/a'^  —  laa'  cos  <p  -\-  a'^  en 
une  série  procédant  selon  les  cosinus  des  multiples  de  (p,  savoir  : 

(a': — laa' cosp -i- (l'^y   ̂ =  la,  a') -\- (a,  a'),  cos  ip  -h  [a,  a'),  cosiîi -+- etc  ; 

à  l'aide  des  deux  premiers  coefficients  (a,  a'),  [a,  a')t  de  cette  série, 
on  obtient  les  valeurs  suivantes  des  deux  symboles 

r  '1  ^  ""'         I  i\ 

I a,  a'I  =   ^-r-   rr-  \{a.  a'),  la-  ■+-  «'M -h  aa'.a,  a')'i . 
L    '       j  lia'  —  rt')'    -^  ^  '        '' 

J'ai  reconnu  que  l'expression  de  ce  dernier  symbole  pouvait  être  sim- 
plifiée par  la  relation  qui  existe  entre  trois  coefficients  consécutifs 

{a,  a')i,  (a,  «')»  +  ,,  (a,  a'),^.27  de  la  série  précédente;  il  résidte  de 
cette  relation  que 

(a,  a'\. 
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les  deux  symboles  dont  il  s'agit  peuvent  être  fournis  encore  plus  simple- 
ment par  le  développement  de  la  puissance  —  |  du  même  trinôme 

n?  —  laa'  coscp  +  a'"^ .  Lagrange  a  trouvé ,  en  effet,  qu'en  posant 

(«^  — 2aa'cos(p  +  rt")    ■•'  =  (fl,a')  -)-  («,«'),  cos?'  -t-(n,  «'),  cosa^  -f-  etc., 
on  a  aussi 

[a,  a'I  =  ̂   (a,  a'),      et     [a,  «']  =  !^  {a,  a')^_ 

[Mécanique  analytique,  tome  II,  page  i4i).  En  rapprochant  ces  valeurs 
des  précédentes,  il  en  résulterait  les  relations 

(a,  a')i   =    -   ,„'_,.,  {a,a%; 

elles  peuvent  être  rattachées  à  un  beau  théorème  d'Euler,  sur  une  es- 

pèce particulière  d'intégrales  définies.  A  la  suite  de  cet  écrit  on  en  trou- 
vera l'énoncé  et  une  démonstration  nouvelle. 

Les  coefficients [rt',  a"],  [a',  a"]-,  etc.,  se  déduisent  des  précédents 

par  de  simples  changements  d'accents;  on  doit  y  regarder  a  ,  a',  etc., 

comme  des  ([uantités  constantes,  parce  qu'il  a  été  prouvé  que  les  grands 
axes  des  orbites  n'admettent  auciuie  équation  séculaire  dans  les  deux 

premiers  ordres  d'approximation.  Cela  posé,  on  aura  les  équations 
différentielles  suivantes,  pour  déterminer  h,  l,  h',  V,  etc., 

.  /      dli  d\\  ,  ,   ,—,flh'         rfH 

dh'        rfH 
etc.,    I 

(a) 

r  rll          '/H  ,      ,—  dl'        rfH 
-m\U-=-^^,  -,ns/a-  =  ̂ „      etc. 

on  aura  semblablement ,  pour  déterminer/;,  q,  p' ,  q',  etc.,  les  équations 
différentielles 

.,-djj          rfP  ,      ,     ,  dp'          rfP                        \ 

dt          dq  "           dt           dq"                 '     f          , 

.  /-  dq           rfP  ,.   .—  dq'          rfP                        ( 
'"^''rf.=rf^'  '«V^^'i=rf«^'     «te.    ) 

46. 
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Puisque  H  est  une  fonction  homogène  de  deux  dimensions  en  // ,  /, 

h',  etc.,  le  premier  groupe  d'équations  sera  de  forme  linéaire  et  à  coef- 
ficients constants;  il  en  sera  ainsi  du  second  groupe.  Ces  équations  se- 

ront donc  facilement  intégrables,  et  c'est  ce  qui  a  été  complètement 
exécuté.  Mais  ces  équations  admettent  plusieurs  intégrales  générales 

qu'il  convient  de  remarquer. 
2.   En  effet,  des  équations  (a  ,  prises  deux  à  deux,  on  tire 

_^^dh+-dl^o,         -dh'  +  ̂ dl=o,     etc. 

En  ajoutant  toutes  ces  relations ,  on  aura 

—  r/Â  -i-  ~-  dl  -h  -p  dh'  -h  —  dV  +  etc.  =  o. an  ni  dh  lU 

Mais  H  étant  une  fonction  des  seuls  éléments  variables  A,  /,  //',  /',  etc., 

l'équation  précédente  revient  à  c?H  =  o,  d'où  l'on  tire  H  =  H, ,  H, 
étant  une  constante  arbitraire  ou  une  valeur  particulière  de  H.  On  aura 

ainsi ,  entre  les  éléments  variables  ̂ ,  /,  //',  /',  etc.,  l'équation 

^nnV\a,a'\[h- -^-ir-  -t-  /-  -4-  l'-   —i  [_n,  n']{hh'  H-  //');  =  aH,; 

ou  bien  encore 

Vmm';[a,  a']  [e-  ■+■  e'-)   —    i[^ci,  a'^ee'  cos  («îs-'  —  rzir]';  =  aH,. 

A  l'aide  du  groupe  d'équations  différentielles  [b),  en  p,  p',  etc.,  q, 

(]' ,  etc.,  on  obtiendra  pareillement  l'égalité  P  =  ?,  ,  où  P,  est  aussi  une 
constante  arbitraire  ;  c'est-à-dire 

'Smm'\n.  a']  {{p—p'  >'  +  (?  —  9')"»   ==  ̂ P<  ="  constante. 

Lorsque  p,p',  q,  q'  sont  de  petites  quantités,  connue  nous  le  supposons, 

la  fonction  \/  p  —  p'Y  -\-  {q  —  q'f  exprime  l'inclinaison  mutuelle  I' 
des  orbites  de  m  et  de  m'  ;  en  dénotant  encore  par  I"  l'inclinaison  des 

orbites  de  m  et  de  in"  ;  par  'T  "  l'inclinaison  de  lorliite  de  m'  et  de  lor- 
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bile  de  m',  etc.,  l'équation  devient 

'^mm'[a,  a'\.\''^  =  1V^  ■ 

on  prouvera  ci-dessous  que  H,  est  une  constante  positive  :  cela  est 

évident  pour  P,.  Cette  observation ,  que  Lagrange  n'a  pas  faite,  nous 
semble  propre  à  mieux  préciser  le  sens  et  le  caractère  de  ces  relations  : 
elle  va  bientôt  nous  être  utile. 

5.  La  fonction  H  est  homogène  et  de  seconde  dimension ,  relative- 

ment aux  variables  h,  h',  etc.,  /,  /',  etc.  La  propriété  de  ces  .sortes  de 
fonctions  donne  donc 

mais  on  tire  immédiatement  des  équations  (ci),  respectivement  multi- 

pliées |)ar  /,  /',  /",  etc.,  h,  h',  h'\  etc  , 

(It  'V  ^^ 

Ur  tang  iir  =  -;  consequemment  a/zf  =  — —   j^  ;  on  a  fr  -\-  /■  =  e-  ; 

ainsi   Id/i  —  htil  =  c-  dtir.   L'équation  que  nous  formons  devient  donc 

m  v/rt  c-  '^  -4-  m'  \  'a'e'-  -^  -+-  etc.  —  aH, ,      (c) 

foiiuule  donnée  par  Lagrange  (71/eca/i.  analyt.,  tome  11,  y.  \[\6). 

On  lire  du  second  groupe  {h\  des  équations  en  dp,  dq,  dj)',  dn',  etc.. 

,„  ̂ /â  ZfcMr  +  ,n'  s/â'  t^P'-P'''l'  ̂   etc.  = 
/      rfP  (19  ,  r/P  ,r/P 

p  est   li()uioi,'ene  et   de  deux  dimensions  en  /j,  y,  ̂ ',  (;',  «' .  etc.;  et 
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par  suite 
r/P  dp  ,rfP  ,r/P  ^ 

on  a  d'ailleurs  tang  6  =  - ,  et/)^  +  </-  =y^;\\  en  résulte 

d^   = 
q  dp  —  P'i')  9  ̂P   —  f^l 

p'   ̂   q'  —  y=  ' 

partant  qdp  —  pdq  :=  y''  dS:    en    transformant  de  la  même   manière 
tous  les  termes  de  l'équation ,  elle  devient 

/-       „   (7Ô  ,        — :      ,„  dO'  _  ,    >, 
m  yay'  -—  +  m  \'n'y^  -—  -\-  etc.  =  —  2P,.  [a] '       dt  'lit 

Cette  relation  entre  les  vitesses -^ ,   -;-,  etc.,  des  nœuds  des  orbites. dt  ̂    dt 

analogue  à  celle  qui  existe  entre  -3-,  -7-,   etc.,  n'a  pas  été  remarquée 

par  Lagrange;  elle  a  été  formée  par  M.  de  Pontécoulant  (1"  volume  de 
sa  Théorie  analytique  du  Système  du  Monde,  page  371). 

Avec  les  équations  en  dJi,  dh\  etc.,  dl^  dl',  etc.,   on  formera  la 
combinaison  suivante  : 

hdh  -f-  Idl      ̂   r        ̂ ''<^h'  +  l'dV ,  /-         n  an    -^  i  ai        ,        — ; \/a-\   m  \  a   +  etc. 

-^'lû-^dk^^'   dV-^    dh' etc. 

On  voit  facilement  par  la  composition  algébrique  de 

iVi=.'^mm'\a,  a'\{)r  -\-  h''^  -\-  l^ -+-  /'-)—  i^mm'[a,a']  {hh'->rll'), 

que  le  second  membre  de  l'équation  que  nous  venons  d'écrire  est  nul; 
l'équation ,  devenue  intégrable ,  donne  donc 

R,  étant  luie  constante  arbitraire. 
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Cette  équation ,  plus  simplement  écrite ,  revient  à 

R. 

e"  m  v/rt  -t-  e'- m'  \/a'  -+-  e"-  m"  \/rt"+  etc.  ;  i^e) 

des  équations  en  dp,  dq,  dp',  dq\  etc.,  on  déduit  serablablenient  cette 
autre  relation  due,  ainsi  que  la  précédente,  à  Laplace, 

L.  =>-'«\/« -H  >"/«' V/rt^-l- etc.  {J") 

i.    Remarquons  que  la  fonction  aH  est  composée  de  termes  de  la forme 

mm'  {[a,  a']  {h'  +  //=  -h /-  +  l'^]  -  2  {ÔT^']  [h h'  +  ll')\  ■ 

et  établissons  que  chacune  de  ces  quantités  est  positive.  Pour  s'en 
assurer,  on  observe  que,  d'après  l'origine  indiquée  ci -dessus  des 

symboles   [a,  a'],   et  [a,  a''],    ces  deux  quantités  sont  positives;   et 

l'on  peut  prouver  que  le  rapport  }-^  =  c  est  une  quantité  inférieure 

à  l'unité.  Cette  propriété  importante  a  été  reconnue  par  Poisson.  Nous en  donnerons  ci-dessous  une  démonstration  différente  de  la  sienne: 
mais,  afin  de  ne  pas  interrompre  notre  sujet,  nous  admettrons  ici  que 

P<  '• 

Or  [„,  „ ' ]  I /,>  ̂ h")~2.  \^']  kh'  =  [fl,  a ' ]  f A'  -H  // "  —  2p/(A ' 
=  [«,«'][(/<  — p/,')' +/»'»(,  _.=  )], 

quantité  positive,  puisque  1  —f  >o.  Il  en  est  ainsi  de  la  partie 

\a,  a'\  {/■'  ■+.  /'=)  —  2  [AT"']  //'- 

et  par  conséquent  le  terme  de  H  que  nous  considérons  est  positif.  Puis- 
que M  ne  renferme  que  des  termes  de  cette  forme,  multipliés  par  des  pro- 

duits positifs  mm',  m' m",  etc.,  la  valeur  de  H  est  pnsith-c;  partant  la 
constante  H,  a  aussi  le  même  signe. 

La  fonction  P,  composée  de  termes 

mm'\a,n'\\  p-  p'Y  +  l^t^-il'Yl 

est  positive;  car  chaque  coefficient  \a,  a']  est  positif,  ainsi  que  nous 
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l'avons  déjà  dit.  Il  s'ensuit  que  la  seconde  constante  P,  est  positive. 
H.  Au  moyen  des  équations  (c)  et  (e),  on  peut  former  le  rapport 

,  /-    ̂   dz^  /—        rizr' m  K  "  e    --,-  -hiii  K  fi  e'  — ;   h  etc. (It  dt  2H, 

m  va  e'  -4-  m'  vn'  c''  -+-  etc.  ^' 

et,  selon  ce  qui  vient  d'être  prouvé,  le  second  membre  est  ici  une  cons- 
tante positive.  Mais  le  premier  a  une  valeur  nécessaireinent  renfermée 

entre  la  plus  ̂ rande  des  vitesses  angulaires  —  ,  -^,  etc.,  et  la  moindre '  ^  °  dt  ̂      dt  ̂   ^ 

de  ces  vitesses,  parce  que  les  coefficients  m  s/ae^,  m'  v/a'e'",  etc., 

quoique  variables ,  sont  constamment  positifs  :  c'est  à  toute  époque  une 
sorte  de  moyenne  entre  les  vitesses  diverses  des  périhélies;  cette 

moyenne ,  d'après  l'équation  ,  est  donc  ime  grandeur  constante  et 

positive.  Il  s'ensuit,  dans  la  formation  de  cette  moyenne,  que  l'effet  des 
vitesses  directes  l'emporte  sur  celui  des  vitesses  séculaires  rétrogrades , 
et  que  dans  aucun  temps,  toutes  les  vitesses  des  périhélies  ne  pourront 

être  rétrogrades  :  sur  quoi  il  convient  de  se  rappeler  que  nous  n'enten- 
dons parler  que  de  la  partie  séculaire  de  ces  vitesses ,  et  abstraction  faite 

de  la  partie  périodique,  selon  l'usage  des  géomètres  en  cette  matière. 

6.    A  l'aide  des  équations  {(i),  [f"\.  on  formera  aussi  le  rapport 

di  .     /-  dfj'  ,  y- --y^,ny/a^-—y'm    ^V  +  etc.   _  _  ̂_ 

y'  m  va  -\-y'^m'  \/  a'  -!-  etc.  I^i 

le  second  membre  est  ici  une  quantité  négative;  le  premier  est  une 

moyenne  obtenue  en  multipliant  chacune  des  vitesses —  ,  —,  — .  etc.. ^  dt^     dt        df 

des  nœuds  des  orbi  tes ,  par  un  coefficient  positif  variable 

y'-msja,    y'-ni'\/a',    -^/'-m"  \/a" ,     etc., 

et  en  divisant  la  somme  des  produits  par  la  somme  des  coefficients  des 

vitesses:  puisque  cette  moyenne  est  une  quantité  négative,  on  peut  en 
,  ,,  ,  ,        .  ,      ,   .        d'j     dV 

conclure  qu  a  aucune  époque  toutes  les  vitesses  séculaires —  ,  —,  etc.. 

des  nœuds  des  orbites  ne  peuvent  être  directes. 
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On  voit  que  ce  résultat  est  la  conséquence  immédiate  du  signe  re- 

connu de  la  constante  P,,  comme  celui  qui  concerne  les  vitesses-^, 

-^,  etc.,  est  la  conséquence  du  signe  de  la  constante  H,.  La  considé- 

ration des  moyennes  ne  sert  ici  qu'à  fournir  un  énoncé  simple  de  ces 

propositions,  savoir  :  qu'entre  les  vitesses  des  périhélies  on  peut  tou- 
jours former  une  moyenne  constante  ^t positive,  et  entre  les  vitesses  des 

nœuds  des  orbites  on  peut  obtenir  à  toute  époque  ime  movenne  cons- 
tante et  négative. 

L'équation^  m7?z'  [a,  a']  \'^  =  iV ^  fournit  une  relation  entre  les 
carrés  des  inclinaisons  mutuelles  des  orbites  considérées  deux  à  deux; 

il  existe  une  relation  différente  entre  les  mêmes  quantités  que  nous 
allons  faire  connaître. 

7.  Dans  cette  vue,  nous  reprendrons  l'équation  du  principe  des  aires 
relative  au  mouvement  des  planètes  m,  m',  etc.,  sous  la  forme  que 
Laplace  lui  donne  [Mécanique  céleste,  i"  volume ,  page  3i5), 

c  =m  \/a{i  — e*)  cos>  -i-  m'  \/a'{i—J'^)  ces  y'+  etc. 

■+■  y  mm'  (^'  —  ̂ )  i'^y  —  ̂ï)  —  {y'  —  x){d-c'  —  '^)^ 

y,  y,  etc.  sont  ici  les  inclinaisons  des  orbites  au  plan  des  x,  j,  qui 

peuvent  avoir  des  valeurs  quelconques  ;  c  est  une  quantité  constante. 

La  partie  comprise  dans  le  signe  ̂   contient  des  termes  semblables  à 

ceux  qui  forment  la  première  ligne,  et  auxquels  on  pourra  les  réunir; 

mais  ils  seront  d'un  ordre  inférieiu-,  à  cause  des  produits  m  m',  etc.  Les 

autres  termes  de  V  seront  périodiques,  ou  d'un  ordre  encore  inférieur 

à  celui  de  mm,',  et  pour  cette  raison  nous  les  négligerons.  L'équation ainsi  réduite  devient 

c  ̂ =  m  \/a{\  —  e^)  cosj-  -H  m'  \/a'  (i  — e'*)  co%y'  -\-  etc. 

Tome  V.  —  OcTOBP.E  1840.  4? 
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et  en  désignant  le  moyen  mouvement  de  la  planète  m  par  n ,  011  a 

/m  -h  m "  =  V -^r-; 

par  suite 
,  /— 7   ^  mn.a^V^i  —  e^ 

et  au  degré  d'approximation  où  nous  nous  bornons ,  l'on  peut  écrire 
simplement 

in\/a[i  —  e^)  =    nm.a-W — — ^■ 

Soit  E  la  surface  de  l'ellipse  décrite  par  la  planète  /m;  on  a 

E  =  TT.a-  v/i  —  e^; 

l'équation  des  aires  pourra  donc  être  réduite  à  cette  forme 

TTC  \/M  =:  in?iE  cos  y  -+■  m'  n'E'  cos^'  -t-  m"  ?i"E"  cosy  -+-  etc.  : 

prenant  la  masse  M  du  Soleil  pour  unité  des  masses,  le  premier  membre 

sera  simplement  TT.c.  Cette  équation  est  relative  à  la  projection  des  aires 

sur  l'un  des  plans  des  coordonnées.  En  désignant  par  6  et  par  a.  les  an- 

gles que  l'orbite  de  ni  forme  avec  les  deux  autres  plans  des  coordon- 

nées; par  a',  Q',  les  angles  analogues  relatifs  à  l'orbite  de  m',  etc.,  on 
aura  deux  équations  semblables  à  la  précédente ,  savoir  : 

c,7r  =  ;7z«E  cosê  +  m'/i'E' cosê' -I- etc.  , 

(■  7r   =  m/îE  cosa -t- m'n'E' cos  a' +  etc. 

Désignons,  comme  dans  l'article  2,  par  l' l'inclinaison  de  l'orbite  de  m 

sur  l'orbite  de  m';  par  'F  l'inclinaison  de  l'orbite  in!'  sur  l'orbite  de  m . 
et  ainsi  des  autres;  on  sait  que 

cos  l'   ̂   cos  a  cos  a'  -t-   cos  ̂   cos  ê'  -f-   cos  5/ cos  j/', 

cos'I"  =  cos  a' cos  a"  -h   etc., 
etc.  ; 
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on  a  de  plus,  entre  les  angles  et,  B,  y,  relatifs  à  une  même  orbite ,  l'é- 

quation 
I    =  cos^a  -+-  cos'-C  +  cos^T-; 

Si,  en  ayant  égard  à  ces  relations,  l'on  compose  la  somme  des  carrés 
de  CTT,  c ,fr,  c,^7r,  données  dans  les  formides  précédentes,  on  aura 

(c=  +  C  ■+-  cD-TT-'  =  ra^  n^E^*  -t-  m'=  n'^  E'^  -h  etc. 

+  2  2 '"'"'""'ÉE' cos(T'); 
mais 

cos  I':=i  —  2sin'(  —  |,      cos  I"  =  I  —  a  sin  '{  —  j, 
etc. 

V  ay 

D'après  cela,  l'équation  pourra  être  ainsi  écrite  : 

(innE  -\-  m'n'E'  -{-  m"n"E"  ■+■  etc.y 

—  4  2  mm' nn'EE'  sin*f  —  1  =  (f^  +  c'  -f-  c\  -r^. 

En  négligeant  les  puissances  de  e,  e',  etc.,  supérieures  a  la   seconde 
dimension,  la  somme 

mnE  -\-  m'n'E'  -»-  etc.  =  vrm  \/a{\  —  e')-^7rm'  \/a'{\  —  e'*')-h  etc.. 

est  constante.  En  effet ,  parle  développement  de  chaque  radical,  tel  que 

V/ 1  —  e' ,  cette  somme  égale 

m  y  a  +  m'  s/a'  ■+-  etc.  —  1^   1   ^   h  etc.  ), 

mais  nous  avons  vu  que  la  somme 

m  v/rt  (r  ■+■  ta'  \/a'(''"  -H  etc.  =  K,  =  constante. 

et  la  somme  m  \/a  -\-  m'  \/a'  -\-  etc.  est  aussi  une  quantité  cons- 

tante ,  puisque  l'on  fait  abstraction  des  termes  périodiques  de  a , 
a',  etc.  11  s'ensuit  que  l'équation  précédente  donne 

^  ̂m/n' ri  fi' EE' sm'^  l— ]  =  constante. 

47- 
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Dans  le  premier  de  ses  termes  le  facteur 

/^nn'.EE'  sin ^-  =  -j^  a' a''  ̂ (iZZe'){i-e")  f V  -  ̂  +  etc.  j; 

cette  quantité  doit  être  réduite  à  tt-  \^aa'.V-  quand  on  néglige  les 

termes  de  quatre  dimensions  en  e,  e',  I';  tous  les  termes  renfermés 

dans  le  V  ayant  la  même  forme,  l'équation,  divisée  par  tt^,  se  réduit  à 

^^  m  m' \' a  a' .Y-   =  constante, 

qui  doit  être  considérée  comme  une  intégrale  des  équations  [b).  Dans 

le  premier  membre  de  cette  égalité ,  on  voit  la  somme  des  carrés  des 

inclinaisons  mutuelles  des  orbites  des  planètes  prises  deux  à  deux ,  mul- 
tipliées par  les  produits  des  masses  et  des  racines  carrées  des  distances 

moyennes  correspondantes;  et  le  théorème  exprime  que  cette  somme 

est  une  grandeur  invariable.  L'équation  de  Lagrange  , 

2  mm'  [fl,  rt']r-  =  2P, , 

établit  déjà  une  relation  entre  les  mêmes  carrés.  Ces  relations  s'ac- 

cordent entre  elles  pour  établir  que  l'inclinaison  I'  est  invariable 

quand  il  n'y  a  que  deux  orbites. 

Si  l'on  considère  trois  orbites,  on  a  immédiatement,  par  ces  deux 
équations  distinctes,  deux  des  inclinaisons  expriuiées  au  moyen  de  la 

troisième,  qui  reste  seule  à  déterminer  en  fonction  du  temps  t.  C'est 

ce  que  l'on  peut  faire  de  différentes  manières,  et  il  n'est  pas  difficile  de 
reconnaître  que  celle  que  Lagrange  a  employée  dans  la  Mécanique 

analytique  (deuxième  volume),  revient  à  prendre  pour  inconnue  la 

surface  du  triangle  sphérique  formé  par  les  pôles  des  trois  orbites, 

de  manière  que  chaque  côté  de  ce  triangle  représente  l'inclinaison  de 
deux  des  orbites.  La  même  variable  entre  aussi  dans  les  formules  élé- 

gantes données,  siu"  ce  problème,  par  AI.  Liouville  {Journal  des  Ma- 
thématiques, tome  IV  ). 
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Note  sur  des  relations  employées  dans  le  Mémoire  précédent , 

et  indiquées  aux  articles  ̂   et  o. 

Ou  sait  que  la  puissance  d'un  trinôme 

a^  —  laa'  cosip  -\-  a'"' 

peut  être  développée  en  une  série  procédant  selon  des  cosinus  multiples 
de  p,  savoir  : 

(rt^  —laa'  cos(p-h«'^)~'  =  |Al°- -hAÎ'  cosç  -|-...-t-  A,"  cos(/(p;-hetc.; 

les  méthodes  à  suivre  pour  cet  objet  sont  rapportées,  depuis  Euler, 

dans  plusieurs  Traités,  et  particulièrement  dans  la  Mécanique  de 

Laplace  (tome  1,  page  267),  etc.  On  voit  aisément  que  les  coefficients 

A;"'  sont  des  grandeurs  positives  quand  s  est  positif,  c'est-à-dire  quand 

on  développe  une  puissance  négative  — s  au  trinôme.  Lorsque  l'on 
suppose  #:=  4 >  les  coefficients  ̂   A^' ,  A^',  A£',  se  changent   dans  les 

symboles  que  nous  avons  désignés  ci-dessus,  article  2 ,  pai' 

(a,  a'),  {a,  a'},  ,         (a,  a')^. 

Si  l'on  prend  .ç  =  —\i  les  coefficients  |  A^°^,  A'M,  A'j]^,  deviennent 

les  symboles  que  nous  avons  dénotés  par 

(a,  a'),  [a,  a'), ,  {a,  a%. 

On  obtient  d'ailleurs  le  coefficient  général  A^*'  par  une  intégrale  définie 

au  moyen  du  procédé  de  d'Alembert;  pour  cela  on  multiplie  les  deux 

membres  de  l'équation  précédente  par  cos  (/(p),  et  l'on  intègre  de  (p  =0 
à  <p  =:7r;  il  en  résulte 

p  cos  (iç)  dp  _   ̂ (,,  T 

Jo     (a' — 2aa'  cos  p -h  a'')'  '  '2' 

M.  Jacobi  a  donné  à  cette  intégrale  une  forme  renianiuablc,  et  de  mon 
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côté  je  l'ai  traitée  par  une  méthode  qui  a  conduit  à  une  expression  dif- 
férente (voyez  le  tome  XV  du  Journal  de  Mathématiques  de  M.    (>relle 

et  le  Journal  de  l'École  Polytechnique,  tome  XVI  ). 

En  supposant  a">-a,  on  posera  a  =  a' a,  et  l'on  aura 

[à-  —  laa'  cos®  +  rt'^)~'  =  «'-•"  i  a^  —  la.  cos  <p  -f-i)~*  ; 

et  si  vous  développez  cette  dernière  fonction  selon  des  cosinus,  savoir  , 

(  I  —  aa  cosç  -\-  cL^)~^  =  |-è'°'  -+-  M"'  cos<p  -j-  .  .  .  -+-  b'-f^  cos/cp .  .  . , 

vous  aurez  A^  =  a!~-^.h\. 

Cette  fonction  génératrice  des  coefficients  hi  ,  donnera  aussi 

7c,)  _   J_    Ç"    'i<P  ™s i'P)    
1v  Jo     (l  —  2a  COSip  +  (t^)'' 

De  cette  valeur,  ou  encore  de  la  considération  directe  de  la  série 

\  U°^  -f-  ̂*'' cos  (p  -H  etc.,  provenant  de  la  fonction  génératrice 

(i  —  2acos(p  4- a^)~%  on  déduit  entre  trois  coefficients  consécutifs 

b's'^'',bf',  èl"~'',  l'équation  suivante,  aux  différences  Unies  [Méca?iique 
céleste,  tome  I ,  page  268) , 

^/  _,_  I  _  j)  ̂,c.  +  o  _  L±J^.;.è(;j  +  (/  _  I  +  ̂ )  ̂,(;-o  =  o.      (s) 

Le  développement  analogue  de  (i  —  la.  coscp  4-  a^)'~',  qui  ne  diffère 

de  la  première  fonction  génératrice  qu'en  ce  que  i  —  ̂   y  remplace  s , 
donnera  naissance  à  des  coefficients  b['L,i  entre  lesquels  on  aura  pareil- 

lement une  équation  aux  différences  ;  elle  se  déduit  de  la  précédente  en 

remplaçant  s  par  i  —  ̂  ,  savoir  : 

(i^s)  Ai'_+/'  -  —^ .  / . b^L  -t-  (/  -  s)  ̂1' -;•  =  o .     (/ ) 
Posons 

(,_,)(2_,)(3_,ç)...(,_.)-  ■ 

é'  ■  sera  une  fonction  de  ■■  et  de  /,  qui  satisfera  à  une  équation  aux  diffé- 
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lences  finies  que  nous  allons  former  ;  ce  sera,  pour  nous,  une  série  dé- 
terminée procédant,  comme  Uf>  et  Wl.,  selon  les  puissances  a', 

«'•^%  etc.,  et  déforme  entièrement  connue;  lorsque  /=o,  on  devra avoir  simplement  ̂ ^  =  gw.  En  mettant  /+  i  et  /  -  i  dans  la  valeur 
supposée  de  M'',  on  aura 

/^^.+.)  _  ̂ -1  +^.?  +5   ,—  14.^        i^,  _^^^ 
i  —  s.i  —s.Z  —  s.    ..    i  —  s  '  i  -\-  i  —  s  ' 

1—^.2  —  ̂ 3  — y   i  —  s  '  i  —  r  4-  s  ' 

ces  valeurs  de  M'  +  -\  f^' ,  /5.(— )  en  ê"  +  '),  ̂ ",^(— ),  substituées  dans 
l'équation  {s)  donnent  la  suivante  ,  après  avoir  écarté  le  facteur  coni- S.I  + s.%-\- s.  .  .i —  i  -h  s mun   -—  ■ 

I  —  S.1  —  s. 3  —  s. .  .i  —  ̂  

ou  bien 

La  forme  de  cette  équation  linéaire  est  identique  à  celle  de  l'équation  (/  ) 
en  bit,;  d'ailleurs  les  quantités  b\1,  et  C"'  sont  des  séries  déterminées  et 
procédant  l'une  et  l'autre  selon  les  puissances  a',  a'"*"-,  «'  +  %  etc.;  il 
est  facile  de  voir,  d'après  cela,  que  l'on  doit  avoir  ̂ '''  —  b[-_..S,  en 
dénotant  par  S  im  coefficient  indépendant  de  /,  et  conséquemment 

'    -   (.-.)(2-.)(3-.)...(,--.)-*-'-S- 

La  valeur  de  S  sera  fournie  par  l'hypothèse  de  /=  o;  il  en  résulteia 
bi"^  =  i^l,  .S;  ainsi  cette  constante  S  sera  le  rapport  de  bf  à  A;l .. 

Pour  déterminer  ce  rapport  nous  aurons  recours  à  l'expression 

i(«)  =  j_  r  ''f         . 
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qui  résulte  de  celle  que  nous  avons  donnée  ci-dessus  b;",  sous  le  signe/ 

de  l'intégration  déBnie  nous  changerons  la  variable  <p  en  une  autre  (f  '  qui 
sera  liée  à  la  première  par  la  relation 

(i  —  aacostp  -H  ar)  (i  -\-  ia  cos  $'  4-  ar)  =  (i  —  a^)S 

qui  résulte  d'une  propriété  de  l'ellipse;  elle  montre  qu'aux  valeurs 
jp   =  o,   (p   =   TT,  répondent  (p'  =  o,   (p'  ̂   tt. i)n  eu  tire 

_,  (i -(- a')  COS0  — 2« cos®     =       —   , 
I  —  22  cosa  -H  «'  ' 

et  par  suite 

-/  (i  —  «')  sin  I 
sm  (p    =       -  ' I  —  2a  cos^  +  a' 

Mais  en  différentiant  le  logarithme  de  la  relation  de  cos  (p  et  de  cos  (p', 
ou  a 

dtp  sin  ip  dp' .  sin  9' 

I  —  2a  cos  Çi  +  a'  l  -^  la.  COS?i'  +  «'' 

Cette  équation,  multipliée  par  celle  qui  la  précède,  donnera  sur-le- champ 

I   -+-  2a  COS  (p'  +  a"  ' 

on  multipliera  encoie  celle-ci  par  l'équation 

f'  —  »')"  r  /  os  , 
-,   ^^   ;7-,  =  (  I  -H  2a  cos  %,  -h  a.)'i 
(\  —  aacosip  -H  a")'         ̂   r     '         y> 

cela  donne 

r     (»  -a')"«?P        ̂     /•-.     _a=)^a>'(i  -4-2acos|>'-4-a=')'-'. 
Jo     (1  —  2a  COS?'  +  a')'  ̂ o     ̂   .'       T    \  t  j 

Puisque 

(i  —  2a  cos  cp'  4-  a'-)  ~  <■'-■*>  =  \biL>  -+-  ̂,'1,  cos  <p'  +  etc., 
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on  aura,  en  remplaçant  <p'  parTr  —  (p', 

(i  ■+■  2acos(p'  +  ct-y-'  =  {y°l^  —  b^l.cos(p'  ■+■  etc., 

et  en  multipliant  par  d<p'  et  intégrant  de  <p'  =  o,  k  (p'  =77-,  on  aura 

/  "  d(p'  (  I  +  2a  CCS  (p'  •+-  a^y-'  =  -  b.t .. 

L'équation  que  nous  venons  de  former,  et  qui  renferme  les  deux  inté- grales définies ,  devient  donc 

et  l'on  aura 

Substituant  cette  valeur  de  la  constante  S  dans  la  relation  de  b''  à  i<,'i„ on  aura 

h<-'>  _  '         s(i+s){i-hs)...(i—i-hs)  ,^^ 

(,_«>)—.     (,_,)(2_^)(3-.)...(/_.)^-" 

où  l'on  peut  remettre  à  la  place  de  b^p  et  bf_,  leurs  formes  en  intégrales définies,  savoir, 

./o    (1—2»  cos <p-h»'y        (i  — «")"—  (i—s)('i—s)...(i—s)Jo  (i  —  2«cos9 4- «•)■-'■ 

c'est  le  théorème  d'Euler  auquel  nous  avons  fait  allusion,  art.  2,  et 
dont  une  démonstration  ingénieuse  a  été  donnée  par  M.  Jacobi  (Jour- 

nal de  M.  Crelle,  tome  XV  ).  On  posera  dans  l'équation  s  =  ̂  ,  d'où 

\—  s  =   ,  et  a  =  -;  :  en  observant  qu'alors  le  facteur 

.(i  +  j)(2  +  4..(,--i  +  .v)_  3.5.-;. ..(2,-1)  (2»-t-l)  .  w     .^     > 

{i-s)(i-s){Z-s)...(i-s)—     -i.i.3.5...(2/-3)     —  -^2'  — 'n^'-l-')' 

on  aura 

Tome.  V — Octodke  1840.  4° 
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Mais  le  premier  membre  représente  le  symbole  («,  a'),,  et  l'intégrale 
définie  du  second  est  aussi  le  symbole  {a,  a')i  de  l'article  2  ;  on  a  donc 
entre  ces  quantités  l'équation 

En  donnant  à  /  les  valeurs  /  =  i,  /  =:  2,  on  retrouve  les  rapports  que 
nous  avions  remarqués  art.  2. 

Le  développement  de  [a-  —  2«rt' cos  cp  +  a'-)~*~'  selon  les  cosinus 
des  multiples  de  <p,  aura  pour  terme  général  A^'^,  cos(/ç).  Il  existe  des 

relations  utiles  entre  les  coefficients  A^'^  et  Ai'].,  ,  que  l'on  déduit  im- 

médiatement de  celles  que  Laplace  a  rapportées  dans  le  i*"^  volume 
de  sa  Mécanique  céleste,  page  268.  Ces  formules  ont  la  propriété  de 

conduire  à  des  résultats  exacts,  et  que  l'on  peut  former  par  des  élimina- 
tions, quand  on  y  écrit  —  z  à  laplace  de  /,  pourvu  que  Ar'-soit  remplacé 

par  A^''.  Si  l'on  exécute  ce  changement  dans  la  première  formide  de  la 
page  269  de  Laplace ,  on  en  déduit 

(/■  +  s)  AW  —  s{à'-Jr  a'^) Ai'|,  -  is.aa'.  A'^^;\ 

Ecrivons  ici  —  ;  —  i  à  la  place  de  /,  et  remplaçons  toujours  les  A7'  par A*'' ,  il  vient 

(i  +  1  -  s)A\'+''-  =  isaa'A%,  —  s{a^-J^  «'=)  Alï,''  ; 

ajoutant  et  soustrayant  ces  formules,  on  a 

(/  +  s)  Ai')  +  ̂ i+  i  -s)  A';^-''  =  s{a'  +  af  [Ail,  -  A.;'+^] , 

[l  -+■  s)  A';i  -{i+  I  -s)  Ai'+'^  =  s{a'  -a)-  [Al'| .  4-  Ai'^."]. 

Nous  avons  déjà  rappelé  que  tous  les  coefficients  Ai'^  sont  positifs  quand 
s>o;  si  s  est  négafif  et  que  i  -+-  s  soit  >o,  le  coefficient  A,°  seul  est  po- 

sitif, et  les  autres  AV,  A',"',  etc.,  sont  négatifs. 
Le  terme  —sA'-;+'i  de  la  première  équation  précédente,  sera  donc  né- 

gatif quand  s  est  >  o;  mais  dès  que  i-\-i  —  s  est  positif,  le  premier 
membre  de  l'équation  est  nécessairement  positif,  et  la  différence 
M'i.  —  A<'+,'    le   devient  elle-même.    Ainsi,   par  exemple,    si  J  =  i, 
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/  -+-  I  —  ̂   =  /  H-  |,  cette  quantité  étant  positive  pour  toute  valeur  en- 

tière de  /,  il  s'ensuit  que  les  différences  Al' —  Ai',  Ai'  —  Ai',  etc., 

sont  positives  Mais  ces  coefficients  Al  ,  Ai',  etc.,  sont  ceux  du  déve- 

loppement de 

[a-  — -iaa' cos<p  +  a'^)  '  ̂ {a,a')  -H  (rt,  a'),  cos(p -i- etc.; 

on  a  donc  [a,  a')   >   \u,  a'),  >  (a,  a')^,  etc. 

Nous  avons  donné  (art.  2)  une  expression  des  symboles  \a,  a'\,  [a,  a\ , 
de  laquelle  résulte  pour  leur  rapport  p 

_    ["^  ̂]  _  (°.  "')* . 

d'après  l'inégalité  qui  vient  d'être  établie ,  on  voit  que  f  est  <  1 ,  con- 
formément à  ce  que  nous  avons  supposé  art.  5.  Par  des  moyens 

analogues  appliqués  aux  autres  expressions  des  deux  mêmes  symboles, 
on  arriverait  au  même  résultat. 

La  démonstration  sur  laquelle  Poisson  a  établi  que  p  <  1  exige  la  trans- 

formation des  symboles  en  fonctions  elliptiques,  et  déplus  le  dévelop- 

pement de  ces  fonctions  en  séries  procédant  selon  les  puissances  du  rap- 

port —  ;  elle  nous  paraît  moins  simple  que  celle  que  nous  venons  de 

donner  (  voyez  les  Additions  à  la  Connaissance  des  Temps  pour  1 836, 

page  41). 

48.. 
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Des  lois  géométriques  qui  régissent  les  déplacements  d'un 

système  solide  dans  l'espace,  et  de  la  variation  des  coor- 
données provenant  de  ces  déplacements  considérés  indé- 

pendamment des  causes  qui  peuvent  les  produire; 

Par  m.  OLINDE  RODRIGUES. 

Idée  générale  de  la  translation  et  de  la  rotation  d  un  système  solide. 

1.  J'entends  par  système  solide  un  asseuil)lage  quelconque,  continu 
ou  discontinu,  de  points  invariablement  liés  entre  eux,  de  telle  sorte 

que  trois  de  ces  points  étant  donnés  de  position,  non  en  ligne  droite , 

ainsi  que  leurs  distances  à  tous  les  autres  points  du  système,  la  situation 
de  ce  système  soit  invariablement  déterminée  pour  chaque  changement 

de  situation  du  triangle  formé  par  ces  trois  points  ; 

Ce  qui  doit  être  ,  en  effet ,  puisque  sur  une  base  triangulaire  donnée , 

avec  des  dislances  données ,  ou  ne  peut  construire  qu'une  seule  pyra- 
mide ,  identique  ou  superposable  à  une  autre  pyramide  donnée.  Ainsi 

donc,  trois  points  d'un  solide  non  en  ligne  droite  étant  fixes,  aucun 

déplacement  de  ce  solide  n'est  possible. 
Mais  s'il  n'y  a  que  deux  points  donnés  qui  doivent  rester  immobiles 

dans  )e  système  ,  l'invariabilité  des  distances  de  tout  autre  point  à  ces 
deux-là  entraine  d'abord  Timmobilité  de  tous  les  points  avec  lesquels 
ils  sont  en  ligne  droite;  cette  droite  devient  un  axe  fixe,  autour  duquel 

tout  autre  point  du  système  ne  peut  que  tourner  dans  une  circonfé- 

rence concentrique  et  normale  à  l'axe;  et  comme  tous  les  points  du 

système  sont  invariablement  liés  à  l'un  d'eux  et  à  l'axe  fixe,  la  rotation 
de  l'un  implique  la  rotation  de  tous;  et  Y  amplitude  de  cette  rotation 
est  égale  pour  tous  les  points  du  système. 

Tout  déplacement  d'un  solide  autour  de  deux  points  fixes  se  réduit 
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tlonc  a  iiiie  rotation  d'égale  amplitude  et  de  même  sens  pour  tous  les 
points  du  système  autour  de  l'axe  formé  par  les  deux  points  fixes. 

C'est  ici  le  lieu  de  remarquer  que  toute  rotation  donnée  peut  être 
remplacée  par  une  rotation  de  sens  opposé,  d'une  amplitude  complé- 

mentaire de  celle  de  la  première  à  4oo". 

Des  rotations  différentes  autour  d'im  même  axe  se  composent  en  une 

rotation  égale  à  leur  sonune,  en  ayant  soin  d'affecter  de  signes  con- 
traires les  amplitudes  de  rotation  qui  s'effectueraient  en  sens  opposés, 

l'ordre  de  succession  des  rotations  restant  d'ailleurs  arbitraire. 

Si  l'amplitude  des  rotations  est  infiniment  petite,  les  arcs  décrits  par 
les  points  du  solide  déplacé  à  distance  finie  de  l'axe,  se  confondent 
avec  leurs  cordes,  lesquelles  sont  diversement  inclinées  entre  elles, 

selon  les  angles  des  rayons  menés  de  l'axe  aux  points  du  système. 

Mais  si  l'on  suppose  que  l'axe  lié  invariablement  au  système  que  l'on 
considère  en  soit  pourtant  infiniment  éloigné,  une  rotation  infiniment 

petite  d'un  ordre  infinitésimal  réciproque  à  celui  de  la  distance  de  l'axe 
à  ce  système ,  aura  pour  effet  de  faire  décrire  à  tous  ses  points  des  droites 

finies  égales  et  parallèles,  de  manière  que  le  système  n'aura  fait  que 
subir  luie  translation,  en  désignant  ainsi  le  déplacement  d'un  solide 
qui  résulte  du  transport  égal  de  tous  les  points  parallèlement  à  luie 
direction  donnée. 

.\insi  donc,  toute  translation  d'un  système  peut  rigoureusement  être 
considérée  comme  une  rotation  d'une  amplitude  infiniment  petite  au- 

tour d'un  axe  fixe  infiniment  éloigné  et  normal  à  la  direction  de  cette translation. 

On  ne  sera  donc  pas  surpris  de  trouver  ultérieurement  toutes  les  pro- 
priétés des  translations  comprises  dans  celles  des  rotations,  comme  les 

propriétés  de  la  ligne  droite  dans  celles  de  la  circonférence  ;  et  toutefois 
nous  nous  y  arrêterons  spécialement. 

Mais  auparavant  nous  compléterons  cet  exposé  général  du  déplace- 

ment autour  d'un  axe  fixe,  par  le  théorème  suivant,  que  l'inspection 
de  la  figure  rend  sensible  et  dont  les  conséc|uences  serviront  dans  ce 

qui  va  suivre. 

Du  transport  de  l'axe  de  mtafinn  parallèlement  h  lui-même. 

La  rotation  d'un  système  solide  autour  d'un  axe  fi.ve  peut  être  rem- 
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placée  par  une  rotation  égale  autour  d'un  autre  axe  parallèle  au  pre- 
mier suivie  d'une  translation  de  ce  système  égale  et  parallèle  à  la  corde 

de  l'arc  décrit  par  un  point  du  second  axe  autour  du  premier,  en  vertu 
de  la  première  rotation ,  ou ,  ce  qui  re\àent  au  même,  sauf  le  sens  de  la 

translation  qui  est  changé,  à  la  corde  de  l'arc  qui  serait  décrit  par  un 
point  du  premier  axe  autour  du  second. 

2.   Revenons  au  déplacement  par  translation. 

Si  deux  situations  d'un  même  solide  sont  telles,  que  les  cordes  qui 

joindraient  chaque  point  du  solide  dans  l'une  de  ces  situations  à  son 

correspondant  dans  l'autre  soient  égales  et  parallèles,  il  est  clair  que  ce 
solide ,  pour  arriver  de  la  première  à  la  seconde  situation ,  aura  pu  ne 

faire  que  glisser  en  quelque  sorte  parallèlement  à  lui-même  le  long  de 

l'une  de  ces  cordes,  dont  la  grandeur  et  la  direction  mesureront  la 

grandeur  et  la  direction  de  la  translation  de  ce  système,  et  vice  l'hersa. 

Rien  n'est  plus  simple  que  la  translation  d'un  système  solide  selon  une 
direction  et  une  grandeur  de  translation  données. 

Loi  générale  de  la  composition  des  translations  successives . 

Si  le  système  subit  plusieurs  translations  consécutives,  différentes  en 

direction  comme  en  étendue ,  toutes  ces  translations  se  composent  évi- 
demment en  une  translation  unique,  égale  et  parallèle  à  la  droite  qui 

joindrait  un  point  de  la  première  situation  à  son  correspondant  dans 
la  situation  définitive  du  système  ;  droite  qui  fermerait  le  polygone  tracé 

par  les  tianslations  successives  de  ce  point ,  et  dont  la  grandeur  et  la  di- 
rection ne  dépendent,  comme  on  le  sait,  que  de  la  grandeur  et  de  la 

direction  des  divers  côtés  de  ce  polygone ,  quel  que  soit  cC ailleurs  leur 
ordre  de  succession. 

Les  projections  de  cette  translation  résultante  sur  trois  axes  coor- 
donnés rectangulaires  seront  égales  aux  sommes  des  projections  des 

ti-anslations  données  sur  les  mêmes  axes  et  détermineront  ainsi  sa  gran- 

deur et  sa  direction  ,  par  im  procédé  analytique,  indépendant  du  pro- 
cédé graphique  de  la  construction  de  ce  polygone. 

Telle  est  la  loi  de  composition  des  translations  successives  d'un  sys- 
tème solide,  au  moyen  de  laquelle  on  peut  i-éciproquenient  décomposer 

toute  translation  donnée  en  une  suite  de  translations  diverses  en  gran- 
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cleur  et  en  directions,  assujéties  seulement  à  satisfaire  à  cette  condition 

que  la  somme  de  leurs  projections  sur  trois  axes  rectangulaires,  ou  plus 
généralement  sur  un  axe  miekonque,  soit  égale  à  celle  des  projections 
de  la  translation  donnée  sin-  le  même  axe. 

On  peut  appeler  cette  loi  de  composition  loi  du  polygone  des  trans- lations. 

Du  déplacement  d'un  système  autour  d'un  point  jioce. 

3.  Deux  situations  différentes  d'un  même  système  étant  données 
autour  d'un  point  qui,  dans  ce  déplacement  est  resté  immobile, 
qu'on  choisisse  arbitrairement  dans  ce  solide  un  triangle  dont  le 
pomt  6xe  serait  le  sommet,  et  que  l'on  considère  les  deux  situations 
correspoiulantes  de  ce  triangle,  et  particulièrement  les  angles  formés 
par  les  cùléMcorrespondaTits  des  deux  triangles  partant  du  même  sommet 
comnuui;  si  par  ce  sommet,  on  mène  deux  plans  qui,  normaux  aux 
plans  respectifs  de  ces  angles,  les  partagent  également;  il  est  évident 

que  l'intersection  de  ces  deux  plans  jouira  de  cette  propriété  que  cha- cun de  ses  points  pourra  être  considéré  comme  le  sommet  commim  de 
deux  pyramides  identiques  ou  superposahles,  ayant  pour  bases  les  deux 
triangles  considérés,  de  manière  que  cette  intersection  supposée  liée  m- 
variablement  au  système  déplacé,  sera  nécessairement  restée  immobile 
dans  le  déplacement  supposé.  Ce  déplacement  lui-même  se  réduit  donc 

à  un  déplacement  en  rotation  autour  d'un  axe  fixe,  que  l'on  détermine 
par  la  construction  qui  vient  d'être  expliquée. 

Dans  le  cas  singulier,  que  d'ailleurs  on  peut  toujours  éviter,  où  les 
deux  plans  bisséquants,  dont  l'intersection  sert  à  déterminer  l'axe  de 
la  rotation,  se  confondraient  en  un  seul  plan,  l'axe  n'est  autre  évi- 

demment que  la  droite  d'intersection  des  plans  des  deux  triangles  con- 
sidérés. Toute  autre  droite  que  celle-là,  bien  qu'appartenant  aux  deux plans  bisséquants  confondus  en  un  seul,  forme  avec  les  côtés  des  trian- 

gles considérés,  des  angles  trièdres  symétriques  non  superpo.sables. 

Ainsi  donc,  tout  déplacement  d'un  s\sfeme  autour  d'un  point  fixe 
revient  à  un  déplacement  par  voie  de  rotation  autour  d'un  axe  fixe 
passant  par  ce  point,  ou  plus  généralement,  peut  être  obtenu  par  une 

rotation  égale  autour  d'un  axe  différent,  mais  parallèle  au  premier  situé 
d'ailleurs  comme  on  voudra  ,  |)ourvu  que  cette  rotation  soit  suivie  d'un 
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déplacement  en  translation  parallèle  et  d'une  étendue  égale  à  la  corde 

de  l'arc  que  le  point  fixe  devenu  mobile  décrirait  autour  de  ce  nouvel 
axe,  le  sens  de  la  translation  étant  opposé  à  celui  de  cette  corde; 

Cette  généralisation  du  dé]ilacenïent  autour  d'un  point  fixe,  étant 

la  conséquence  du  théorème  relatif  au  transport  de  l'axe  de  rotation 
parallèlement  à  lui-même  (n°  I). 

Du  déplacement  quelconque  d'un  système  solide  dans  l'espace. 

i.  Considérons  enfin  deux  situations  entièrement  arbitraires  dun 

même  solide ,  et  cherchons  à  nous  représenter  de  la  manière  la  plus 

simple,  le  mode  de  déplacement  qui  a  pu  amener  le  solide  de  l'une  de 
ces  situations  à  l'autre. 

Par  un  point  quelconque  de  ce  solide  dans  la  première  situation , 

imaginons  qu'on  mené  des  droites  égales  et  parallèles  à  celles  qui,  dans 
la  seconde  situation  joignent  le  point  correspondant  de  celui-ci  à  tous 

les  autres  points  du  solide  déplacé;  on  aurait  ainsi  construit  un  assem- 
blage de  points,  un  solide  entièrement  identique  à  celui  que  nous  consi- 

dérons ,  mais  dont  la  situation  intermédiaire  entre  les  deux  situations 

données  serait  dérivée  de  la  première  par  le  moyen  d'une  certaine  ro- 

tation autour  d'un  axe  fixe,  passant  par  ce  point  choisi  poiu'y  rappor- 

ter le  déplacement  du  système ,  tandis  qu'à  son  tour  la  seconde  situa- 
tion du  solide  serait  dérivée  de  cette  situation  intermédiaire,  au  moyen 

d'une  translation  dont  la  direction  et  l'étendue  seraient  égales  à  celle 
de  la  droite  qui  joint  le  point  choisi  et  son  correspondant. 

Si,  de  plus,  on  observe  qu'en  vertu  du  théorème  relatif  au  transport 
de  la  rotation  autour  d'un  axe  donné,  à  un  autre  axe  parallèle  à  celui- 

ci,  rien  n'empêche  de  supposer  que  cette  situation  intermédiaire  du 

solide  résulte  d'une  rotation  égale  et  de  même  sens  autour  fi'im  axe 

passant  par  un  point  quelconque  du  solide,  suivie  d'une  translation 
égale  et  parallèle  à  la  corde  de  l'arc  décrit  par  ce  nouveau  point  choisi 
pour  y  rapporter  le  déplacement  du  système  autour  du  premier  axe 
dans  la  première  rotation  admise;  comme  cette  translation,  composée 

avec  celle  qui  s'opère  du  solide  intermédiaire  à  la  situation  définitive, 
se  réduit  à  une  translation  égale  et  parallèle  à  la  droite  cpii  joint  cette 

nouvelle  origine  à  son  point  correspondant  dans  la  situation  définitive; 
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comme  enfin,  pour  chaque  origine  du  déplacement,  il  n'y  a  qu'un 
seul  axe  de  rotation  possible;  on  se  trouve  enfin  avoir  démontré  com- 

plètement le  théorème  suivant,  l'un  des  plus  beaux,  sans  contredit,  de 
la  géométrie,  et  qu  on  doit  considérer  comme  la  base  fondamentale  des 

lois  géométriques  du  mouvement. 

Théorème  fondamental. 

De  quelque  manière  qu'un  solide  ait  été  transporté  d'un  lieu  dans 
un  autre,  on  peut  toujours  considérer  ce  déplacement  comme  résultant 
de  deux  déplacements  consécutifs  en  rotation  et  en  translation,  la  ro- 

tation s'effectuant  autour  d'un  axe  fixe  mené  par  un  point  quelconque du  solide  dans  la  première  situation,  parallèlement  à  une  certaine  direc- 
tion, invariablement  déterminée  par  les  deux  situations  considérées  du 

solide ,  aussi  bien  que  le  sens  et  l'amplitude  de  la  rotation  ;  la  translation 
s' opérant  ensuite  parallèlement  à  la  droite  qui  joint  un  point  de  cet  axe 
à  son  correspondant  dans  la  seconde  situation  du  système,  la  grandeur 
de  cette  droite  mesurant  celle  de  la  translation. 

L'ordre  de  ces  déplacements  peut  être  interverti  :  la  translation  peut 
précéder  la  rotation,  mais  celle-ci  s'effectue  ensuite  autour  d'un  axe 
passant  par  le  point  de  la  seconde  situation  correspondant  à  celui  au- 

quel est  rapporté  le  déplacement  dans  la  première  situation.  D'ail- 

Jeurs  la  direction  de  Taxe  de  rotation,  l'amplitude  et  le  sens  de  rotation 
sont  les  mêmes  pour  tous  les  points  du  système,  avant  ou  après  la 
translation. 

Dans  cette  succession  de  déplacements  on  remarque  que  la  droite 
qui  joindrait  un  point  quelconque  du  solide  dans  sa  première  situation 

à  son  correspondant  dans  la  seconde,  c'est-à-dire  la  droite  réellement 

parcourue  par  ce  point,  forme  le  troisième  côté  d'un  triangle  dont  le 
premier,  variable  pour  chaque  point  du  système,  est  normal  à  Taxe  de 
rotation,  et  dont  le  second,  constant  pour  tous  les  points  du  système, 

mesure  la  translation  du  système  relative  à  l'origine  du  déplacement. 
La  projection  de  cette  droite  siu-  l'axe  de  rotation  est  donc  constante 

pour  tous  les  points  du  solide ,  et  ne  peut  être  constante  que  relative- 

ment à  cette  même  direction  de  l'axe  de  rotation  ;  car  cette  projection 
sur  toute  direction  est  la  somme  de  deux  projections,  savoir,  de  celle  de 

Tome  V.  —  NovEMiiRe  i84<i  4Q 
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la  corde  de  l'arc  de  la  rotation,  et  de  celle  de  la  droite  parcourue  en 
translation.  La  première  de  ces  projections  est  variable,  la  seconde  est 

constante.  Leur  somme  ne  saurait  donc  être  constante  pour  toute  direc- 
tion autre  que  celle  qui  rend  nulle  la  première  de  ces  projections, 

savoir  ,  la  direction  même  de  l'axe  de  la  rotation. 

Tous  les  points  d'un  système  solide  déplacé  d'une  manière  quelcon- 
que sont  donc  également  transportés  relativement  à  la  direction  de 

l'axe  de  la  rotation. 

Si  cette  projection  constante  est  nulle ,  le  déplacement  se  réduit  à  une 

rotation  sans  translation  autour  d'un  certain  axe,  facile  à  déterminer, 
puisque  la  droite  parcourue  par  chaque  point  dans  un  plan  normal  k  la 
direction  commune  de  tous  les  axes  de  rotation  se  trouve  être  la  base 

d'un  triangle  isoscèle  situé  dans  ce  plan,  dont  l'angle  au  sommet  serait 

égal  à  l'amplitude  de  la  rotation,  et  dont  le  sommet  appartient  à  l'axe cherché. 

En  général ,  cette  projection  constante  est  la  mesure  de  la  translation 

absolue  du  système,  qui  est  un  minimum  entre  toutes  celles  qui  sont 

relatives  aux  diverses  origines  du  déplacement  ;  c'est  la  translation 
même  des  points  du  système  qui  seraient  transportés  parallèlement  à 

l'axe  de  rotation.  Pour  tous  ces  points  considérés  comme  origines  du  dé- 

placement, l'axe  de  rotation,  que  nous  nommerons,  pour  le  distinguer, 

Vaxe  central  du  déplacement,  est  en  même  temps  l'axe  de  la  transla- 
tion ;  de  manière  que  le  déplacement  du  système  rapporté  à  cet  axe  cen- 

tral ,  se  réduit  à  tourner  autoiu-  de  cet  axe ,  en  glissant  parallèlement  à 

sa  direction ,  sorte  de  mouvement  qu'on  a  comparé  à  celui  de  la  vis  dans 
son  écrou  ;  expression  la  plus  simple  du  théorème  fondamental  où  les 
deux  déplacements  de  rotation  et  de  translation  se  trouvent  effectués 

orthogonalement  [*]. 

o.  Mais  il  s'agit  de  trouver  cet  axe  central ,  c'est-à-dire  de  déterminer 
les  points  du  système  dont  le  déplacement  définitif  se  réduit  à  une 

translation  parallèle  à  la  direction  de  l'axe  de  rotation.  Or  c'est  à  quoi 

l'on  arrive  par  la  construction  suivante. 

[*]  Ce  beau  théorème  de  géométrie  appartient,  je  crois,  à  M.  Chasles  ,  qui  Ta  publie 
dans  le  Bulletin  universel  des  Sciences,  tome  XIV,  année  ii33o. 
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Par  un  point  quelconque  du  solide,  et  dans  le  plan  des  deux  axes  de 

rotation  et  de  translation  relatifs  à  ce  point  considéré  comme  origine  du 

déplacement,  menez  à  l'axe  de  rotation  une  perpendiculaire  égale  à 

l'étendue  de  la  translation  projetée  sur  cette  perpendiculaire;  sur  cette 
perpendiculaire,  comme  base  et  normalement  au  plan  des  deux  axes, 

construisez  un  triangle  isoscèle ,  dont  l'angle  au  sommet  soit  égal  à 

l'amplitude  de  la  rotation  du  système,  ce  sommet  appartiendra  à  Vnxe 
central,  si  d'ailleurs  le  triangle  isoscèle  est,  relativement  au  plan  des 
deux  axes,  placé  dans  le  sens  de  la  rotation. 

Car  il  est  évident  que  ce  sommet,  tournant  d'abord  autour  de  l'axe 

de  rotation  relatif,  puis  décrivant  une  parallèle  à  l'axe  de  translation 

relatif,  d'une  grandeur  égale  à  celle  de  Ja  translation  relative,  arrivé  à 

sa  position  définitive ,  se  trouve  avoir  parcouru  parallèlement  à  l'axe  de 

rotation,  une  droite  égale  à  cette  même  translation,  projetée  sur  l'axe de  rotation. 

Et  réciproquement ,  si  l'on  considère  par  rapport  à  l'axe  de  rota- 

tion, qui  serait  mené  par  ce  sommet,  le  déplacement  de  l'origine  des 
deux  axes  relatifs  donnés,  on  voit  ce  point,  en  vertu  delà  rotation 

autour  de  Vaxe  central,  arriver  d'abord  à  l'extrémité  de  la  base  du 
triangle  isoscèle  ci-dessus  indiqué ,  base  qui  mesure  le  déplacement  de 

ce  point  perpendiculairement  à  l'axe  de  rotation  central,  puis,  en  vertu 
de  la  translation  parallèle  à  ce  même  axe,  arriver  enfin  à  sa  situation 

définitive,  à  l'extrémité  de  l'axe  relatif  de  translation  supposé. 
Et  cette  construction  montre  bien  que  tout  le  déplacement  se  réduit 

à  une  simple  rotation  autour  de  l'axe  central ,  quand  l'axe  de  transla- 
tion relatif  est  normal  à  l'axe  de  rotation ,  puisque  alors  le  sommet  du 

triangle  isoscèle  revient  en  définitive  à  sa  preniiere  position. 

Aussi  toutes  les  fois  que  les  divers  points  d'un  solide,  dans  le  dépla- 
cement de  ce  solide,  restent  clans  des  plans  parallèles,  ce  déplacement 

se  réduit  à  une  rotation  autour  d'un  certain  axe  fixe  normal  à  ces  plans. 

Déplacement  d'une Jigure plane  dam  son  plan. 

Ia>  déplacement  d'une  figure  plane  dans  son  plan  se  réduit  donc 

toujours  à  une  rotation  autour  d'un  centre  fixe  dans  ce  plan,  ainsi 
(pi'il  est  aisé  de  l'établir  directement. 

49- 
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Si  l'on  considère  le  quadrilatère  formé  par  la  droite  qui  joint  deux 

situations  correspondantes  d'un  point  du  solide,  l'axe  central  et  les  per- 
pendiculaires abaissées  de  ces  deux  situations  sur  cet  axe,  on  trouve 

que  la  droite  qui  joint  les  milieux  du  premier  côté  de  ce  quadrilatère  et 

de  celui  qui  lui  est  opposé,  est  perpendiculaire  à  ces  deux  lignes,  pro- 

priété qui  donne  une  autre  construction  de  l'axe  central ,  étant  don- 
nés seulement  deux  points  du  système,  leurs  correspondants,  avec  la 

direction  de  l'axe  de  rotation. 

Par  le  milieu  de  chacune  des  droites  qui  joignent  un  des  points  don- 
nés à  son  correspondant,  faites  passer  une  droite  parallèle  à  la  direction 

donnée  de  l'axe  de  rotation  et  une  normale  à  ces  deux  droites,  les  plans 

formés  en  chaque  milieu  par  cette  normale  et  la  droite  parallèle  à  l'axe 
de  rotation  se  couperont  au  lieu  même  de  l'axe  central  [*]. 

6.  Nous  avons  à  énoncer  maintenant  les  principaux  corollaires  qui 

se  déduisent  du  théorème  fondamental,  relativement  aux  déplacements 

particuliers  des  points ,  des  droites ,  des  plans  d'un  système  solide. 
1°.  Les  distances  qui  séparent  chaque  point  du  solide  dans  sa  pre- 

mière situation,  de  son  correspondant  dans  la  seconde,  se  projettent 

toutes  également  sur  la  direction  de  l'axe  de  rotation  ;  cette  projection 
commiuie  est  la  mesure  de  la  translation  absolue  du  système  ; 

a".  Toute  droite,  partie  du  système  déplacé,  ne  faisant  que  tourner 

quant  à  sa  direction,  autour  de  l'axe  de  rotation,  il  en  résulte  un  rap- 

port très  simple  entre  l'angle  que  forme  cette  droite  avec  l'axe  de  ro- 
tation et  celui  qu'elle  forme  avec  sa  position  primitive ,  par  suite  de  son 

déplacement  et  de  l'amplitude  de  la  rotation ,  savoir  : 

Le  sinus  du  deim-de'placement  angulaire  de  toute  droite,  partie  d'un 
sjstèine  solide  déplacé,  est  égal  au  sinus  de  la  demi-rotation  de  ce  sys- 

tème, multiplié  par  le  sinus  de  l'angle  de  cette  droite  avec  l'axe  de  ro- tation. 

Cette  proposition ,  que  l'inspection  de  la  figure  rend  évidente ,  sert  à 
établir  de  la  manière  la  plus  élémentaire  l'une  des  propriétés  les  plus 

i-emarquables  du  mouvement  de  la  Terre,  qui  est  l'invariabilité  pres- 

que absolue  des  pôles  du  globe,  le  mouvement  angulaire  de  l'axe  ter- 
restre étant  infiniment  moindre  que  celui  de  rotation  de  la  Terre; 

[*]  Cette  construction  m'a  cte  indiquée  par  mon  ami  M.  Lovy. 
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3°.  Toute  droite  parallèle  à  l'axe  de  rotation  est  transportée  parallè- 
lement à  elle-même,  tandis  que  le  déplacement  angulaire  de  toute 

droite  normale  à  cet  axe  est  égal  à  l'amplitude  de  la  rotation  ; 
4".  Toute  figure  plane  invariablement  liée  au  système  déplacé,  et 

dont  le  plan  est  normal  à  l'axe  de  rotation  ,  est  donc  transportée  dans 
un  plan  parallèle  au  premier,  à  une  distance  égale  à  la  translation  abso- 

lue du  système. 

Toute  figure  plane,  parallèle  à  l'axe,  est  au  contraire  transportée 

dans  un  plan  incliné  sur  sa  position  primitive,  d'un  angle  égal  à  l'am- 
plitude de  la  rotation. 

5".  Le  milieu  de  la  droite  qui  joint  un  point  quelconque  du  système 
à  son  coirespondant ,  est  le  point  de  cette  droite  le  plus  rapproché  de 

l'axe  central  du  déplacement  ; 

6°.  Les  milieux  de  toutes  les  droites  qui  joignent  tous  les  points  d'une 
figure  plane  à  leurs  correspondants,  après  un  déplacement  quelconque 

de  cette  figure,  sont  dans  un  même  plan  avec  les  milieux  de  toutes  les 

droites  qui  joindraient  tout  point  extérieur  à  cette  figure  plane,  à  son 

correspondant  sj-ine'trkjue. 
Ce  plan  fait  un  angle  égal  avec  les  plans  des  deux  figures  planes , 

aussi  bien  qu'avec  les  droites  correspondantes  dans  les  deux  figures,  dans 
leur  plan  ou  en  dehors  de  leur  plan,  maix^ symétriquement  inclinées; 

7.  Après  avoir  exposé  la  loi  géométrique  fondamentale  du  passage 

d'un  solide,  d'une  situation  donnée  à  une  autre  également  donnée  d'une 
manière  quelconque,  nous  devons  rechercher  la  loi  de  composition 

successive  de  ces  déplacements  au  moyen  de  laquelle,  étant  donnés  les 

éléments  de  ces  déplacements  successifs,  on  puisse  construire  ou  calcu- 
ler les  éléments  de  la  situation  définitive  du  solide,  la  position  de  son 

axe  central  définitif,  l'amplitude  de  la  rotation  et  l'étendue  de  la  trans- lation. 

Nous  avons  exposé  déjà  la  loi  de  composition  des  translations ,  nous 

allons  donner  celle  des  rotations  autour  d'axes  fixes  différents,  et  enfin 

celle  des  déplacements  quelconques,  résultant  chacun  d'une  translation 
et  d'une  rotation  combinées. 

De  cette  loi  de  composition  des  rotations  autour  d'axes  ditférents, 
nous  déduirons  une  transformation  importante  du  théorème  fondamen- 

tal ,  savoir  : 
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«  Tout  déplacement  d'un  système  solide  peut  être  représenté  d'une 
»  infinité  de  manières  par  la  succession  de  deux  rotations  de  ce  système 

»  autour  de  deux  axes  fixes  non  convergents.  Le  produit  des  sinus  de 

»  ces  demi-rotations  multipliés  par  le  sinus  de  l'angle  de  ces  axes  et  par 

»  leur  plus  courte  distance,  est  égal,  pour  tous  ces  couples  d'axes  con- 
»  jiiguts,  au  produit  du  sinus  de  la  demi-rotation  du  système  autour 

»  de  l'axe  central  du  déplacement ,  multiplié  par  la  demi-translation 
»  absolue  du  système. 

»  Autrement,  le  volume  du  tétraèdre  dont  les  arêtes  opposées  seiaient 

»  situées  d'une  manière  quelconque  sur  chacun  des  axes  conjugués  et 
»  dont  les  grandeurs  seraient  proportionnelles  aux  sinus  des  demi- 
))  rotations  respectives ,  est  constant  pour  tous  les  couples  de  rotations 

n   conjuguées,  propres  à  représenter  un  déplacement  donné.  » 

Ainsi  donc ,  tout  déplacement  d'un  système  solide  se  réduit  en  défi- 
nitive à  tourner  autour  d'un  ou  de  deux  axes  fixes. 

Dans  le  cas  où  l'un  de  ces  axes  est  parallèle  à  l'axe  central,  il  résulte 

de  la  loi  de  composition  des  rotations,  que  son  conjugué  est  situé  à  l'in- 
fini ,  que  la  rotation  qui  lui  correspond  devient  infiniment  petite  et  se 

transforme  ainsi  en  une  simple  translation ,  ce  qui  conduit  au  premier 

énoncé  du  théorème  fondamental,  énoncé  qui  n'est  plus  qu'un  cas 
particulier  de  celui  que  nous  venons  de  donner. 

De  la  composition  des  rotations  successives  d'un  solide  autour  de  deux 
axes  convergents . 

8.  Il  s'agit  maintenant  d'exposer  la  loi  de  composition  des  rotations 
successives  d'un  solide  autour  d'axes  différents.  Commençons  par  ne 
considérer  que  deux  axes  convergents,  et  cherchons  à  déterminer  Taxe 

résultant  de  ces  deux  rotations,  celui  autour  duquel,  en  définitive,  se 

trouvera  avoir  tourné  le  solide  doimé ,  poiu'  arriver  de  sa  première  à  sa 
dernière  situation. 

Cet  axe  résultant,  doit  être  placé  de  telle  sorte,  qu'accomplissant 
lui-même  les  deux  rotations  indiquées  autour  des  axes  convergents 

supposés ,  il  revienne  à  sa  position  première.  Si  donc  par  chacun  des 
axes  donnés  on  mène  un  plan  qui  fasse  avec  celui  de  ces  deux  axes 

lui  angle  égal  a  la  demi-rotation  relative  à  cet  axe,  l'intersection  de  ces 

deux  plans  sera  l'axe  résultant  cherché,  arrivant  en  vertu  de  la  pre- 
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miere  rotation  a  sa  position  sjméfrk/ue  par  :  apport  au  plan  des  deux 

axes,  et  revenant  par  la  seconde  rotation  à  sa  position  primitive. 

On  voiten  inêmetempsquerangledeces  deux  plans  mesurera  la  demi- 

rotation  composée,  puisque  le  premier  axe,  immobile  pendant  la  pre- 

mière rotation,  ne  se  déplace  que  par  la  seconde  et  se  trouve  décrire 

autour  de  l'axe  résultant,  détermuié  comme  on  vient  de  le  dire,  un  an- 
gle double  de  celui  des  deux  plans.  Observons  ici  que  la  demi-rotation 

autour  de  chaque  axe  peut  indifféremment  se  mesurer  par  l'angle  inté- 

rieur ou  par  l'angle  extérieur  des  deux  plans  qui  passent  par  cet  axe, 
le  sens  de  la  rotation  étant  seulement  changé ,  selon  que  l'on  adopte 

l'une  ou  l'autre  mesure ,  puisque  toute  rotation  accomplie  dans  un 
sens  autour  d'un  axe  équivaut  à  une  rotation  contraire  d'une  am- 

plitude complémentaire  de  la  première  à  400". 

Ensuite,  relativement  à  l'ordre  de  succession  de  ces  rotations,  d 

arrive  que  l'axe  sjmétrique  de  celui  qui  vient  d'être  déterminé  par  rap- 
port au  plan  des  deux  axes  donnés,  correspondrait,  comme  axe  résul- 

tant, aux  mêmes  rotations  accomplies  dans  un  ordre  inverse  de  celui 

qui  est  supposé  autour  des  mêmes  axes;  d'où  l'on  voit  que  la  valeur  de 

la  rotation  résultante  ne  dépend  pas  de  l'ordre  des  rotations,  mais  que 

la  position  de  l'axe  résultant  en  dépend  essentiellement,  et  que  dans  la 

composition  des  rotations  d'un  système  solide ,  l'ordre  de  ces  rotations 

ne  peut  être  modifié  sans  altérer  la  position  de  l'axe  résiUtant  et  la  va- 

leur même  de  la  rotation  résultante,  s'il  y  a  plus  de  deux  axes  à  com- 
poser successivement. 

Telle  est  la  différence  caractéristique  à  signaler  entre  la  composition 

des  rotations  et  celle  des  translations  successives.  Il  y  a  d'ailleurs  entre 

ces  deux  sortes  de  composition  l'analogie  qui  existe  entre  les  propriétés 

du  triangle  rectiligne  et  celles  du  triangle  sphérique;  et  si  l'on  compare 

les  translations  ])arallèles  aux  trois  côtés  d'un  triangle  rectiligne,  aux 

sinus  des  dcini-rotations  accomplies  autour  des  trois  côtés  d'iui  angle 
trièdre  ,  les  valeius  des  translations  et  celles  de  ces  sinus  seront  éga- 

lement proportionnelles  aux  sinus  des  angles  opposés  aux  côtés  res- 

pectifs dans  le  triangle  rectiligne  et  dans  l'angle  triedre. 

Composition  des  rotations  infiniment  petites, 

*•.   Mais  ces  deux  axes  symétriques  résultants   correspondant   aux 
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mêmes  rotations  dans  deux  ordres  différents  de  succession  ,  coïncident 

dans  le  plan  des  deux  axes  si  les  rotations  deviennent  infiniment  petites, 
et  il  en  résulte  deux  conséquences  importantes  : 

La  première,  c'est  que  l'ordre  de  succession  des  rotations  infiniment 
petites  autour  de  deux  axes  convergents,  et,  par  suite,  autour  de  tant 

d'axes  qu'on  voudra,  est  indifférent;  la  seconde,  c'est  que  l'axe  et  l'am- 
plitude de  la  rotation  infiniment  petite  ,  résultante  de  la  succession  de 

deux  rotations  infiniment  petites  autour  de  deux  axes  convergents,  se 

déterminent  de  la  même  manière  que  l'axe  et  la  grandeur  de  la  trans- 
lation qui  résulterait  de  deux  translations  successives  proportionnelles 

aux  rotations  données  et  parallèles  à  leurs  axes  ;  et  comme,  en  éloignant 

infiniment  les  axes  de  rotation ,  on  transforme  les  rotations  infiniment 

petites  en  translations  finies  perpendiculaires  à  ces  axes  et  inclinées 
entre  elles  comme  ces  axes  mêmes,  on  comprend  toute  la  généralité  de 

la  loi  de  composition  des  rotations  finies  qui ,  par  l'intermédiaire  des 
rotations  infiniment  petites ,  comprend  aussi  la  loi  de  composition  des 
translations. 

De   la  composition  des  rotations  autour  de  deux  axes  parallèles. 

10.  Tous  les  points  du  système  déplacé  par  suite  de  deux  rotations 

consécutives  autour  de  deux  axes  parallèles  ,  sont  restés  dans  des  plans 

parallèles  normaux  à  ces  axes.  Le  déplacement  se  réduit  donc  à  une 

simple  rotation  autour  d'un  certain  axe  parallèle  aux  premiers.  Cela 
étant  posé ,  le  mode  de  détermination  et  de  construction  de  cet  axe,  qui 

a  été  exposé  pour  deux  axes  convergents ,  s'applique  également  à  deux 
axes  parallèles  et  donne  pour  résultat  un  axe  parallèle  aux  premiers  et 

une  rotation  composée  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  rota- 

tions données,  selon  qu'elles  s'effectuent  dans  im  même  sens  ou  dans 
des  sens  opposés. 

Couples  de  rotations  parallèles. 

Mais  ici  se  présente  un  cas  bien  remarquable,  celui  où  les  deux  rota- 
tions étant  égales  et  de  sens  contraire  ,  la  rotation  composée  est  nulle  et 

l'axe  résultant  situé  à  l'infini ,  circonstance  où  le  déplacement  aboutit  à 
une  simple  translation.  En  effet ,  par  suite  des  deux  rotations  égales  mais 

contraires,  autour  de  deux  axes  parallèles,  chaque  point  du  solide 
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déplacé  a  parcouru  définitivement  une  droite  constante  de  grandeur  et 
de  direction  pour  tous  les  points  du  système  ;  la  direction  de  cette 
droite  fait  avec  la  normale  au  plan  des  deux  axes,  un  angle  égal  à  la 
demi-rotalion  supposée  autour  de  chaque  axe  en  même  temps  qu'elle 
est  noi-male  à  ces  deux  axes  ;  sa  grandeur  est  égale  au  produit  de  la  dis- tance des  deux  axes  par  le  double  sinus  de  la  demi-rotation. 

L'ordre  de  succession  des  rotations  n'est  pas  indifierent;  la  position symétrique  de  la  direction  de  la  translation,  relativement  à  la  normale 
au  plan  des  deux  axes  ,  correspond  au  changement  d'ordre  dans  la  suc- cession des  rotations. 

Tout  cela  résulte  facilement  d'une  comparaison  de  triangles  sem- 
blables ;  et,  lorsque  les  rotations  sont  infiniment  petites,  on  voit  encore 

que  l'ordre  de  succession  est  indifférent,  la  translation  s'opérant  alors suivant  la  normale  au  plan  des  deux  axes. 

Amsi  donc,  tout  couple  de  rotations  parallèles  équivaut  à  une  simple 
translation,  et  réciproquement ,  toute  translation  peut  être  remplacée 
d'une  infinité  de  manières  par  un  couple  de  ce  genre. 

Ces  couples  de  rotations  parallèles  se  composent  donc  et  se  décom- 
posent, selon  la  loi  des  translations,  dans  un  ordre  de  succession  arbi- 

trau-e  pouvant  occuper  dans  l'espace  toutes  les  positions  qui  corres- pondent à  une  même  translation  en  grandeur  et  en  direction. 

Compositions  et  décompositions  qui  s'obtiennent  en  substituant  aux 
couples  les  translations  qu'ils  représentent. 

Ainsi  se  trouve  généralisée  pour  les  couples  de  rotations  finies  la  loi 
de  composition  que  M.  Poinsot  a,  je  crois,  indiquée  le  premier  pour 
les  couples  de  rotations  infiniment  petites. 

II.  Tout  déplacement  d'un  système  solide  se  réduisant  à  une  rota-, 
tion  suivie  d'une  translation,  cette  translation  pouvant  toujours  éJre* 
remplacée  par  un  couple  de  rotations  dont  l'un  des  axes  coupera  l'axe donné  de  la  rotation  du  système,  les  rotations  autour  de  ces  dn\x  axes 
convergents  se  composant  en  une  seule  rotation,  il  en  résulte  évidem- 

ment la  démonstration  de  la  transformation  énoncée  ci-dessus  du 
théorème  fondamental ,  savoir  :  que  tout  déplacement  d'un  système 
solide  peut  toujours  provenir  de  la  succession  de  deux  rotations  autour 
de  deux  axes  fixes  non  convergents  et  d'une  infinité  de  manières. 

Tome  V.— ^ovi.MBRE  i8ju  5o 
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De  la  composition  des  rotations  autour  d'axes  fixes  non  convergents 
en  nombre  quelcojique . 

12.  Il  s'agit  enfin  de  composer  des  rotations  autour  d'axes  fixes  non 

convergents  en  nombre  quelconque.  Prenons  un  point  dans  l'espace 
pour  y  rapporter  dans  leur  ordre  toutes  ces  rotations;  nous  avons  vu 

que  toute  rotation  autour  d'un  axe  fixe  pouvait  être  remplacée  par  une 

autre  rotation  égale,  accomplie  autour  d'un  autre  axe  parallèle  au  pre- 

mier, suivie  d'une  translation  égale  à  la  corde  de  l'arc  décrit  par  un 
point  du  nouvel  axe  autour  du  premier  par  suite  de  la  première  rota- 

tion donnée.  Nous  avons  vu  aussi  qu'une  translation  suivie  d'une  ro- 

tation accomplie  autour  d'un  axe  passant  par  l'extrémité  de  l'axe  de 

translation  pouvait  au  contraire  en  être  précédée,  si  l'axe  de  rotation 
passait  par  l'origine  de  Vaxe  de  translation.  Cela  posé,  si  par  le  point 
choisi  pour  y  rapporter  toutes  les  rotations ,  on  fait  passer  des  axes  pa- 

rallèles aux  axes  donnés  non  convergents ,  le  déplacement  du  système 

opéré  successivement  autour  de  ces  axes ,  au  moyen  du  transport  des 
rotations  aux  axes  convergents  menés  parallèlement  aux  premiers,  et  de 

l'échange  successif  des  rotations  autour  d'axes  passant  aux  extrémités 

des  lignes  de  translation  en  rotations  autour  d'axes  passant  par  leur  ori- 
gine, le  déplacement  du  système  se  partagera  en  une  suite  de  rotations 

respectivement  égales  aux  rotations  données,  accomplies  successivement 

autour  des  axes  convergents  parallèles  aux  premiers,  suivies  d'une  suite 
de  translations  telles,  qu'elles  résulteront  des  cordes  successivement 

parcourues  par  le  point  choisi  autour  des  axes  non  convergents  donnés 

dans  l'ordre  indiqué  par  les  rotations . 

La  composition  des  rotations  autour  d'axes  convergents  et  celle  ties 
translations  s'opéreront  suivant  les  modes  indiqués  plus  haut.  Le  dé- 

placement du  système  se  ramènera  en  définitive  à  une  rotation  et  à  une 
translation  relatives  à  deux  axes  de  rotation  et  de  translation  passant 

par  le  point  choisi  pour  origine  du  déplacement. 

On  voit  par  cette  construction  que  les  éléments  de  la  rotation  défini- 

tive du  système  ne  dépendent  que  de  l'amplitude  et  de  la  direcfion  de* 
rotations,  et  nullement  de  l'écartenient  des  axes  de  rotahon  ;  tandis  que 

la  grandeur  et  la  direction  de  la  translation  dépendent  à  la  fois  des  ro- 

tations, de  leurs  directions,  et  de  la  position  des  axes  de  ces  rotations 
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composantes,  attendu  que  les  cordes  successivement  décrites  par  le 
point  choisi  pour  y  rapporter  le  dé]jlacement  du  système  varient  de 

grandeur  et  de  direction  suivant  les  positions  successives  que  prend  le 
point  déplacé  relativement  aux  divers  axes  de  rotation  donnés. 

Si  dans  le  système  de  ces  axes  il  s'en  trouve  de  consécutifs  qui  for- 
ment descouples  de  rotations  parallèles ,  il  est  évident  que  ces  couples  ne 

fourniront  aucun  élément  dans  la  détermination  de  la  direction  et  de 

l'amplitude  de  la  rotation  résultante,  et  qu'ils  n'auront  d'influence  que 
sur  la  grandeur  et  la  direction  de  la  translation  résidtante .  le  point 
dont  les  rotations  successives  déterminent  cette  translation  se  trouvant, 

par  suite  de  ces  couples  de  rotations,  lorsqu'il  y  arrive,  décrire  la 
translation  équivalente  à  chaque  couple  respectif. 

Examen  du  cas  particulier  de  deux  axes  Jixes  non  convergents . 

13.  Si  nous  considérons  deux  axes  non  convergents  et  leur  plus 
courte  distance,  et  que  nous  prenions  pour  origine  du  déplacement 

l'extrémité  de  cette  plus  courte  distance  sur  le  premier  axe  de  rotation  . 

c'est-à-dire  sur  l'axe  de  la  rotation  qui  doit  s'effectuer  la  première,  en 
faisant  passer  par  cette  origine  un  axe  parallèle  au  second  donné,  on  coui- 

poseia  les  deux  axes  convergents  en  un  troisième,  qui  sera  V  axe  de  rota- 

tion du  déplacement  relatif  à  cette  origine,  et  l'on  aura  l'axe  delà  trans- 

lation relative  par  la  corde  de  l'arc  que  décrirait  cette  origine,  en  vertu 
de  la  rotation  à  effectuer  autour  du  second  axe  donné.  J^a  projection  de 

cette  corde  sur  l'axe  relatif  de  rotation,  ainsi  déterminé,  mesure  la 
translation  absolue  du  déplacement  ;  elle  est  égale  à  la  somme  des  {)ro- 
jections  des  deux  côtés  du  triangle  isoscèle  dont  elle  est  la  base;  chacun 

de  ces  côtés  est  égal  à  la  plus  coiu'te  distance  des  deux  axes  non  con- 

vergents donnés ,  et  il  est  facile  de  s'assurer  en  outre  que  chacun  de  ces 

côtés  est  également  incliné  sur  l'axe  relatif  composé,  tu  effet,  cette  plus 
courte  distance  est  normale  au  plan  des  deux  axes  convergents;  or,  en 

considérant  l'angle  formé  par  cette  normale  et  par  la  droite  symétriijue 

de  l'axe  résidtant  relativement  à  ce  plan,  on  voit  que  cet  angle  ne 

change  pas  lorsqu'on  le  suppose  molnle  et  entraîné  par  la  seconde  rota- 
tion qui  amène  la  droite  symétrique  dont  nous  parlons,  à  se  confondre 

avec  l'axe  résultant;  mais,  dans  cette  rotation,  la  noruiale  s'est  inclinée 

5o.. 
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sur  elle-même  dans  un  plan  perpendiculaire  au  second  axe,  de  manière 
à  être  parallèle  au  second  côté  du  triangle  isoscèle  que  nous  considérons, 

et  comme  il  est  évident  que  l'angle  de  la  normale  avec  l'axe  résultant  est 

supplément  de  celui  qu'elle  forme  avec  sa  position  symétrique ,  on  voit 
qu'effectivement  l'axe  résultant  est,  ainsi  que  nous  venons  de  le  dire, 
également  incliné  par  rapport  aux  deux  côtés  de  ce  triangle  isoscèle. 

D'où  l'on  conclut  enfin  que  la  translation  absolue  d'un  système  solide 
provenant  de  la  succession  de  deux  rotations  autour  de  deux  axes  fixes 

non  convergents ,  est  égale  au  double  de  la  distance  de  ces  deux  axes 

projetée  sur  la  direction  de  l'axe  de  la  rotation  composée  ou  résultante. 

Mais  il  est  évident  que  le  cosinus  de  l'angle  de  cette  distance  avec 

l'axe  composé  est  égal  au  sinus  de  l'angle  de  même  axe  avec  le  plan 
des  deux  axes  composants,  lequel,  par  suite  de  la  loi  de  proportion 

des  sinus  des  demi-rotations  à  ceux  des  angles  compris  entre  les  axes 

opposés,  se  trouve  être  égal  au  produit  des  sinus  des  demi-rotations 

données  par  le  sinus  de  l'angle  des  deux  axes,  di\'isé  par  celui  de  la 

demi-rotation  composée;  d'où  l'on  arrive  à  compléter  le  théorème  fon- 

damental transformé  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  énoncé,  savoir,  que 

tout  déplacement  d'un  système  solide  peut  toujours  provenir,  d'une  infi- 
nité de  manières,  de  la  succession  de  deux  rotations  autour  de  deux 

axes  fixes  non  convergents ,  pourvu  que  le  produit  des  sinus  des  demi- 
rotations  successives  multiplié  par  la  distance  des  deux  axes  co/ijugués 

et  par  le  sinus  de  l'angle  de  ces  axes,  soit  égal  au  produit  de  la  demi- 
translation  absolue  du  système  déplacé  multipliée  par  le  sinus  de  la 
demi-rotation  résultante. 

De  la  composition  des  déplacements  successifs  d'un  système 
combinés  de  rotations  et  de  translations. 

14.  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  résoudre  complètement 

le  problème  général  suivant,  où  l'on  considère  la  succession  des  dépla- 

cements quelconques  d'un  même  solide. 

Étant  donnés  les  axes  de  rotation  et  de  translation  ainsi  que  l'ampli- 
tude et  l'étendue  de  ces  rotations  et  translations  pour  chaque  déplace- 

ment successif  d'un  système,  on  demande  de  construire  les  axes  de 
rotation  et  de  translation  de  ce  système  relatif  à  une  origine  donnée. 
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La  solution  de  ce  problème  est  évidemment  la  même  que  celle  du  pro- 

blème précédent,  où  il  ne  s'agissait  que  de  rotations  autour  d'axes  fixes, 
puisque  les  translations  peuvent  être  remplacées  par  des  couples  de 

rotations  autour  d'axes  fixes.  Nous  l'avons  indiqué  nettement  dans  le 

dernier  paragraphe  du  n"  12.  Il  n'y  a  donc  pas  lieu  de  s'y  arrêter  da- 
vantage. 

Examen  du  cm  particulier  des  déplacements  infinimetit  petits 
successifs. 

Cette  solution  se  simplifie  notablement  lorsqu'on  ne  considère  que 

des  déplacements  infiniment  petits  ;  d'abord  en  ce  qui  concerne  les 

rotations  données  et  leur  résultante,  parce  que  l'ordre  de  ces  rota- 
tions est  indifférent,  et  que  leur  composition  en  nombre  quelconque 

autour  d'axes  convergents  s'opère  comme  celles  de  translations  pro- 
portionnelles à  ces  rotations  et  parallèles  à  ces  axes;  ensuite ,  en  ce  qui 

concerne  la  translation  composée,  parce  que  l'ordre  des  rotations  et  des 
translations  successivement  effectuées  par  l'origine  du  déplacement  est 
également  indifférent,  et  que  chacune  de  ces  rotations  et  translations 

peutétre  établie  directementet  séparément,  comme  si  le  point  à  déplacer 

nesedéplaçait  qu'alternativement  et  non  successivement,  ce  qui  tient  à 

ce  qnel'espace  parcouru  pour  chacun  decesdéplacementsestinfmiment 

petit;  la  composition  de  ces  translations  partielles  résidtant  de  l'écarte- 
menf  des  axes  donnés,  ou  des  translations  mêmes  qui  sont  jointes  aux 

rotations,  s'opère  suivant  la  même  loi  que  celle  des  rotations. 
15.  Il  nous  faut  maintenant  appliquer  le  calcul  aux  lois  géométriques 

que  nous  venons  d'exposer  relativement  aux  déplacements  quelconques 

d'un  système  solide,  et  en  déduire  d'abord  les  formules  de  la  variation 
des  coordonnées  d'un  système  solide,  qui  tiennent  une  si  grande  place 
dans  la  mécanicpu'  analytique. 

Détermination  des  fonnules  de   la  variation  des  coordonnées  d'un 

système  solide,  provenant  d'un  déplacement  quelconque. 

Soient  JT,  j-,  z,...,  jc -\-  ̂ jc ,  j+  ̂ y,  z-\-Az,  les  coordonnées 
de  deux  points  quelconques  correspondants  dans  les  deux  situations 
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du  système  déplacé;  soient  de  plus  x,  y,  z,  les  coordonnées  du  milieu 

de  la  droite  qui  les  joint,  en  sorte  que  l'on  ait 

X   =  o"  -h  \^JC,        Y  =   j-  H-   iAj-,        z   =   z  +  -|Az: 

soient  enfin  g,  h,  l,  les  angles  formés  parla  direction  de  l'axe  de  rota- 
tion avec  les  axes  des  coordonnées ,  G  l'amplitude  de  la  rotation ,  t  la 

grandeur  de  la  translation  absolue,  X,  Y,  Z,  les  coordonnés  d'un 

point  quelconque  de  l'axe  central  du  déplacement. 

Si  l'on  considère  le  triangle  rectangle  dont  l'hypoténuse  est  formée 
par  la  droite  de  jonction  des  deux  points  correspondants  et  dont  les 

deux  autres  côtés  sont  donnés,  l'un  par  la  corde  de  l'arc  décrit  par  le 

premier  point  en  vertu  de  la  rotation  S,  et  l'autre  par  la  droite  parcou- 
rue en  translation  par  ce  même  point  après  la  rotation  effectuée;  il  est 

clair  que  les  variations  Ax,  Aj',  Az,  seront  respectivement  égales  aux 

projections  respectives  de  cette  hypoténuse  ,  c'est-à-dire  à  la  somme  des 
projections  des  deux  autres  côtés  de  ce  triangle  rectangle  sur  les  axes 

des  coordonnées  respectifs.  Or  le  côté  égal  et  parallèle  à  la  translation 

absolue  t,  donne  les  trois  projections  t  cos  g,  t  cos  h,  t  cosl;  l'autre  côté 

est  égal  à  awtang  jô,  u  désignant  la  distance  de  l'axe  central  à  ce  côté 
même  qui  lui  est  perpendiculaire.  Cette  distance  est  évidemment  la 

même  que  celle  du  point  (^x ,  y,  z^  au  même  axe  central,  comme  la  di- 

rection de  ce  côté  est  la  même  que  celle  d'ime  droite  qui  serait  menée 

par  le  point  (x,  y,  z)  perpendiculairement  à  l'axe  central  et  à  la  distance 
de  ce  point  à  l'axe.  Appelons  g  ,  h  ,  l  ,  les  angles  de  cette  droite  avec  les 

axes  des  coordonnées,  nous  aurons  d'abord  les  expressions  suivantes  : 

Ajt  =  tcosg  ■+■  111  tang  Y  S  cos  G, 

h.j  =  t  cos  h  ■+-  ïu  tang  ̂   Q  cos  h  , 

Az    =   /  cos  /    -t-   2  «  tang  ̂   ê  cos  l  ; 

et  comme  on  a  nécessairement 

cos  g  cos  G  ■+-  cos  h  cos  H   +  cos  /  cos  L   =   o, 

on  en  déduira,  comme  cela  résulte  aussi  de  la  figure. 

A;r  cos  g  H-   A  j  cash  ■+-   A:  cos/  =   t, 

Ax-   ■+■  A-)-  ■+-  Az-   =   t'  -+-  4 «'tang H 6 
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F^es  premiers  termes  t.  cos^',  t  cos  /i,  t  cos  /,  représentent  la  partie  des 
variations  qui  provient  du  déplacement  absolu  en  translation  ;  les  se- 

conds termes,  celle  qui  est  due  à  la  rotation  opérée  par  le  déplacement. 
En  comparant  ces  premiers  et  seconds  termes  entre  eux ,  relativement  à 

chaque  axe  coordonné,  on  trouve  que  les  premiers  qui ,  relativement  à 

chaque  axe  coordonné,  mesurent  l'effet  ou  le  moment  de  la  translation 
du  système,  ont  pour  valeur  les  projections  de  cette  translation  sur  cha- 

que axe  des  coordonnées,  tandis  que  les  seconds  termes,  qui  représen- 

tent pour  chaque  point  ̂  effet  ou  le  moment  de  la  rotation  du  système 

relatif  à  chaque  axe  coordonné,  ont  pour  valeur  la  projection  relative 

à  chaque  axe  coordonné  d'un  triangle  avant  pour  sommet  le  milieu  de 
la  droite,  définitivement  parcourue  par  le  point  considéré,  et  pour  base 

une  droite  comptée  sur  l'axe  central  d'une  étendue  égale  à  4tang4^^- 

Dans  le  cas  d'un  déplacement  infiniment  petit,  ce  milieu  et  le  point 
lui-même  se  confondent,  et  il  en  résulte  que  pour  un  point  du  système 
infiniment  peu  déplacé ,  V effet  de  la  rotation ,  relatif  à  une  direction 

donnée,  est  égal  au  double  de  la  projection  relative  à  cette  direction 

d'un  triangle  dont  ce  point  est  le  sommet  et  dont  la  base  prise  sur  l'axe 
central  est  égale  à  la  rotation  du  système. 

Ceci  fait  comprendre  comment  la  théorie  des  projections  se  rattache 

par  les  projections  linéaires  aux  lois  de  la  translation ,  et  par  les  projec- 
tions des  aires  à  celle  de  la  rotation  des  solides.  Poursuivons. 

La  corde  aw  tang^ô  étant  normale  à  la  fois  à  l'axe  central  et  a  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  (x,  t,  z)  sur  cet  axe,  laquelle  est 
égale  à  11,  on  aura 

u  cos  G  ̂   (y  —  Y)  cos  /  —  (z  —  Z)  cos  h , 

u  cos  H  =  (z  —  Z)  cos  g  —  (x  —  X)  cos  /, 

71  cos  L   =   (x  —  X)  cos  h  —  (y  —  Y)  cos  g, 

et   par  suite, 

Ax  =  <  cosg  +  iM  tang^^  cos  G  =  A  •+■  pY  —  n?, 

Aj  =  /cos//  -+■  îM  tangos  cos  H  =  B  -\-  mz  —  px, 
Az    =   t  cos  l    ■+■   iM  tang-^6  cos  L    =  T  -\-  nx   —   mr, 

A  ,  B,  r,  ni,  n,  p,  désignant  six  constantes  qui  dépendent  de  la  position 
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(le  l'axe  central  du  déplacement ,  de  la  grandeur  de  la  translation  et  de 

l'amplitude  de  la  rotation,  ainsi  qu'il  suit  : 

A   =   ̂   cos  g   +   2  tang  1 9  (Z  cos  h  —  Y  ces  /  ) , 

B    =   <  cos  h  +  1  tang  i  ô  (X  cos  Z  —  X  cos  g  ') , 
T    :=  t  cos  l   -\-   2  tang  |  â  (Y  cos  g  —  X  cos  h  ) , 

m  =  itAng^Q  cosg,     n  ̂   2  tang^^S  cos^,     p  =  2  tang |^ 9  cos/. 

Si  l'on  désigne  par  a,  ë,  y,  les  variations  des  coordonnées  de  l'origine 
des  axes  coordonnés ,  on  aura  les  relations  suivantes  : 

a  =  A  +  {  {pë  —  ny), 

ê  =  B  -h  I  [my  —  pa), 

y  =   T   -+-   {(«sr  —  niê), 

au  moyen  desquelles  on  remplacera ,  quand  on  voudra ,  les  constantes 

A,  B,  r,  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  variations  a,  C,  y;  et  l'on 
aurait  ainsi 

Ax  =  c.  -\-  1  tangiG  [(y  —  i^)  cos/  —  (z  —  |>)  cosA], 

A  y  =  Ç  -]-  1  tang^G  [(z  —  -^y)  cos  g  —  (x  —  -|a)  cos  /] , 

Az     =z   y  -Jr   2  tang l"^  [{x  —  ̂  a)  cos  h —  (^  —  t  ̂)  cosg], 

dont  les  premiers  termes  a  ,  ë ,  y  ,  expriment  les  moments  de  la 

translation  relative  à  l'origine  des  coordonnées  dont  la  valeur  est 

y/a.^  H-  ë'  -'r  y^ ,  et  ceux  affectés  de  la  rotation  expriment  les  mo- 

ments de  cette  rotation  autour  de  l'axe  relatifs,  l'origine.  Nous  aurions 
pu  établir  directement  ces  formules ,  comme  celles  qui  précèdent ,  et 

que  nous  avons  construites  sur  l'axe  central. 

Equations  de  l'axe  central. 

16.  Les  équations  de  l'axe  central  se  déduisent  à  leur  tour  des 
formides  ci-dessus ,  avec  la  plus  grande  simplicité  ;  car  pour  tous  les 

points  de  cet  axe ,  l'effet  de  la  rotation  étant  nul ,  on  a  t^x  =  t  cos  g. 
ùky  :=  t  cos  h,  Az  =  t  cos  /;  les  coordonnées  x,  y.,  z,  appartiennent  à 



PURES  ET  APPLIQUÉES.  4oi 

cet  axe,  et  en  supprimant  le  trait  on  a  les  équations  cherchées,  ex- 
primées au  moyen  des  éléments  des  variations , 

m  (Am  +  Bn-h  Tp)        m  (etm  -hCn  -h  yp) 
PY   —   nz   -^-   A   =   t  cose  ^   — ^   —   =  —^   ;   :—  7 
'"  "  m'-{-n'-i-p'  m' -h  n' -h p' 

n  (A/7J  -l-B/2  -I-  ro)        n  lam  +  £n  -h  yp) 
niz    —  px  H-    B   ̂    /  cos  h   =     —   —  =  — i   ;   ;—  , 

ot'  +  /!'+/>'  ot'  H-  n'  -t-  />' 

p  f  A /n -f- 8/7+ rp)        n(cim  +  in -^yp) itx  —  mr  -+-   r  :=   t  cos  /    =    —^   ■ — —  ■=■   > 
w'  -I-  «'  -¥ p  f"'  -f-  /!'  -I-  p' 

pt  plus  simplement  encore  en  éliminant  les  constantes  A,  B,  T, 

pj —   ny  ifiy  —  pi  ,  «i  —  mC 
X  —  4  a   i    y — i.£   i    z —  jy   ;   

m' -h  II' -{- p'  m'  -i- n' -h  p'  m' -i- n' -h p 
ni  n  /' 

équations  dans  lesquelles  les  coordonnées  soustraites  des  coordoiim-e^ 

générales  x,  y,  z,  sont  précisément  celles  du  sommet  du  triangle  isos- 
céle  normal  au  plan  des  deux  axes  relatifs  de  translation  et  de  rotation 

passant  par  l'origine  des  axes  coordoiuiés,  élevé  sur  luie  base  perpendi- 

culaire à  l'axe  relatif  de  rotation,  coupant  par  la  moitié  l'axe  de  la  trans- 
lation relative  et  d'une  grandeur  égale  à  la  translation  projetée  sur  sa 

propre  direction,  l'angle  au  sommet  étant  égal  à  l'amplitude  de  la  rota- 
tionô;  ce  qui  s'accorde  bien  avec  la  construction  donnée  précédemment. 

Ces  équations  peuvent  encore  s'écrire  ainsi  qu'il  suit,  en  y  introdui- 
sant la  rotation  et  les  inclinaisons  de  l'axe  de  rotation  : 

x-i  a-  i  cot -jO  (=  cos  l-y  cos  /t)    v-  7  =-  7  cot^ (/(y cos g-a  cos  /)   s-  i.y-^  cot  j'j{i  cos  h-^  cos  g 
cos  g  cos  h  cos  / 

Équation  générale  de  l'axe  central. 

Mais  on  peut  représenter  ces  trois  équations  des  projections  de  l'axe 
central  par  une  seule  équation  à  coefficients  indéterminés,  savoir, 

cosr/A.r-+-  cos/>A>'  +  coscA;  =  t  co&it ,a,  h,  c), 

dans  laquelle 

cos  {i,a,  b,  c)  =  cos  a  cos  g  -\-  cos  b  cos  h  -+■  cos  c  cos  / . 

c, 
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(i,  b,  c,  désignant  trois  angles  arbitrairement  formés  par  vine  direction 
quelconque  avec  les  axes  coordonnés.  Celte  équation  unique,  à  cause 

de  l'indétermination  de  ces  angles  a,  b,  c,  se  résout  nécessairement 
dans  les  trois  autres  Ax  =^  tcosg,  A)-=tcosh,  Az  =  tcosl,  et  elle 
exprime  la  propriété  la  plus  générale  du  déplacement  des  points  situés 

sur  l'axe  central,  qui  est  d'être,  relativement  à  une  direction  quel- 
conque ,  égal  à  la  translation  absolue  du  système  sans  rotation ,  estimée 

suivant  cette  même  direction. 

Examen  du  cas  des  variations  infiniment  petites. 

17.  Si  l'on  ne  considère  que  les  variations  des  coordonnées  du  sys- 

tème solide,  provenant  d'un  déplacement  infiniment  petit  où  les  cons- 
tantes CL,  &,y,  6  soient  des  infiniment  petits  du  même  ordre  que  les 

variations  mêmes,  si  le  signe  A  se  change  dans  le  signe  usité  cT,  et 

qu'on  néglige  dans  les  formules  données  ci-dessus  les  termes  du  second 
ordre,  on  aura  pour  expressions  des  variations, 

S'a:  :=(t-\-  py  —  nz ,      èy  ̂   Z  -^  mz  —  px  ,      J'z  =  j,  +  nx  —  my , 

mz=(i  cos  g,  ri  =  0  cos/i,  p  =  B  cos  / , 

et  pour  équations  de  l'axe  central, 

Ox  +  y  cos  /;  —  C  cos  /     Oy  +  a  cos  /  —  y  cos  g     (Iz-i-  Ccosg  —  a  cos  A 

cos  g  cos/i  ~  cos/  ■ 

18.  Revenons  aux  formules  générales 

.  Ax  =  A.  -\-  pY  —  nz  =  a  -[-  p {y  —  ̂  ë)  —  n{x—^y), 

Aj-  =  B  -i-  mz  —  px  =  ë  -\-  m{z  —  {y)  —  p{x—  ̂ a], 
A2    =   r    -H  ̂ ^x   —   niY  =  y  -\-  ,i{x  —  ̂ a)   —   7«(t— |^), 

dans  lesquelles 

»i  =  2  tang^ôcosg^,     «  =  2  tanglôcos/f,     /»  =  2  tang^cos/, 
on  en  tire 

(A.^•-«)'+(AJ-C)'^-(A^-y)'=;4tang'i^;{(x-l-.!)'+(Y-i^}>^-(z-■b'H(x4«)cos^^-(y4e)cosA+(z^y)cos/]'^ 
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équation  qui  exprime  que  la  corde  décrite  en  rotation  autour  de  l'axe 

relatif  passant  par  l'origine  est  égale  au  double  de  la  tangente  de  la 
demi-rotation  multipliée  par  la  distance  de  l'origine  au  milieu  de  cette 
corde,  estimée  perpendiculairement  à  l'axe  de  rotation,  distance  égale 
à  celle  des  milieux  des  droites  parcourues  définitivement  par  le  point 
considéré  et  par  l'origine. 

Ku  partant  de  cette  propriété,  que  la  figure  rend  sensible,  de  l'égalité 
des  projections  de  toutes  les  droites  parcourues  définitivement  sur  la  di- 

rection de  l'axe  de  rotation  et  de  l'invariabilité  de  la  distance  d'un  point 
quelconque  à  l'origine,  on  aurait  immédiatement  les  trois  équations 
suivantes,  d'où  l'on  déduirait  facilement  les  valeurs  trouvées  déjà  pour les  variations  Aac,  A/,  As,  savoir: 

(^'-^)'+(^^-0'-^(^2-y)'=4tàng'j6x{(x-i.c£)'-h(T-ie)>+(z-i.y;'-{x-|«)cos^-l-(Y-i;)cos*+(2-|y)cos/]"}, 
{^x  —  a)  cos  g  ■+-  (àx  —  C)  cos  A  -t-  (az  —  y)  cos  /  =  o, 

(A.r  — «)  (x  —  j«)  4-  (Ay  —  e)(Y  —  ̂ C)  +  (az  —  y)  (z  —  ±y}  =  o. 

Mais  arrivons  enfin  à  exprimer  ces  variations  en  fonctions  des  varia- 

bles jc,  j,  z ,  en  éliminant  les  coordonnées  x ,  y,  z ,  au  moyen  de  leurs 

valeurs  respectives  x  +  ̂ àx,  j+^àj,  z-h^^z.  On  aura,  par  cette 
élimination  , 

IX  —  a,  =  TL  tangi(i(_vcos/—  zcos/i) -i-  tang|»[(Aj^  —  f)cos/ —  (az  —  y)  cos  A], 

A>'  —  G=:7.  lang  j  (  z  cosg^— xcos/  )  4-  tang-i-0[(/iz  —  y)  cosg—  (ax—  «)  cos  /], 

■iï  —  V  =  2  tang|6(xcos/*— jrcosg')  -h  tang|6[(ax  —  a)cosA— (A.r—  5i  cos^], 

(l'on  enfin  ces  formules  définitives 

Ax  =  a  -f-sin  S  (^- cos/ —  x  cos //)-!-  2  sin '^9[cos^(xcosg'  -h  y  cos  h -i- z  cos  l)  —  x], 

\r  =  G  -\-siaO{z  cosg-— xcos/)+ 2  sin"|S[cos /i  (xcosg--!-/  cos  h -h  z  cos  l)  —  r], 

Az  =  y  -f-  sin  Oi  ('  X  cos  /i —  y  cos  g)  -+-  2  sin  '-j-  (i  [cos  /  (r  cos  g -h  y  cos  h-hzcosf)  —  z], 

dont  les  premiers  termes  seuls  sont  à  conserver  lorsqu'on  passe  des  va- 
riations finies  aux  variations  infiniment  petites. 5i.. 
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Expressions  des  variations  finies   en  Jonctions  rationnelles  des  six 
constantes  arbitraires  a  ,  Ç,  ̂,  m  ,  n,  p. 

Si  l'on  conserve  dans  ces  formules  les  constantes  primitives  /«,  n,  p.  et 

qu'on  tire  directement  les  valeurs  de  £^x,  A  y,  Az,  des  équations 

A.r  =  a  -h  ;)( jr  -+-  i  AJ  -  i  C)  -  n  (z.  +  i  AZ  -  i;), 

Aj  =z  S  -^  m{z  -H  i  A z  —  I  >)  —  p  (-a^  4-  i  Ax  —  ̂   *) , 

A  z  =y-\-  n{x  4-  I  Ax  —  I  a)  —  /n  (j  +  |  A  7  —  i  ̂) , 

on  aura  les  expressions  suivantes  en  fonctions  rationnelles  des  six  cons- 
tantes a.,  ë ,y,  m,  n ,  p, 

>>'  %  ,        ,  \  •*■ 
/j_r  —  «z  H   [mx  +  ny  -H  pz)  —  [pi^  +  «'  -V-  p  )  - 

4 

■  px  -\   {m.r  -h  «  )   -h  pz    —  {/»'  -t-  «'  -t-  />")  - 

Ar 

Az    =  y 

■"    4   

n.r  —  /nj-t-   —  (m.r  -+-  ny  -h  pz)  —  (m'  -\-  n'  -h  p') 

m'  +  n'  -h  p' 

Conséquence  importante  relative  aux  formules  de  la  transjbrmation 
des  coordonnées  rectangulaires . 

En  comparant  ces  expressions  à  celles  que  l'on  obtiendrait  par  la 
considération  de  la  transformation  des  coordonnées  rectangulaires, 

ainsi  que  cela  est  indiqué  au  n°26,  on  obtient  un  mode  de  réduction 
des  neuf  coefficients  qui  entrent  dans  les  formules  de  cette  transforma- 

tion à  trois  variables  indépendantes  m,  n,  p,  entièrement  dégagé  de  ra- 

dicaux, ce  qui ,  je  crois,  n'avait  pas  encore  été  doïiné.  En  désignant. 
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suivant  l'usage,  ces  neuf  coefficients  par  a,  b,  c,  a' ,  6',  c',  a',  h",  c",  et 

par  cos  {jcx'),  cos(^jr')  etc.,  les  cosinus  des  angles  des  axes  an- 
ciens et  nouveaux,  on  trouve  facilement 

cos  {xjc')  =   3_          a'  =  cos(  rx']  = 

h  =  cos  [x-r')  =   ^   ^ ,     b'  =  cos  (  rf)  = 

1  + 

m'  — 

«' 

— 

p'
 

4 
1  + 

m'  ■+- 

n' 

+ 

Z'"
 

4 
mn 

1  -1- 

m'  + 

«' 

-(- 

^''
 

4 

mp 

2 

1  ̂ - 

OT»   + 

«' 

+ 

Z'"
' 

4 '   1-  n 

2 1  + m'  -h 

«* 

-h 

Z''
 

mn 

~   P 

C  =  cos  {xz')^=   ,     c'  =  cos(  rz')  = 

rt"=r  cos(zj:')  =   ,     ̂"  =  cos(zr') ^  '  711»     -1-     f>»    -U     fl=  '  ^-      -^       ■' 

c"  =  cos^zz')  = 

et  réciproquement, 

/«'  iH-«  —  b' — c"      «'  1 -f- i' — «  —  '■"    /j'      i-hc" — a  —  // 

I  -f- 

m 

'-hn 

-f-/>" 
4 

I  -+- 

n' 

—  ni' — />' 4 

I  -t- 

m' 

-hn' 

-+-/.»' 

4 

"Ji 

-t-  m 

2. 

I  4- 

m 

-h/i' 

+  /»"
 

4 

"P 

  m 

2 

I  -t- 

m 

+  n' 

+  />
'' 

4 

1  -(- 

P'
 

—  »i' 

—  «' 
4 

I  ■+■ 

m' 

-l-n' 

+  /''
' 

'    4           H-n-!-è'-(-c"'    4  i-t-fl-H*' 

       2.{c' — b")                      2  (a" — c)                       2(6 — a') 
l  -hfl  - 

">      =    ^   ■■  „,        «=   =   ■■     •     „,       p=    =   ..    •     „. 

Eu  éliminant  m,  n,  p,  des  valeurs  des  coefficients  a',  b,  c',  a",  b",  c, 
on  obtiendrait  les  formules  de  Monge,  en  fonctions  irrationnelles,  des 

trois  constantes  a,  b' ,  c"  [*]. 

19.  De  la  considération  géométrujue  du  déplacement  d'un  système 
solide  nous  avons  d'abord  déduit  les  propriétés  caractéristiques  ou  lois 
généiales  de  ce  déplacement  qui  se  réduit  toujours  à  lUie  rotation  et  une 

translation  consécutives  ,  ou  même  à  un  seul  couple  de  rotations  autour 

[*]  Lacroix  ,  tome  I ,  page  533. 
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de  deux  axes  fixes  parallèles  ou  non  parallèles,  le  déplacement  se  rédui- 

sant dans  le  premier  cas  à  une  simple  translation  ,  si,  de  plus,  les  rota- 
tions sont  égales  et  de  sens  contraire.  De  ces  propriétés  nous  venons 

de  conclure  l'expression  analytique  des  variations  finies  ou  infini- 

ment petites  des  coordonnées  d'un  système  solide  déplacé  d'une  ma- 
nière quelconque. 

De  l'expression  de  ces  variations  nous  allons  déduire  maintenant  les 
lois  de  composition  des  rotations  et  des  translations  que  nous  avons 

dabord  exposées  synthétiquement,  puis  enfin  nous  établirons  direc- 
tement ,  et  suivant  trois  procédés  analytiques  distincts ,  ces  mêmes 

formules  de  la  variation  des  coordonnées  d'im  système  solide  ,  en 

les  déduisant  uniquement  de  l'invariabilité  des  distances  des  points  de 
ce  système. 

Lois  de  la  coinposifion  des  translations  el  des  rotations  successives , 

analytique  ment  déduites  des  J or  mule  s  des  variations  des  coordon- 
nées du  système  déplacé. 

Désignons  par  les  signes  A',  A' ,  les  variations  successives  des  coor- 
données du  solide  déplacé,  par  le  signe  A  les  variations  composées 

résultant  delà  succession  des  déplacements,  par  x',  y',  z',  x",  y",  z",  les 
coordonnées  des  milieux  des  droites  parcourues  successivement  par 

le  point  {pc ,  /,  2) ,  et  toujours  par  x  ,  y,  z ,  celles  du  milieu  de  la  droite 

définitivement  parcourue  par  ce  point ,  en  telle  sorte  qu'on  ait 

x'=j:-+-|A'jf,  y'  =  ;-+|A'j-,  z'  —  z-\-^A'z, 

x"=x+ A'a-4-4-A"x,  y"=j-+ A'r-l-iA"/,  z"=:z-t-A'r-+-|A'z, 

x=j:-+--|Ax,  y  =j+^Aj,  z=s-1-|As, 

Ax  =  A'x4-A".r,  Aj  =A'j-l-A'>-,  A-=  A'r.-»-A"£. 

Désignons  de  plus  par  t,  t',  9 ,  B',  g ,  h ,  l ,  g',  h',  l',  les  translations 
absolues ,  les  rotations  et  les  inclinaisons  des  axes  de  rotation  de  cha- 

cun des  deux  déplacements  consécutifs  que  nous  considérons ,  et  par  T, 

0,  G ,  H ,  L ,  les  éléments  analogues  du  déplacement  définitif  ou  com- 

posé. 
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Examinons  séparément  la  composiHon  des  translations  simples,  et 
celle  des  rotations  sans  translation.  Supposons  d'abord  que  les  déplace- ments se  réduisent  à  des  translations,  on  aura 

^'x  =  tcosg,  A"jc  =  rcosg',  Aa:  =  TcosG  =  tcosg-\-t'cosg', 
à! y  =  tcosh,  A'>  =  /'  cos  -^  ',  A  j  =  T  cos  H  =  ̂   cos  A  -h  r  cos  h', 
^'z  =  t  cos  /  ,     £,"z  =  r  cos  /',      A2  =  T  COS  L  =  /  cos  /  +  t'  cos  /', 

par  ou  l'on  voit  que  la  translation  résultante  de  deux  translations 
successives  n'est  autre  en  étendue  et  en  direction  que  le  troisième  côté du  triangle  formé  successivement  par  le  parcours  d'un  point  du  système en  vertu  de  deux  translations  données,  on  généraliserait  facilement  ce 
mode  de  composition  en  passant  du  triangle  au  polygone  des  transla- tions. 

Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  de  composer  deux  rotations  sans 
translation  autour  de  deux  axes  convergents  à  l'origine  des  coordon- nées; on  aura  successivement 

A'..  =  2  tang  15  (v'  cos  /  -  x'  cos  h) ,     ̂ "x  =  ,.  tangiO'(v"  cos  /'  -  z"  .os  /,') , 
A'r  =  2  langlfi(z'  cos,^  -  x'  cos  /),     A'>  =  2  tang|S'(z"  cos^'  -  x"cos/'), 
û'3  =  2tangj9(x"cos/i-  ï"cos^),     A"z   =   2  tang^  6'(x"  cos  A' -  v"  cos^;; 
-^a:    ~  A',r  +   ù"x  =  2  tang  J- 0  (y  cos  L    —  zoos  H), 
^r   =   A'j  -H  A"y  =  2  tangi.©(zcosG   —  xcosL), 
A3    =  H'z  -+-  ù"z    =   2  tang|0(xcosH   -    y  cos  G). 

Il  faut  déterminer  les  éléments  0,  (;,  H,  L,  en  fonction  des  élé- 
ments donnés  â,  g,  h,  I,  9',  g',  h'.  /',  pour  chacune  des  rotations à  composer. 

Or  il  convient  d'abord,  au  moyen  des  relations  données  ci-dessus, 
d'éliminer  les  variables  x',  v',  7'.  v' .  y",  z",  de  ces  relations:  on  con- clut facilement,  en  effet, 

x'  =   X   -   iAa-,        x"   =   X  -I-  i^'a-, 

Y'   =    Y    _    1A>,  Y      =    Y    -h    lA'r, 

z'   =   z    -   |A"z.  ,.     =   z    -H   lA'r, 
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et  ensuite 

ii'  X  =   2   tang  7  6  [\  cos  /    —  z  cos  A  )  -t-  Ung  |  6  (cos  h  A"^  —  cos  /  A"j) , 

A"x  =   2   tang  je' (y  cos/'  —  x  cos //)   ■+■  tang^  6'(eos /'A'j  —  cos/i'A'x), 
A'y   =   2  tang  Y  4  (z  cos  g-  —  x  cos  /  )  H-  tang  1 6  (cos/A"a:  —  cosgù"z}, 
A" y  =   ■}.  X.z.x\%\V  {L  cos  g^ —   xcos/')  +  tang  j d' (cos g^A'z  —  cos/'A'x), 

A'z    ̂ 2  tang  je  (x  cos  A   —  y  cos  g  )  -(-  tang  j  9  (cosg^A"^  —  cos  A  tJ'x], 
a"z    ̂   1  tang  j  S' (x  COS  A'  —  y  cos  g')  4-  tang  1 6' (cos  A 'û 'or  —  cosg-'A'j); 

d'où  l'on  déduit  les  valeurs  suivantes  pour  les  variations  partielles  a'x, 

,         2  tang  y  e  (y  cos  /  —  z  cos  h)  +  2  tang  j  6  tang  j  e'  [x  cos  v  —  cos  g'  (x  cosg-f-  y  cos  h  +  z  cos  /)] Ax^r    ,—   r-r-,   1 
I  —  tangje  tang  jo   cos  c 

2  tanc;  j  «'(y  cos  /' — zcos//)  -h  2  tang  j  âtang-j  6'[xcosf —  cos  g- (xcos  g' -I- y  cos  A'-f-zcos/^] 
I  —  tang  j  0  tang  j  «    cos  c 

et  semblableuient  pour  les  autres ,  c  représentant  l'angle  des  deux  axes 
de  rotation  [*]  ;  de  ces  expressions  on  forme  par  l'addition  les  variations 
complètes  AJT,  aj,  az,  et  par  la  comparaison  des  termes  avec  leurs  ex- 

pressions en  fonction  des  éléments  cherchés  0,  G ,  H ,  L ,  on  arrive  aux 
relations  suivantes  : 

,  „  _  tana  j  6  cos  s  4-  tanc  j  6'  cos  s'  -t-  tang  j  6  tans  4  ̂'  (cos  /(  cos  /'  —  cos  /  cos  h'  ] tausIGcosG  =  — ^-^   —   —   ^-   ~\   ^ — ^   ^, 
~  -  I  —  tang  y  u  tang  4  "    cos  i' 

.^  ^-  tang  je  cos  A -(- tang  j^  cos  A' +  tang  je  tang  j  6' (cos/ cos  ?'— cos  g  cos /') 
tanei©  cos  H  =   ^-r-   p-7   =^   , "2  I  —  tang  je  tang  ̂   «    cos  v 

.  „  -  tang  j  e  cos  /  -\-  tans  j  6  '  cos  /  '  -(-  tanii t 6  tang  -,  e  '  (cos  ç  cos  A' —  cos  A  cosg^) 
tan£f40cosL=  — 2   ^   ^   ^   ^j — ^ — ^__   _ — , 

"  -  1  —  tang  j  0  tang  jt   cos  r 

d'où  l'on  tire  enfin  ,  pour  la  valeur  de  la  rotation  résultante , 

cos  y©  =  cos-|G  cos  ̂ 6'  —  sin  |G  sin-^ô'cos  v, 

et  pour  les  inclinaisons  de  l'axe  résultant 

sin  j  ©  cos  G  =:  sin  4-  e  cos  j  S  '  cos  g  -+-  sin  j  e'  cos  j  6  cos  g'+  sin  j  e  sin  j  6  '  (cos  h  cos  /  ' —  cos  /  cos  h'), 

sin  j  0  cos  H  =:  sin  j  e  cos  j  e  '  cos  A  +  sin  j  6'  cos  j  6  cos  A'-)-  sin  j  ?  sin  j  6  '  (cos  /  cos  g' —  cos  g  cos  l'), 

sin  j©  cosL  ̂   sin  je  cos  j  6'  cos/  +sin  je'cos  je  cos/'+sin  je  sin  je'  (cos  g^  cos  A' —  cos  A  cos  g') 

[*]  On  a  cos  ■■  =r  cosg  cos  g' +  cos  A  cos  A' +  cos /cos/'. 
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On  remarqiied'abord  dans cesformulesquerordredesuccession des  rota- 

tions S.  G'  est  indifférent  pour  l'amplitude  de  la  rotation  résultante, 

mais  qu'il  ne  l'est  pas  pour  la  direction  de  l'axe  de  cette  rotation,  car 
la  transposition  des  éléments  9  9',  ghl,  g' h'  l',  qui  n'altère  pas  la  valeur 
de  la  rotation  ,  altère  celle  des  cosinus  des  angles  de  son  axe  en  chan- 

geant le  signe  des  termes  du  second  ordre  par  rapport  à  ces  rotations, 

dans  l'expression  des  cosinus,  à  moins  que  ces  termes  ne  disparaissent 
pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  6,  ô'. 

Ensuite,  l'expression  de  cos^0  convient  bien  à  l'angle  d'un  triangle 

sphérique  dont  l'arc  opposé  serait  égal  à  1  et  les  deux  autres  angles  à 
1^9,  iô'.  Pour  préciser  davantage  la  position  de  l'axe  résultant  par  rap- 

port aux  axes  composants,  supposons,  ce  qui  est  toujours  possible, 

cos  /  ̂  cos /' =  o,   cosA  =  o,   cosg^^i,   cosg'=  cost,   coah' =zsmi', 

sin^©cos(i   =   sin  4 '^  cos^  6' -h  sin  I  ô' cos4-6  cos  t^, 

sin|0cosH   =^   sin  4  6' cos -^  6  sin  i' , 

sin  -k  0  cos  L    =   sin  4^  9  sin  1  â'sin  ç». 

Dans  le  cas  du  changement  de  l'ordre  des  rotations,  le  signe  de  cos  L 

devient  négatif,  et  c'est  la  seule  altération  que  ce  changement  produise 
dans  ces  formules,  d'où  l'on  voit  que  le  nouvel  axe  résultant  de  ce 

changement  dans  l'ordre  des  rotations  est  placé,  relativement  au  plan 
des  deux  axes  donnés,  dans  une  position  sjnictrique  de  celle  du  pre- 
mier. 

Si  l'on  désigne  par  H'  l'angle  formé  par  l'axe  résultant  avec  l'axe  de 
la  rotation  9',  on  aura 

sin  7  &'  cos  \0  -^  sin  -y  ̂  cos -j  6'  cos  c 
cos  H    =  cos  H  cos  //  H-  cos  G  cos  £^  =    :   ;   1 "  sin  1 0 

on  a  d'ailleurs 

:=  sin 't6  sin 'c  +  (sin  4- S  '  cos -i- ' -H  sin  V 6  cos  4  â  '  ces  1')' 
sm  '  -j  ©  ...  ,  ■  , 

=  sin  '  7 6  sin  '  v  -\-  (sin \  6  cos  ̂   8   -t-  sin  j 6  cos-i- 1  cosi'  ̂ ' 

Tome  V.  —  Novembre  iSjo.  J^ 
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et  par  consp^uent , 

.     .  „  sin  •  4  «'  sin  '  (■  .     ,  ̂^ ,  sin  '  t  *  sin  ' 

sin'l©  sin^T©      ' 

équations  qui  établissent  la  proportionnalité  des  sinus  des  demi-rota- 

tions à  ceux  des  angles  formés  par  l'axe  résultant  avec  les  axes  compo- 
sés inversement  correspondants ,  et  qui  conduisent  ainsi  à  la  construc- 

tion que  nous  avons  indiquée  d'abord  pour  la  composition  des rotations. 

Les  termes  du  second  ordre  relatifs  aux  rotations  rendent  très  compli- 

quées les  formules  que  l'on  obtiendrait  en  suivant  une  marche  analogue 

pour  la  composition  des  rotations  autour  d'un  nombre  quelconque 

d'axes  convergents;  nous  ne  nous  y  arrêterons  donc  pas. 

De  la  composition  analytique  des  rotations  autour  d'axes  non 
convergents. 

20.  Quant  à  la  composition  de  rotations  autour  d'axes  non  conver- 
gents, et  généralement  à  celle  des  déplacements  quelconques  succes- 

sivement donnés  d'im  système  solide  par  des  variations  telles  que  i^'x, 

a"x,  a"'x,  etc.,  dont  la  forme  analvtique  est  connue,  on  aura  généra- lement 

Ar  =:  A'x  -|-  A"j.-  +  A"'j;  -+-  .  .  =1  A  +2  tang  ̂   0  (y  cos  L  —  z  cos  Hj  , 

A)-  =  A'v  +  A"j  +  A'"/  -!-...=  £  +2  tang^0  (z  cos  G  —  xcosL^, 

Az   =  A's   -!-  A"3  -t-  A":  -f-..  .=  r  H-  2  tangj0  (x  cos  H  —  y  cos  G'. 

Les  constantes  A,  B,  F,. ..  se  trouvent  déterminées  en  fonction  de  cons- 

tantes analogues  A',  B',  F,  A",  B",  F",.  .  .  propres  à  chacun  des  dépla- 
cements consécutifs  à  composer,  et  des  autres  éléments  de  ces  déplace- 

ments. Mais  il  est  évident  que  les  éléments  0,  G,  H,  L,  de  la  rotation 

définitive  ne  seront  fonctions  que  des  éléments  rotatijs  de  ces  déplace- 

ments, ainsi  que  nous  l'avons  vu  d'abord  ,  par  des  considérations  géo- 
métriques. Prenons  pour  exemple  de  calcul  la  composition  des  rota- 

tions autour  de  deux  axes  fixes  non  convergents,  l'un  confondu  avec 
l'axe  des  x  et  l'autre  normal  à  l'axe  des  z  et  coupant  cet  axe  à  une  dis- 

tance de  l'origine  égale  à  u;  désignons  toujours  par  v  l'angle  de  ces  deux 



PURES  ET  APPLIQUEES.  4fi 

axes  de  rotation,  par  S,  ̂',  les  amplitudes  des  rotations  respectives.  Un 

aura  d'abord,  pour  l'amplitude  de  la  rotation  et  la  direction  de  l'axe 
résultant,  les  valeurs  données  ci-dessus,  et  soit  pour  compléter  les 

variations  des  coordonnées ,  soit  pour  fixer  la  position  de  l'axe  central . 

il  n'y  aura  plus  qu'à  calculer  les  variations  de  l'origine  des  coordonnées 
et.  €,  y.  Or  celles  qui  proviennent  de  la  première  rotation  autour  de 

l'axe  des  .r  sont  nulles  ;  il  suffit  donc  de  calculer  celles  qtii  proviennent 
de  la  rotation  6',  pour  laquelle  on  a  généralement 

A".r  =  a  +  2  tang^Ô'[(Y"  —  ̂ ëjcosl'  —  (z"  —  -^y)  cosk'], 

A'^r  =r  ̂   +  2  tang|9'[(z"  —  |^)cosg'  -^  (x"  —  ■^oe)cosl'], 

d'z    =5,-4-2   tang|6'[(x'    —  ■5-a)cosA'  —   (y"  —  j^€)cosg']; 

ces  variations  doivent  être  nulles  pour  tous  les  points  de  l'axe  de  la  ro- 
tation 6',  pour  lequel  on  a 

cos /'=  o,     cos  ̂ ' :=  sin  »>,     cosg'=cosw,     Y   =x"tangf,     z'=  «. 

Il  en  résulte  pour  a,  ê,  5  ,  les  valeurs  suivantes,  qu'on  déduirait  facUe- 
ment  par  la  construction  même  . 

ci  =  M  sin  i>  sin  S',      ̂ ^  — ;<  sin  c  sin  9',     ̂ ^awsin^^ô', 

d'où  l'on  tire  pour  la  valeur  T  de  la  translation  absolue  résultant  des 
deux  rotations  autour  des  deux  axes  fixes  non  convergents, 

2«sin  >■  sinySsin^-''' T  =r  a  cos  G  +  t  cos  H  -f-  y  cos  L  =:   r— ;   =  2/(  cos  L . 

confonnéinent  aux  théorèmes  du  n"  !5. 

\insi  l'axe  résultant  et  les  deux  axes  divergents  donnés  approclieni 

d'autant  plus  d'être  parallèles  à  un  même  plan,  que  la  distance  (|ui 
sépare  les  deux  derniers  est  plus  grande  |)ar  rapport  à  la  translation 

absolue  du  déplacement  composé. 

Les  équations  de  l'axe  central  s'obtiennent  en  substituaul  poui-  a  C. 
5-,  0,  G,  H,  L,  leurs  valeurs  données  ci-dessus  dans  les  efjuatious 

52.. 
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générales 

j-±g-Xcot^Q(ecosL-ycojliJ   x-j  ̂ -T  cot  T  ̂'^  (v  cos  G-g  cos  L)   z-| y-^  cot  y  0  (a  cos  H-C  cos  G) 
cos  G  cos  H  cos  L  -    ■ 

,i  ' 
'"Dans  le  cas  des  rotations  infiniment  petites  ces  formules  se  simpli- 

fient beaucoup,  et  il  se  trouve  que  l'axe  central  est  parallèle  au  plan 
des  deux  axes  composants  et  rencontre  leur  plus  courte  distance.  Un  a 

effectivement  dans  cette  hypothèse,  en  négligeant  les  infiniment  petits 
du  second  ordre  , 

s  4- V  cos<'  Ti         Ci'sin'c  ,  66'  sin  t' 
cost,  =  -^   ,     cos  H  =       ^      ,      cos  L  =       ^^     , 

©  =  G^  +9"  -h  '^^â'cosis 

a  =  ;<  9    sui  (• ,      b  =  —  z^  sm  t^  cos  i»,      -v  =  o,     T  =    , 

et  pour  équations  de  l'axe  central , 

a-  6  '  sin  !■  u  &  '  (  6  '  +  6  cos  i') 

6  '  cos  ('  ' 

Composition  des  rotatioiis  successives  autour  de  trois  axes 
rectangulaires. 

21.  Nous  terminerons  ce  sujet  en  donnant  les  formules  suivantes 

pour  la  composition  de  trois  relations  successives  ô,  â',  9",  autour  des 
trois  axes  coordonnés  dès  x,j,z;  les  éléments  de  la  rotation  composée 

0,  G  .  H  ,  U,  sont  ainsi  exprimés  : 

cos  ̂   0  =  cos  ̂   9  cos  I  â'  cos  \  Q"  —  sin  i  â  sin  |  9'  sin  ̂   0". 

,   _,          I  — cos5'cos6"  .     ,,,,  I  —  oos6cos6' -|-sin6sinÔ'sin6'' sm  -  G  =   r-— -;   ,      sm  -  H  = 
2  sin  M  ©        '  2  sin  '  I  © 

Ces  formules  ne  deviennent  symétriques,  par  rapport  à  chaque  axe 

coordonné,  que  lorsque  les  rotations  étant  infiniment  petites,  le  terme 

sin  6  sin  9'  sin  â"  s'évanouit  dans  sin  -H,  hypothèse  qui  rend  d'ailleurs 



PITRES  ET  APPLIQUEES.  ^l'i 

l'ordre  de  ces  rotations  indifférent  et  pour  laquelle  on  trouve,  suivant 
la  loi  de  composition  des  rotations  infiniment  petites, 

0-  =  192  _(_  Q'2  _^_  Q"^^     cos(i=-,     cosH=-,     cosL=^. 

i^e  problème  inverse  de  celui  que  nous  venons  de  résoudre  et  qui  au- 

rait pour  objet,  étant  donnée  une  rotation  finie  et  son  axe,  delà  décom- 
poser en  trois  rotations  autour  des  axes  coordonnés,  reviendrait  à  tirer 

des  équations  ci-dessus  les  valeurs  de  9,  6',  Q",  en  fonction  des  éléments 
donnés©,  G,  H,  L,  opération  inextricable  pour  des  rotations  finies  et 

d'une  entière  simplicité  pour  les  rotations  infiniment  petites. 

Dr  In  composition  des  déplacements  injiniment  petits  successijs 

d'un  système  solide. 

22.  Nous  allons  maintenant  considérer  directement  et  avec  une 

étendue  spéciale ,  les  lois  de  la  composition  et  de  la  décomposition  des 

déplacements  infiniment  petits  successifs,  tirées  de  l'expression  analy- 

tique des  variations  infiniment  petites  des  coordonnées  d'un  système solide. 

Ces  variations  sont  généralement  exprimées  de  la  manière  suivante 

«T.ï-  —  a.  +  pj  —  HZ,     Sj  =  &  -\-  '«"  —  poc,     S:  =  y  -ir  nx  —  my  , 

en  fonctions  linéaires  des  éléments  infiniment  petits  du  déplacement,  a , 

ë ,  y,  m,  H,  p;  il  en  résulte  que  les  variations  provenant  de  plusieurs 

déplacements  successifs  infiniment  pefits  se  composent  par  l'addition 
des  variations  qui  seraient  dues  séparément  à  chacun  de  ces  déplace- 

ments successifs,  rapporté  à  la  situafion  première  du  système.  Les  élé- 

ments du  déplacement  composé  ou  définitif  se  forment  parla  somme  des 

éléments  analogues  des  déplacements  partiels. 

C'est  ainsi  que  la  ditïérentielle  complète  d'une  fonction  de  plusieurs 

variables  se  forme  par  l'addition  des  différentielles  partielles  relatives  à 
chacune  de  ces  variables,  différentielles  partielles  qu'il  est  indifférent 

de  prendre  sur  la  fonction  primitive  même,  ou  siu- cette  fonction  aug- 

mentée successivement  ])ar  les  accroissements  infiniment  petits  d»>  clia- 
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cune  de  ses  variables,  puisqu'on  néglige  les  infiniment  petits  du  second ordre. 

Si  donc  on  désigne  par  a',  C,  y',  /«',  n',  p\  a",  €",  >  ",m' ,  n",  p", 
ol"\  C"',y"'i  ni'",  ri",  p  ,  etc.,  les  éléments  des  déplacements  successifs 

que  l'on  doit  composer,  et  pour  chacun  desquels,  considéré  séparé- 
ment .  on  aura 

^'  .x^=  a.' -\-p' j — ti' z,  J' j- :=€'-{- m' z—p' 3C,  J'  z:=y  -\-/i  x — m'y, 

j" x=a"  +  p"j-—  ri' z.  S'y  =  è"-\-  m"z—p"x,  S"z=y"  -{-ri x—m"y, 
etc. . 

les  éléments  du  déplacement  définitif  du  système,  représentés  par  A, 

B,  C,  M ,  N  ,  P,  seront  respectivement  les  sommes  des  éléments  partiels 
donnés;  on  aura 

A  =  a'  H-  a."  -f-  «"   =   2«  ,      B  =  SÔ,      C  =  Xy,       M   =  Sot,      N  =    Tu,      P  =  Sp  , 

et  pour  expressions  définitives  des  variations  des  coordonnées  du  sys- 
tème 

/a:  =  A  +  Pj  —  M?  =  A  +  ©  I j-  cos  L  —  z  cos  H) , 

Sj=  B  +  Mz—  Fx  —  B  +  0  (z  cos  G  —  X  cos  L), 

éz  =  C  ■+-  Nx—  I\I>  =  C  +  0  (x  cos  H  —  jcos  G) , 

en  introduisant  la  rotation  et  les  inclinaisons  de  son  axe  ;  et  récipro- 

quement^ on  pourra  considérer  tout  déplacement  donné  et  infiniment 

petit  d'un  système  solide,  dont  les  éléments  seraient  A ,  B,  C,  M,  N,  P, 

comme  le  résultat  de  déplacements  successifs  dont  les  éléments  a',  ê', 

y',  m',  n',  p',  etc.,  ne  sauraient  être  assujétis  qu'à  la  condition  d'être 
égaux,  en  somme,  aux  éléments  respectivement  donnés  A,  B,  C,  M,  ]N, 

P  ,  l'ordre  de  succession  de  ces  déplacements  étant  d'ailleurs  tout-à-fait 
arbitraire;  et  par  conséquent  il  devient  évident  que  la  rotation  ô,  dont 

les  composantes  relatives  aux  axes  coordonnés  sont  égales  respective- 
ment à  m,  n,  p.  résulte  des  rotations  successives  m,  u,  p,  comme  la 

translation  t,  parallèle  à  l'axe  de  rotation,  peut  aussi  être  considérée 
comme  résultant  de  trois  translations  successives  t  cos  g ,  t  cos  h,  t  cos  l. 
parallèles  aux  axes  coordonnés. 



PURES  ET  APPLIQUÉES.  4,5 

25.  Ces  rotations  successives  m,  n,  p,  sont  désignées  en  inécani(jue 
sous  le  nom  de  rotations  élémentaires,  et  considérées  comme  simulta- 

nées dans  le  passage  des  lois  géoinétri(/ues  aux  lois  mécaniques  du  tlépia- 
cement  des  corps,  bien  que  la  géométrie  n'en  puisse  rendre  compte 
qu'en  les  supposant  successives;  car  il  est  évident  que  le  système,  en 
tournant  autour  de  l'axe,  dont  la  rotation  est  9  et  les  angles  avec  les 
axes  coordonnés  g,  h,  l,  n'accomplit  pas  en  même  temps  les  trois  rota- 

tions m,  n,  p,  autour  de  ces  axes  coordonnés,  ce  qui  impliquerait 
quatre  axes  de  rotation  au  lieu  d'un  seul  {Mécanique  analj tique,  t.  1 . 
page  Sa).  Nous  touchons  ici  lui  point  fondamental  de  la  philosophie 
des  mathématiques,  celui  qui  sépare  la  géométrie  de  la  mécanique,  et 
dont  ce  Mémoire  a  poiu-  objet  de  constater  toute  l'importance. 

La  rotation  9  résulte  de  la  composition  successive  des  rotations  Ôcos", 
9  cos  h,  Gcos/,  parce  que  la  variation  due  à  cette  rotation  â  est  poiu- 
chaque  axe  coordonné  la  somme  des  variations  qui  seraient  dues  sépa- 

rément à  chacune  de  ces  rotations  élémentaires.  En  effet,  si  le  système 

ne  tournait  qu'autour  de  l'axe  des  or  avec  une  rotation  9  cosg,  on  aurait pour  ce  déplacement , 

^'x  =  0,     J 'y-  =  Q  zcoag,     J''z=  —  ô  •>•  cos  g  ; 

s'il  ne  tournait  au  contraire  qu'autour  de  l'axe  des  r  avec  une  rotation 
9  cos  // ,  on  aurait  pour  le  second  déplacement, 

S"x  =  Sz  cos  h,      J  y  =  o,      cT'z  =  ô  s  cos  //  ; 

et  enfin  la  rotation  6  cos  /  autour  de  l'axe  des  z,  considérée  comme 
étant  la  seule ,  donnerait 

J""x  =  9rcos/,     é"'j  =  —  ôjrcos/,     d^'r.  =  o. 

La  somme  de  ces  variations  com()osées  relatives  à  chaque  axe  donnera 
donc  pour  le  déplacement  composé,  effectué  définitivement  par  la  ro- 

tation G  autour  de  l'axe  {g,h,  l),  les  expressions  suivantes  : 

^.r  =  Ô{rcos/  —  zcosA],      ̂ y  =  0{icosg  —  .,cost),     ̂ z  =  5(jrcos/i— .)  cos^  - 

24-.  Revenons  à  la  composition  des  déplacements  ou  des  variations 
quelconques  successivement  donnés  pour  un  même  svstème.  Les  for- 
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milles  des  variations  peuvent  s'écrire  ainsi,  conformément  au  n"  13, 

Sx  =  '-'.  -H  6  ( J"  cos  l  —  z  cos  h)  ̂  /  cos  g  +  ô  w  cos  g  , 

Sj  =  C  -\-  '■i  [z  cos  g—x cos  i)  =  t  cos  //  -f-  9u  cos  H , 

J'Z     =  ^    -I-  6  (XCOSÂ— jrCOSg)  =:  /    cos  l  -+-  Qm  COS  L  , 

dans  lesquelles  u  désigne  la  distance  du  point  (Xjj^,  z)  à  Y n-ae  central 
du  déplacement,  g,  h  ,  l,  les  angles  formés  avec  les  axes  coordonnés 

par  la  direction  de  ïarc  infiniment  petit  //9,  décrit  en  rotation  au- 
tour de  cet  axe  central. 

On  aura  généralement  pour  expression  du  déplacement  relatif  à  luie 

direction  quelconque  i",  faisant  avec  les  axes  coordonnés  les  angles  rt,  b,  c, 

J  s  =   t  cos  [t ,  ̂)  -h  6  u  cos  [tu,  s), 

en  désignant  par  cos  {t ,  s) ,  cos  (Qu  ,  s),  les  cosinus  des  angles  de  cette 

direction  avec  l'axe  central  et  avec  l'arc  de  la  rotation  infiniment  petite  9- 

jMais  deux  droites  étant  données  dans  l'espace ,  on  sait  que  la  distance 

d'un  point  de  l'une  à  l'autre  est  réciproque  au  sinus  de  l'angle  formé 
par  la  première  avec  le  plan  qui  contient  la  seconde  et  le  point  consi- 

déré, ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  le  produit  de  ce  sinus  et  de  cette 
distance  est  constanunent  égal  au  produit  de  la  plus  courte  distance 

de  ces  droites  par  le  sinus  de  leur  inclinaison.  Si  donc  on  appelle  D  la 

distance  de  l'axe  centi'al  à  la  droite  qui  serait  menée  par  le  point  du  sj  s- 

tème  que  l'on  considère  dans  la  direction  s,  et  par  t'  l'angle  de  cette 
direction  et  de  l'axe,  on  aura 

u  cos  {9u,  s)  =  D  sin  ̂>     et     di  =  /  cos  i'  -t-  Dô  sin  i». 

/  cos  V  est  le  inoment  de  la  translation  du  système  relatif  à  la  direction  s; 

D  Gsin  V  est  celui  de  la  rotation  du  système  relatif  à  la  même  direction  [*]. 
Si  maintenant  on  considère  les  déplacements  successifs  du  système 

autour  d'axes  centraux  dont  les  éléments  seraient  t,  t',  t",  ô,  ô',  ô' , 

[*]  Ce  moment  est  aussi  la  mesure  de  toute  translation  qui  serait  effectuée  par  un  point 

quelconque  de  l'axe  central  sur  cet  axe  même  ,  et  d'une  étendue  égale  au  produit  de  la 
rotation  6  par  la  distance  de  ce  point  à  la  droite  s ,  cette  translation  étant  estimée  ou  pro- 

jetée orthogonalement  à  cette  droite  s ,  c'est-à-dire  sur  une  droite  menée  par  le  point 
considéré  normalement  au  plan  qui  contient  ce  point  et  cette  droite. 
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S^?  ")  ̂)  g')  h',  V,  g",  h",  l",  etc.,  et  qu'on  désigne  par  cfS  le  déplace- 
ment composé  et  résultant  d'un  point  du  système  relatif  à  cette  même 

direction  .y  et  par  T,  0,  G,  H,  L,  les  éléments  de  l'axe  central  résul- 
tant, on  aura 

/S   =   Itcosv  +   SDÔsini^   =  T  cos  V  -4-  ©PsinV, 

jDI  désignant  la  distance  de  l'axe  résultant  à  la  droite  s,  menée  par  le 
point  (.r,/,  z). 

Cette  équation ,  à  cause  des  indéterminées  a,b,  c,  qu'elle  renferme 

et  parce  qu'elle  doit  avoir  lieu  pour  tous  les  points  du  système ,  équi- 

vaut aux  six  équations  suivantes  qui  donnent  la  position  de  l'axe  cen- 
tral du  déplacement,  la  translation  et  la  rotation  résultantes, 

la   —  1  cos  G  -4-   ©  Y  cos  L   —   0  z  cos  H   =  o , 

2  C   —  ï  cos  H  -H  0  z   cos  G  —   0  X  cos  L   =  o , 

2^   —   T  cos  L  ■+■  0x  cos  H  —   0t  cos  G  =  o, 

0cosG  =  Sôcosg,     ©cosH  =  SficosA,     ©cosL  =  2âcosA, 

desquelles  on  tire 

T   =   cosG2a  -h   cosH2C  -\-   cosL2;,, 

x.  Y,  z  désignant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'axe  cen- 
tral résultant  ;  car  on  a 

cTS   =  cosa'S.^x  -t-   cos  hlJ'j-  ■+■  cos  c'S.J'z, 
cos  V  =  cos  a  cos  G  -H  cos  h  cos  H  -|-  cos  c  cos  L , 

ID  sin  V  =  cos  a  [{x —  y)  cos  L  —  (z  —  z)  cosH]  -+-  cos  b  [(z  — z)  cos  G  —  (x  —  x)  cos  L] 
+  cosc[(jr — x)cosH — {y — TJcosGj. 

On  pourrait  rigoureusement  ne  considérer  que  des  rotations  dans 

cette  analyse,  puisque  les  translations  /,  /',  peuvent  toujours  être  re- 
présentées par  des  couples  de  rotations,  et  poser  simplement 

/S  =  T  cos  V  -I-  ©ÎII  sin  V  =  2  ÔD  sin  v. 

Tome  V   —  Novehbre  1840  '^^ 
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Pour  transformer  une  translation  t  suivant  la  direction  g,  //,  /,  en 

lui  couple  de  rotations ,  il  faut  résoudre  les  trois  équations  suivantes  : 

t  COS  g^  =  «,  é,  COSG,  +  «2  ̂3  COSGj=  6,  [(/ — t)  cos/,  —  (z  —  z)  cosA,] 

-f-  ̂ 2  [(/ — -^)  COS  11  —  [z  —  -i!)  COS  /i,] , 

t   COS  h  :=  «,  6,  COSH,  +  «a  5a  COS  Ha  ̂   6j  [(z    z)  COS  g-,    (x   x)  COS  /,  ] 

+  62  [(z    zO'^OSg'a    {x   X')  COS/j  ], 

?  COS  /    ̂   «,  5,  COSL,  -I-  «a  fia  COS  Lj  =r  ê,[(.r   x)cOsA,     (j   Y  )  COS  g,] 

+  6a[(.r — x')cos/;2  —  (_) — Y')cosg'2]) 

dans  lesquelles  X,  y,  z,  x',  y',  z',  etc.,  représentent  les  coordonnées  des 

axes  de  rotations,  et  g,  ,  /z, ,  /, ,  ga ,  /^a  >  ̂2  >  leurs  inclinaisons.  Ces  équa- 
tions doivent  être  satisfaites  indépendamment  des  variables  x,  y-,  z,  et 

donnent  ainsi  les  six  équations  suivantes  : 

â,  cosg,  + 82008^2  =  o,  ôicos/zj-hôo  cos^2  =  o,  9,  cos/i-t-fio  cos/2  =  o, 

t  COSg  =  (z  COS  h,  —  Y  COS  /,)  ô,  -+-  (z  '  COS  ̂ 2  —  y'  COS  /,)  62  , 

t  COS  h  =  {X  COS  z,  —  z  COSg,)  9,  +  (x'  COS  /„  —  z'  COS  gi)  62  7 

t  COS  z  =  (y  COSg,  —  xcos/2,)ô,  +  (y'  COSgj  —  x'cos  ̂ 2)  Ô2, 

d'où  l'on  tire 

Ô2  =  —  â,  ,   COS  g,  =  COS  g2  ,   COS  h,   ̂=   COS  Jlç,  ,        COS  /,  =  COS  /j  , 

t  COSg  =  Ô2  [(z  —  z')  COS  /,  —  (y  —  y')  COS  4]  etc., 

équations  qui  conviennent  exclusivement  à  deux  axes  de  rotation  pa- 
rallèles dans  un  plan  normal  à  <,  la  distance  de  ces  deux  axes  étant 

égale  au  quotient  — .  Revenons  à  l'équation 

SS  =  TcosV  +  0|!»sinV  =  SÔDsini', 

il  en  résulte  que ,  relativement  à  une  direction  quelconque  s ,  la  com- 

position des  rotations  ô,  ô',  Q",  autour  d'axes  fixes,  se  résout  en  une 
rotation  0 ,  et  en  une  translation  ou  couple  de  rotations  dont  le  mo- 

ment T  cos  V  est  égal  à  l'excédant  de  la  somme  des  moments  de  ces 
rotations  partielles,  sur  le  moment  résultant  de  la  rotation  composée, 

ces  moments  estimés  relativement  à  un  même  point. 
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Pour  un  point  quelconque  comparé  à  l'origine  des  coordonnées,  on aura 

cTS  -  JSo  =2GDsini'  -  29DoSini'o  =  0sinV(îII  -  JDo). 

Ainsi  donc ,  la  différence  des  moments  composés  d'un  système  solide 
assujéti  à  subir  successivement  des  déplacements  infiniment  petits  par 

rapport  à  deux  points  de  ce  système,  est  égale  à  la  somme  des  diffé- 
rences des  moments  résultant  pour  ces  deux  points  de  chacune  des 

rotations  successives  du  système,  tous  ces  moments  étant  estimés  rela- 
tivement à  une  même  direction. 

On  sait  que  ces  moments  ne  désignent  rien  autre  que  VeJJèt  du  dépla- 
cement du  système  sur  le  point  au([uel  ils  sont  rapportés:  la  translation 

étant  commune  à  tous  les  points  ne  peut,  ni  dans  les  déplacements 

partiels,  ni  dans  le  déplacement  composé,  altérer  leur  situation  relative. 
11  était  donc  évident  à  priori  que  tout  déplacement  relatij,  partiel  ou 

composé,  d'un  point  quelconque  du  système  par  rapport  à  un  autre 
point  de  ce  système,  ne  pouvait  dépendre  que  des  rotations  partielles 
ou  composées  de  ce  système. 

Conditions  ̂ 'équilibre  de  plusieurs  déplacements  successijs  infiniment 

petits. 
*i>^.  Nous  sommes  conduits  à  rechercher  à  quelles  conditions  de- 

vraient satisfaire  les  éléments  des  déplacements  successifs  indiqués 

pour  un  système  solide,  jjour  que  ce  système  passant  successivement 

par  les  diverses  situations  infiniment  voisines,  correspondant  à  ces  élé- 

ments, revînt  à  sa  position  primitive,  ce  qui  constituerait  un  état  A^- 

finitif  d'«ywz7/èr<?ou  de  neutralisation  pour  ces  déplacements  successifs. 

Or  il  est  évident  que  toutes  les  conditions  dont  il  s'agit  sont  comprises 
dans  une  seule  équation  décomposable  en  six  autres,  à  cause  des  indé- 

terminées qu'elle  renferme,  savoir  : 
J^S   =  o, 

puisque  cette  équarion  exprime  que  chaque  point  du  système  est  revenu 

à  sa  position  primitive.  Les  six  équations  renfermées  dans  léquation  gé- 

53.. 
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nérale  cTS  =  o,  sont 

Sxo   =   2a   =^  o, 

cTjo   =   2C   =   o, 
cfZo     =     2^    =    O, 

Sôcosg  =   o,      2  9cosA   =   o,     2  6cos/  =   o, 

en  désignant  par  cTj^o»  i^Joi  ̂ ^01  ̂ ^^  variations  complètes  des  coor- 

données de  l'origine;  les  trois  premières  expriment  V immobilité  de 

l'origine  des  coordonnées,  et  les  trois  autres  qu'aucune  rotation  n'a 
lieu  définitivement  dans  le  système  déplacé  :  double  condition  qui  exclut 

la  possibilité  d'un  déplacement  définitif  quelconque.  Cette  double  con- 
dition ressort  immédiatement  de  la  relation, 

cTS  =  TcosV   +   ©PsinV   =   o, 

relation  qui  ne  peut  être  satisfaite  pour  un  point  quelconque  qu'autant 

qu'on  ait T  =   o,       0   =   0. 

Or  0  =  o  implique  forcément  les  trois  équations  suivantes  , 

2 9  cos g  =  o ,        2 ô  cos h  =  o,       20  cos  /  ̂  o  , 

et  l'équation  fondamentale  in"  IS  ) ,  appliquée  à  l'origine  , 

j^jci  ■+-  j'rl  ■+■  Szl  =  r-  +  ê^u-, 

lorsque  la  rotation  est  nulle  avec  la  translation,  donne  les  trois  autres 

J'jCo   =   o,         cTjo   =  o,         cTZo  =  o. 

Ainsi  donc,  les  conditions  d'équilibre  d'une  suite  de  déplacements 

successifs  infiniment  petits  d'un  même  solide  sont  au  nombre  de  six, 

dont  trois  expriment  que  le  déplacement  du  système  n'admet  aucune 
translation  et  les  trois  autres  excluent  toute  rotation. 

Ces  six  équations  d'équilibre  sont  analytiquement  comprises  dans 
une  seule  équation  qui  exprime  de  la  manière  la  plus  simple  la  loi  gé- 

nérale de  cet  équilibre ,  savoir, 

2  âD  sin  ('   =   o, 
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qui  exprime  que  le  moment  résultant  pour  un  point  quelconque  du 

système  de  l'addition  de  tous  les  moments  produits  en  ce  point  par 
les  rotations  et  les  translations  ou  couples  de  rotations  successivement 

imprimées  ou  subies  par  le  système,  soit  nul  par  rapport  à  une  direc- 

tion quelconque.  Mais  l'équilibre  de  ces  déplacements  infiniment  petits 
successifs,  toutes  conditions  restant  égales,  continuera  d'avoir  lieu, 
quelque  rapide  que  puisse  être  supposée  la  succession  de  ces  déplace- 

ments :  en  passant  aux  limites,  on  arrive  à  l'identité  des  lois  de  l'équi- 
libre des  causes  successives  de  déplacements  infiniment  petits  avec  celle 

de  l'équilibre  des  causes  simultane'es  de  déplacements  infiniment  petits. 
Ainsi  donc  l'équation 

SÔDsin  V  =  0, 

exprime  la  condition  générale  de  V immobilité'  d'un  système  invariable, 
sollicité  par  des  causes  quelconques  agissant  simultanément  à  décrire 

autour  d'axes  fixes  donnés  les  rotations  infiniment  petites  6,  9',  etc. 

Analogie  de  ces  lois  de  composition  et  d'équilibre  avec  celles  de  la 

composition  et  de  l'équilibre  des  forces  appliquées  à  un  système invariable. 

26.  L'analogie  de  cette  loi  générale  avec  celle  de  l'équilibre  des  forces 
appliquées  à  un  système  invariable  est  frappante.  Les  forces  appliquées 

suivant  les  axes  des  rotations  et  supposées  proportionnelles  à  ces  rota- 

tions ,  le  moment  d'une  force  de  ce  système  est  idenfiquement  propor- 
tionnel à  celui  de  la  rotation  correspondante,  chaque  translation  est 

remplacée  par  un  couple  de  forces  appliquées  suivant  les  axes  du  cou- 

ple de  rotation  équivalent  à  la  translation  ;  mais  l'analogie  s'étend  aux 

lois  de  la  composition  comme  à  celles  de  l'équilibre  et  peut  s'énoncer 
ainsi  :  Un  système  de  déplacements  successifs  étant  donné  à  composer 

en  un  déplacement  définitif,  et  en  même  temps  un  système  de  forces 

proportionnelles  aux  rotations  successives  données  pour  chaque  dépla- 
cement et  appliquées  suivant  les  mêmes  axes  que  ces  rotations,  les 

translations  des  déplacements  successifs,  si  on  ne  les  siqipose  pas  im- 

plicitement comprises  dans  les  rotations  au  nio\en  de  leur  représentation 

par  des  couples  de  rotations,  étant  alors  représentées  dans  le  système  de 
force  considérés  par  des  couples  de  forces  dont  les  moments  seraient 
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égaux  à  ceux  de  ces  translations,  relativement  aux  trois  axes  coortlou- 

nés,  le  système  de  déplacements  successifs  aboutira  à  un  déplacement 

définitif  composé  d'une  rotation  et  d'une  translation  absolue  relatives  à 

l'axe  central  de  rotation  ;  de  même  que  le  système  de  forces  se  résou- 
dra par  la  composition  successive  de  ses  éléments  en  une  seule  force  et 

à  un  seul  couple  de  forces  si  ué  dans  un  plan  normal  à  la  force  résul- 

tante. Cette  force  résultante  sera  appliquée  à  l'axe  central  du  déplace- 

ment définitif,  lequel  sera  en  même  temps  l'axe  central  du  système 
statique;  elle  sera  proportionnelle  à  la  rotation  résultante,  et  le  mo- 

ment du  couple  normal  à  cette  force  sera  proportionnel  à  la  translation 

absolue  du  système  qui  s'opère  parallèlement  à  l'axe  central.  Lorsque 
les  axes  des  rotations  à  composer  sont  tous  parallèles  et  passent  par 

des  points  déterminés,  l'axe  central  résultant  leur  est  aussi  parallèle  et 
passe  par  un  certain  point  qui  correspond  au  centre  des  forces  paral- 

lèles ,  toujours  le  même,  quelle  que  soit  la  direction  des  axes  de  ro- 

tation, et  qui  n'est  autre  que  le  centre  de  gravité  des  points  déterminés 
sur  les  axes  de  rotation  composants  lorsque  toutes  les  rotations  sont 

égales  [*]. 
En  effet ,  les  équations  de  l'axe  central  résultant  de  la  composition 

des  axes  fixes  de  rotation ,  se  réduisent  dans  ce  cas  à 

Y  cos  /  —  z  cos  n-\   7  =  o .  X  cos  h  —y  cos  g  -\   f  =  o , 

et  l'on  a 

T  =  o,     0  =  26=  2a  =  2^  ZcosÂ  -  Ycos/),  etc., 

X,  Y,  Z,  désignant  les  coordonnées  de  l'axe  de  la  rotation  ô.  l'axe 
résultant  passe  donc  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont 

_  Z6X  _  seY  _  xiz 

[*]  Et  comme  toute  succession  de  rotations  infiniment  petites  en  nombre  quelconque 

effectuées  par  un  solide  autour,  d'axes  fixes  différents  se  réduit  d'une  infinité  de  ma- 
nières à  deux  rotations  conjuguées,  de  même  tout  système  de  forces  appliquées  à  un  so- 

lide peut  être  représente  d'une  infinité  de  manières  par  deux  forces  conjuguées,  dont  le 
produit  multiplie  par  la  distance  qui  les  sépare  et  par  le  sinus  de  leur  direction  est 
constant. 
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De  la  détenninatioti  des  variations  des  coordonnées  d'un  système 

solide  dues  à  un  de'placement  quelconque  de  ce  système ,  analytique^ 
ment  déduites  des  conditions  de  l'invariabilité  de  ce  système. 

27.  Ea  considération  du  déplacement  des  axes  coordonnés  supposés 

liés  invariablement  au  système  déplacé,  conduit  immédiatement  à 

l'expression  algébrique  des  variations  des  coordonnées  de  ce  système,  et 

il  ne  s'agit  plus  que  de  réduire  au  moindre  nombre  les  constantes  ar- 

bitraires qui  se  présentent  dans  le  calcul ,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  a,  b,  c,  a',  b',  c',  a",  b",  c",  les  cosinus 
des  angles  que  forment  avec  leurs  directions  primitives  les  axes  coor- 

donnés déplacés  avec  le  système,  les  coordonnées  x  ■+■  Ax,  y  +  ̂ y  , 

2  -I-  Az,  d'un  point  du  système  après  son  déplacement ,  rapportées  à  la 

situation  première  des  axes  coordonnés ,  s'exj>rimeront  en  fonction  des 
coordonnées  de  ce  même  point  déplacé,  rapportées  aux  axes  déplacés 

et  qui  seront  les  mêmes  que  celles  du  point  considéré  dans  la  première 

position,  rapportées  aux  premiers  axes  suivant  les  formules  connues 
pour  la  transformation  des  coordonnées  rectangulaires;  on  aura  donc 
les  trois  équations  suivantes  : 

X-  ■+■  à.x  =  a.  -\-  a  X  -^  h  y  -^  c  z, 

j  H-  Aj  =  ê  -t-  a'x  -h  //;■  -+-  c'z, 

z    H-   Az    =  y   -{-   a'x  +   h' y  +  c"z, 

au  moyen  desquelles  Aj:  ,  Aj,  Az,  se  trouvent  généralement  expri- 

mées ,  quel  que  soit  le  déplacement  du  solide ,  en  fonction  linéaire  des 

coordonnées  x,y,  z,  comprenant  douze  coefficients  arbitraires  qui 

réellement  se  réduisent  à  six  constantes,  car  les  trois  premières  a ,  C,  >, 

expriment  la  variation  des  coordonnées  de  l'origine,  et  les  trois  autres, 

a,  b',  c",  au  moyen  desquelles  on  élimine  les  six  autres  cosinus  par  les 

formules  de  Monge,  définissent  le  ciiangement  de  direction  dans  l'es- 
pace des  axes  coordonnés  primitifs. 

Mais  la  réduction  de  ces  douze  constantes  a  six  peut  s'opérer  plus 

simplement  encore,  sans  l'emploi  des  formules  de  Monge,  compliquées 
de  radicaux,  et  par  une  voie  qui,  relativement  aux  variables  x.  r.  z. 
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conduit  aux  expressions  analytiques  les  moins  compliquées  pour  ̂ x, 

a;  ,  Az.  En  effet,  introduisons  dans  les  équations  ci-dessus  les  coordon- 
nées X ,  T,  z,  du  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  deux  situations  corres- 

pondantes du  point  jc,j',z,  en  sorte  qu'on  ait 

JT  =   X   —   yA.r,       j  =  Y   —  iA/,        r   =  Z   —   |az; 

puis  pour  réunir  ces  trois  équations  en  une  seule ,  multiplions-les  suc- 

cessivement par  trois  facteurs  indéterminés  «,  i  ,  tt,  et  additionnons- 

les,  nous  aurons  à  considérer  l'équation  imique 

^Ax{afc-\-a'v  +  a"7r~i-ft}  +  -^£^X{b(c-+-b'>-\-b"'!r-^»)  +  {^z(cft-hc'r  +c"^  +  x) 
:=»ft-hSv-\-yir-h{afi-ha't  +  a"r — lu,)x-h{bfi+b't-\-b"v — t)Y-^Cft-+-c'  t  +c"7r — t)z, 

Pour  déterminer  ax,  il  faut,  dans  cette  équation,  donner  à.  ju,  i  ,  tt, 

des  valeurs  qui  annuUent  les  coefficients  de  A  7  ,  Ar,  c'est-à-dire  poser 

b  u  -\-   b'i    ■+■   h"7r  4-   ;    =   0  ,        eu.  ->r   c'v   ■+-   c'V  -H  tt   =   o  , 

d'où  l'on  tire 

/u  =  {i-i- b'){i -\- c")  —  c'b",    v  =  a"—b(ï-{-c"),   ■7t=bc'  —c(i-\-b'). 

Or  entre  les  neuf  cosinus  a,  a',  a",  b,  b',  b",  c,  c',  c",  il  existe,  comme 
on  le  sait,  les  relations  suivantes  : 

a  =  b' c"  —  c' b',  a'  =  cb"  —  b  c",  a"  =  bc'  —  cb' , 

h  =  c'a"  —  a' c",  b'  =  ac"  —  ca",  b'  =  ca'  —  ac' , 

c   :=  c' b'    —   b'c",     c'   =  ba"   —  ab",     c"    =  ab'   —  ba', 

lesquelles  se  déduisent  de  ces  six  autres  : 

a^  ̂ a"-\-a'^  =  u  b^ -\- h'- +  b"^  =  1,  c^ -h  c"  -\- c'"  =  o , 

ab-ira'b'  +  a"b'  =  0,     ac-^a'c" -{- a" c"  =  0,     bc-^b'c' -^  b"c"  =  0, 

qui  expriment  que  les  axes  primitifs  et  les  axes  nouveaux  sont  rectangu- 

laires. L'ambiguité  des  signes  qui  se  présente  dans  la  déduction  dont  il 

s'agit,  est  résolue  par  cette  autre  condition  tout-à-fait  nécessaire,  dans 
la  considération  du  déplacement  d'un  système  solide ,  savoir:  que  le 
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système  des  nouveaux  axes  coordonnés  provenant  lui-même  du  dépla- 
cement du  système  des  premiers  axes,  reste  toujours  avec  le  premier 

dans  des  conditions  de  superposition  possible  pour  chaque  axe  respectif 
et  son  correspondant. 

Cela  posé  ,  il  est  clair  qu'au  moyen  des  relations  ci-dessus  on  a 

/A  =  i  +  a  -\-  b'  -\-  c",     y  ̂   a'  —  b,     tt  =  a"  —  c , 

d'où   l'on  tire 

a'u  ■+■  a'\    -H  a'V   =    i    -H  a  +   è'  -i-  c"   =  /U, 

ce  qui  doinie 

on  aura  semblablement , 

_   Q  ̂   a[(z  -  \y){c'  -  b")  -  [x-^»){b  -  a") •^  I  -h  a  -t-  6'  -t-  c"  ' 

2  [(X  -  1,)  [a"  -  c)  -  (y  -  j-C)  (c'  -  h")\ 

^^    -    y    -       ,  +„+6/+^   ' 

formules  identiques  à  celles  du  n°  15,  en  posant 

         2(c' — b")           2(a"  —  c)            a(i — a!) 

i  +  a  +  è'  +  c"'  H-o-t-i'+c"'  "  i-f-a  +  é'-t-c"' 

28.  Dans  le  cas  des  déplacements  infiniment  petits  on  a  directement, 

en  négligeant  les  déplacements  angulaires  du  second  ordre 

a   =    1  ,  ̂ '   =    I,  c"  =    I , 

ce  qui  donne 

S'x=a.-\-hj-\-cz.,     Sj  =  S-^a'x-^c'z,     Sz  =  y-Jt-cfx~it-b'y\ 

et  comme  à  cause  de  l'invariabilité  de  la  distance  d'un  point  quel- 

conque à  l'origine  entraînée  dans  le  déplacement  du  système,  on  a 

X  [Sx  —  a)   -h  j^cTr  —  ̂1    +   2i«f-  —  y)   =  o, 

Tome  V — Novembre  1840.  -^4 
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quelles  que  soient  oc,  j,  z,  il  existei-a  nécessairement  entre  les  cosinus 

infiniment  petits  du  premier  ordre  b,  c,  a',  c',  a",  b",  les  relations suivantes 

h  -[-  a'   =:  o,         c  -\-  a"   ̂ =  o,  c'  +  b"   ̂   o, 

on  aura  donc  finalement 

Sjc  ̂   a.-^-  pj  —  nz,      Jy  =  C  -{-  m  z  —  px,      J  z  =  y  -\-  nx  —  mj, 

en  posant 

m  ̂   c'   =   —   h",       n  ̂ ^  a"   r:=    —   c,       p   ̂   h   :=    —  a'. 

29.  Mais  il  est  intéressant  de  parvenir  à  ces  mêmes  formules  des 

variations  finies  ou  infiniment  petites  des  coordonnées  d'un  système  so- 
lide par  vme  voie  purement  algébrique ,  indépendante  de  toute  consi- 

dération géométrique  ,  en  partant  de  l'expression  algorithmique  des 

conditions  du  problème,  c'est-à-dire  de  l'invariabilité  des  distances  des 
points  de  ce  solide. 

Soient  donc 

les  coordonnées  de  quatre  points  invariablement  liés  entre  eux  et  faisant 

partie  du  système  que  l'on  considère,  les  trois  premiers  spécialement 
choisis  pour  y  rapporter  tous  les  autres  ;  les  distances  de  ces  quatre 

points  devant  rester  constantes,  quelles  que  soient  les  variations  de 

leurs  coordonnées,  par  suite  d'un  déplacement  quelconque  du  svstème, 
cette  condition  exprimée  algorithmiquement  donnera  entre  les  varia- 

tions de  ces  douze  coordonnées,  les  six  équations  suivantes  : 

(x,-t-ij;,-Xo-Aj:o)^+(yj+ Ar,-/o- AT»)'-!-  (2j4-  AZj-Zo-  AZo)'=  {x^  -x„)»+  (/»-ro)'+  (zj-  Zo)' 

(x  -i-ix  -.ro-ix„)^+{7  +i/  -J'o--!irc.)'-l-(z  -*-i2  -Zo-  Az»)'=:(x  -x„)»H-(7  -7o)»^-(«  -z„)' 

[x  -\-Ax  -x,-ûx,)^  +  (7-(-i7-7,-A7,)'+(z  +iz  -z,- Az,)':^ (x  -x,)'-+-(7  -7,)'-f-(z  -Zi)' 

(x  -HAx  -x,-4x,)^-f-(7-hA7  -j,-Ar,)'-t-(z  +Az  -z,- iz,)»=  (x  -x^^-\-[y  -7,)'+(z  -z,)' 
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Ces  six  équations  serviront  à  déterminer  àJC ,  ̂ j,  AZ,  en  fonction  des 

variations  des  coordonnées  des  trois  premiers  points  qui  devront  se 

réduire  à  six  constantes  par  suite  des  trois  équations  qui  les  lient  entre 
elles. 

Il  s'agit  de  résoudre  effectivement  ces  six  équations,  qui,  bien  que  du 
second  degré  par  rapport  aux  variations  aj-  ,  ̂ y,  àz,  deviennent  li- 

néaires lorsqu'au  lieu  des  variables  J?,  j-,  z,  on  introduit  celles-ci  : 

X   =   .r  +  |A.r,        y  =  j  +    ̂ ^Aj,       z   =  z  +  |az, 

et  de  même  pour  les  autres  points:  le  système  des  six  équations  ci-dessus 

peut  dès  lors  s'écrire  ainsi  : 

(.X  —  x„)  (Ax  —  Ae«)  -4-  (y  —  Yo)  (Ax  —  Ajo)  H-  (z  —  Zoj  (Az  —  Az»)  =  o , 

(X  —  X„)   (Ax,  —   Ax„)    -+-    (y  —  T„)   (A/,  —  AjTo)    +    (z  —  Zo)   (Az,  —  AZo) 

-+-  (Ar  —  AoTo)  (x,  —  x„)  -+■  (A/  —  Ajr„)  (y,  —  Yo)  -h{Az  —  Azo)  (z,  —  Zo)  =  o, 

(x  —  Xo)  (Ax^  —  Ar„)  H-  (y  —  Yo)  (  Ar,  —  Ajo)  +  (z  —  z„)  (Az,  —  Az„} 

-+-  ( Ar  —  Axo)  (x,  —  x„)  ■+■  (hx  —  A/o)  (yi  —  t„)  -+-  (Az  —  Azo)  (z,  —  2»)  =  o , 

(x,—  Xo)  (Ar,  —  Ar„)   -+-  (y,— Yo)  (Aj,  —  Ajo)  -H  (z.—  z„)  (Az,  —  Az„>  =   o, 

(x,—  Xo)  (Ar,  —  Axo)  -+-  (y,—  Yo)  (A/,  —  Avo)  -(-  (Zj—  Zo)  (Aa,  —  Azo)  =  o , 

(x,—  x„)  (Ar,  —  AuTo)  -h  (y,—  Yo)  (A7,  —  A/o)  -t-  (a,— Zo)  (Aa,  —  Az») 

-H  (Ar,—  ÙLCo)  (x,—  x„)  -I-  (Aj,—  Ajo)  (y,—  y»)  +  (Az,—  Azo)  (z,—  Zo)  =  o. 

En  multipliant  ces  six  équations  successivement  par  les  facteurs  indé- 

terminés u^,  ui' ,  WTT,  v^,  TT-,  ITT,  et  en  les  ajoutant,  on  forme  l'équa- 
tion complexe  suivante,  qui  comprend  le  système  des  six  premières: 

[^(x  —  x„)  +  .(x,—  Xo)  +  x(x,—  x„)]  [^(Ar  —  Axo)-l-  F(Ar,  —  Aar»)  -H  «-(Aa-,— Ax„)j  i 

-+-  [fciy—Yo]  -f-  ,(y,-y„)+^(y,— ïo)][f'(A/— A/„)+  .(A/,- Ar„)4-,(A^,-A^o)]  J  =  o. 
-+-  [fi{-i.  —  z„)-(-  .(z,  —  Zo)  -h  îr(z,— z„)][^(Az  — Azo)  -t-  .(Az.  —  Az») -(-  x(Az,  —  Az» )]  \ 

En  choisissant  f/.,  1  ,  "TT,  convenablement,  on  réduit  successivement 

cette  équation  à  ne  contenir  que  Ax,  ù.j,  A  z,  et  on  en  déduit  les  va- 
leurs de  ces  variations  de  la  manière  la  plus  simple.  En  effet,  posons 

fl{r         Yo)    -+■    »(y,         Yo)    -f-    x(t,    —    To)    =    o. 

ft{r.    —   Zo)    -(-   »(z,    —   Zo)   -I-   x(z,     —   z„)   ~   o; 
54. 
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l'équation  générale  se  réduit  à 

[^(x— Xo)-f-  »  (x,— Xo)4-x(x,— Xo)][/i(Ar— Ar„)4-  v(Aj:,— A.r„)-f-ir(Aijr— Aj:„)]=o. 

Or  le  premier  facteur  de  ce  produit  ne  peut  être  nul  sans  que  le  second 

le  soit  également,  ainsi  que  nous  le  démontrerons  ci-après;  on  aura 
donc  simultanément 

ft  (Ar  —  Ato)  -+-  »  (Ar,  —  Ato)  +  ir  (Ar j  —  Ato)  =  o , 

^  (y  —  ïo)  -+-  '  (y,  —  Yo)  -t-  a-  (z,  —  Zo)  =  o , 

fi(Z    —   Zo)        +    n     (z,    —   Zo)       +   a-     (Zj    —   Zo)       ̂     o, 

équations  qui  se  transforment  évidemment  en  celles-ci  : 

Ar,   —  Ato  =  /"  (y,   —  Yo)  —  n  (z,   —  Zo) , 

ATj          ATo     =    P   (y'j           Yo)         n  (Zi         Zo), 

Ar     —  Ato   =^  p  {^1   —  Xo)   —  "  (^     —  2^0)1 

n  et  p  étant  deux  constantes  liées  aux  variations  des  trois  premiers 

points  par  les  deux  premières  de  ces  trois  équations. 
La  même  analyse  donnerait 

A/   —  Ajo  =   m '  z  —  ̂ o)  —  p'  (x  —  x„) , 

Az    —  Azo  =    «'  (x  —  Xo)  —  m'  (y  —  Yo); 

et  comme  on  a 

(x  —  x„)  (Aj:  —  Axo)  +  (y  —  Yo)  (Ar  —  Ajo)   -H  (z  —  z„)  (Az  —  Az„)   =   o, 

il  s'ensuit  que  m  =  m',  ti'  =  n,  p'  =  p,  et  qu'on  a  enfin  les  formules 
générales  suivantes 

Ar  =r  A  -t-  pY  —  «Z  , 

Aj  =  B  -I-  wz  —  /)X  , 

As    ;=    r   +   nx  —  m\  , 

OÙ  les  six  constantes  A ,  B ,  T,  m  ,  n,  p,  sont  fonctions  des  variations 

Ajto  ,  Ar, ,  Ar, ,     A)„,  Aj  ,  ,  A_ri ,     Azo  ,  A;,,  Az,. 

30.  Mais  il  reste  à  prouver  ce   que  nous  avons  avancé,   que  le 
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facteur  u.  (x—  Xo)  +  v  (x,  —  x^)  +  tt  [x^  —  x„i  ne  peut  être  nul  dans  la 
question  qui  nous  occupe,  sans  que  le  second  facteur 

fi  (Ax   —   Axo)   -+-    »  (A.r,    —   Ato)   -f-   x  (Ar,   —   Axo) 

ne  le  soit  également.  En  effet ,  les  trois  équations  simultanées 

^  (x   —   x„)   -t-   »  (x,   —  Xo)   4-   ?r  (x,   —   x„)  =   o, 

^  (y         To)    -I-    »  (Vi         Yo)    -+-    T  (y,          ■ïo)    =    O, 

fi(-i    —  Zo)  -H   '  (z,    —  Zo)   +  5r(z,    —  Zo)   =   ", 

donneraient  par  l'élimination  des  facteurs  w,  1  ,  T,  une  équation  finale 
entre  les  coordonnées  Xq,  x,  ,  Xj,  x,  Yo,  y,  ,  y^,  t,  Zo,  z,  ,  Zj,  z,  expri- 

mant que  les  milieux  des  droites  parcourues  par  les  quatre  points  que 

nous  considérons  sont  dans  un  même  plan;  mais  cette  condition  singu- 

lière ne  peut  être  remplie  qu'autant  que  ces  quatre  points  eux-mêmes 

sont  dans  un  même  plan ,  ou  qu'autant  que  les  pyramides  formées  par 
ces  quatre  points  ,  dans  leurs  premières  et  leurs  secondes  positions  ,  se- 

raient symétriques  au  lieu  d'être  identiques  ou  superposables.  Cette 

seconde  hypothèse  n'est  pas  admissible  dans  le  problème  qu'il  s'agit  de 
résoudre;  mais  la  première  doit  être  examinée.  Si  donc  les  quatre 

points  donnés  sont  dans  un  même  plan ,  nous  disons  qu'on  aura  à  la fois 

i<«(x— x„)+»  (x,— Xo)+à-(x,— Xo)=o,  fi  (Ax— A.r„)+.  IAr,—ÙXo)  -H  »(Ax,— Axo)=o, 

et  semblablement  pour  les  variables  y,  z,  et  les  variations  Aj-,  Az. 
En  effet,  si  les  quatre  points  considérés  sont  dans  un  même  plan, 

ainsi  que  leurs  correspondants,  on  aura  simultanément,  en  distinguant 
par  im  accent  les  coordonnées  de  ces  derniers , 

)=o, 

)  =  o. 

g-(x— .r„)  +  /j(x,— Xo)  -+-  /(x, — Xo)  =  o,  g''(x' — x',)+  h'{x[—x',)  +  l'{x',—x, 

s{r-yo)-+-hif-xo)+iU,-xo}=o,  g'iy'-x',}  +  f''{r\-y,)+i'ix',-y 

g  (ï  — Zo)  +  /f(z,  —  Zo)  +  '(z.—  Zo)  =  O,  g'{z'  —  z',)  -h  h'(z\  —  z',]-^l'{z',  —z 

g,h,  I,  g',  h',  l',  étant  des  coefficients  à  éliminer.  Comme  on  a  par 
l'invariabilité  des  distances 

(x  —  x„)'  -H  (/  —XoY  -+-  (z  —  Zo)'  =  {x'  —  ̂ ',)'  4-  (y'— y,)  +  (s'  —  *'.y . 

(x-xo)(x,-xo)-H(/-/o)(r.-ro)+(«-2.)(2.-»o)=(*'-*;)(*;-j'i)+(r'-/.)(?-'.-ri)-t-(*'-»l)(^'.--.-'""-' 
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et  que  les  rapports  -,  -,,  -,  —,  sont  fonctions  identiques  de  ces  mêmes 

quantités,  il  s'ensuit  qu'ils  sont  égaux  et  qu'on  peut  supposer  g'  ̂ g  , 
k'  =  h ,  l'=:l,  d'où  l'on  conclura,   en  introduisant  les  coordonnées 

des  milieux  x  =   ,  etc.,  et  les  différences  A^,  &j,  etc.,  qu'on  a 
aussi 

g-  (x  —  Xo)  +  A  (x,  —  Xo)  -t-  /  (x,  —  Xo)  =  o, 

g  V'  —  To)  +  A  (t,  _  y„)  -4-  /  (y,  —  Y„)  =  O, 

g    (Z     —    Zo)    +    h    (z,     —    Zo)    +    /   (z,     —    Zo)    =    O, 

g-(Ar— Ax„)  -I-  h(Ax,—Aj:„)-h  /(Ax,— Aar„l  =  o, 

^(Ar— Av„)  H-  /j(Ar,— Ar„''-|-  /  f Aj-,— Ar„1  =  o, 

g-(Az— Azo)+  /i(Az,— A3o)+  IfAz^—Az^)  =  o. 

Les  trois  premières  équations,  comparées  aux  trois  données  en  u,  i ,  tt, 

montrent  la  proportionnalité  des  coefficients  g,  h,  l,  à  ces  derniers, 

et  enfin  conduisent  à  l'équation 

fx  [ù>.x  —  AXo)  +  V  (Ajf ,  —  Aj^v,)  +  -TT  (AjTj  —  àx^  —  o,  etc.  ; 

ce  qu'il  fallait  établir. 

31 .  Les  deux  méthodes  analytiques  que  nous  venons  d'exposer  pour 

déterminer  les  formules  des  variations  des  coordonnées  d'un  système 

solide,  sont  déduites  de  procédés  purement  algébriques.  L'algorithme 
infinitésimal  fournit  encore  une  démonstration  plus  simple  de  ces  for- 

mules, se  rapprochant  de  celle  que  Lagrange  a  donnée  dans  i,ai  Méca- 

nique, et  compi-enant  dans  la  même  analyse  l'expression  des  variations 
finies  et  celle  des  infiniment  petites.  Voici  cette  démonstrafion. 

Si  l'on  désigne  par  d  les  différences  infiniment  petites  des  coordon- 

nées d'un  point  du  système  à  celles  du  point  infiniment  voisin  dans  le 

système  non  déplacé ,  puis  par  le  signe  A  ou  S',  selon  qu'on  considère 
un  déplacement  fini  ou  infiniment  petit  de  ce  système,  les  variarions 

de  ces  coordonnées  dues  à  ce  déplacement  même;  il  s'agira  de  déter- 

miner généralement  les  variations  à.x ,  àj,  Az,  au  moyen  de  l'équahon 

suivante,  qui  renferme  l'expression  algorithmique  la  plus  simple  de 
l'invariabilité  des  distances  mutuelles  de  tous  les  points  du  système 

ù.^dx-  -\-  dj^  4-  dz^)  =  o. 
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Or  en  posant 

X   =   ̂   +    iAx,      Y   =   j  +   iAj,      z    =   2  -H   iA2, 

cette  équation,  au  moyen  de  la  règle  de  l'inversion  de  signes  d  a. devient  
' 

dxdAx  -^  ch-i/Aj   +  d/.  d/\z  =  o, 

à  laquelle  il  faut  satisfaire  de  la  manière  la  plus  générale.  Dans  ce  but, 
considérons  A^,  aj,  A^  ,  comme  fonctions  des  variables  indépendante! 
X,  Y,  z;  l'équation  ci-dessus  fournira  d'abord  l'intégrale  suivante,  en supposant  constantes  dx,dT,  dz, 

rfxAr-H-  </i  Ay  +  dzAz 
y-j—    —  =  constante, 

traduction  algorithmique  de  la  propriété  du  quadrilatère,  dont  deux 
côtés  opposés  sont  égaux,  laquelle  consiste  en  ce  que  ces  côtés  et  les 
deux  autres  se  projettent  également  sur  la  ligne  qui  joint  les  mUieux  de 
ces  derniers.  Mais  l'équation 

dxdAjc  -f-  drdAj    -+■  dzdAz   =  o, 

lorsqu'on  y  substitue  les  différenhelles  partielles  aux  dififérenrielles complètes,  devient 

«  rfï  dz  \    rfy     ̂     rfx   / 

\  dz  dx  y  \   dz  dr  ) 

o  , 

et  à  cause  de  l'indépendance  des  différentielles  dx,  dy,  dz,  donne  ces six  autres  : 

''^_  dAy  dAz  dAx        dù.r 

dùix        dAz  _  rfA^        dùz 

dz   -^lu~°^    -IZ^IT^"- 

Le  système  de  ces  six  équations  s'intègre  aisément.  Les  trois  premières montrent  que  les  variations  Ax ,  Ajr,  As,  sont  respectivement  formulées 
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indépendamment  des  variables  respectives  x,  t,  z.  Il  en  est  par  consé- 

quent ainsi  de  leurs  dérivées,  d'où  il  est  facile  de  conclure  que  ces  six 
dérivées  sont  des  constantes  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires, 

ce  qui  produit  enfin  les  expressions  auxquelles  nous  sommes  déjà 
arrivés  , 

Ax   =    A    +  p\   —   nz  ,  Aj   :=    B    -(-   TOZ   —  p\ ,  Az   =r   r    +   «X   —   m\ . 

Nous  ne  reviendrons  pas  sur  les  transformations  que  subissent  ces 

formules  lorsqu'on  y  rétablit  les  variables  x,  y,  z\  il  nous  suffit  d'a- 

voir montré  comment  la  méthode  des  variations  s'applique  à  la  re- 
cherche de  ces  formules  et  donne  dans  une  même  forme  algorithmique 

les  variations  finies  et  infiniment  petites  des  coordonnées  d'un  système 
solide,  avec  cette  seule  différence  que  les  coordonnées  des  points  dépla- 

cés, sont  remplacées  dans  le  cas  des  variations  finies,  par  celles  des  mi- 
lieux des  espaces  parcourus  en  ligne  droite  par  ces  points. 

52.  Il  nous  reste  maintenant,  pour  terminer  ce  travail,  à  déduire 

rapidement  de  l'expression  de  ces  variations  les  lois  géométriques  du 

déplacement  des  corps  solides  que  nous  avons  d'abord  exposées  syn- 
thétiquement,  et  prises  pour  point  de  départ  de  notre  première  analyse. 

Les  formules 

Ax  =   A   +  ̂ Y   —   nz  ,     Ù.J  =  B   +   mz  —  px ,     Az  =   r  -|-  «x  —  m\  , 

donnent  immédiatement  la  relation  fondamentale  suivante  : 

wAjt  -f-   nù>Y  -+-  pAz   =  Am   -{-   Bn   -{-   Fp , 

d'où  l'on  voit  que  les  droites  réellement  parcourues  par  tous  les  points 

du  système,  en  passant  d'une  situation  à  l'autre,  sont  toutes  également 
projetées  sur  une  même  direction  [m  ,  n,  p).  En  désignant  les  angles  de 

cette  direction  par  g,  h,  /,  et  par  t  cette  projection  commune,  on  aura 
pour  tous  les  points  du  système  déplacé  , 

cosg-  Ax  -f-  co%  h  Aj  +  cos  /  A;  =  t, 

et  poiu-  deux  points  différents, 

cos  g- (Aa:  —  ùa/)  -H  cos  A  (A^-  —  Ar')   +   coi  l  [ùz  —  Az')  ==   O 



PURES  ET  APPLIQUÉES.  433 

ù.x—i^x',  Aj— Ajr',  Az— Az',  mesurent  les  projections  sur  les  axes  res- 
pectifs coordonnés  de  la  corde  de  l'arc  qui  serait  décrit  par  le  premier 

point  autour  d'un  axe  de  rotation  mené  par  le  second  point  (af,  f,  z'), parallèlement  à  la  direction  {m,  ii,  p);  ces  deux  points  sont  transportés 
ensuite  à  leur  situation  définitive,  en  décrivant  deux  droites  égales 
et  parallèles  à  celle  qui  joint  le  point  {jc',  j',  z' j  k  son  correspondant. 
Si  l'on  désigne  par  G  l'angle  de  cette  rotation ,  par  n  la  distance  de  cette corde  à  cet  axe  de  rotation  ,  on  aura  évidemment 

4«'tang'i5=  (^-^^)^  +  i^r  -  Aj')'  +  (A.  -  A.-')' 
=(m'-i-n'-^p^)  {  (x-x')'-1-{Y-Y')>-l-(ll-z')4(x-x')c0S^-l-(Y-T')c0S^-h(z-2')C0S^]>  } , 

W  =  (x—x'y  +  (y-y')'  +  (z-2')=  —  [(x— x')  cos  g  H-  (y-v')  cos  h  +  (z-z')  cos  /]'; 

on  a  donc,  quels  que  soient  les  deux  points  considérés, 

4  tang'jG   =   m^  ■+-  rr  -+-  jr . 

Ainsi  le  déplacement  donné  d'un  solide,  d'une  situation  à  une  autre, 
peut  toujours  résulter  de  deux  déplacements  consécutifs  en  rotation  et 
en  translation ,  ainsi  que  cela  a  été  expliqué  au  commencement  de  ce 
travail. 

Soit  de  plus  1  l'amplitude  du  déplacement  angulaire  d'une  droite  de 
ce  solide,  <p  l'angle  qu'elle  forme  avec  la  direction  des  axes  de  rotation 
•^)  J)  z>  x'ij',  z',  les  coordonnées  de  deux  points  de  cette  droite,  on aura 

cos  <P  =  (^— ̂ ^^«^^-{-(j—  j')  cos^+(2  —  z^)  cos/ 
\/{x  -  X-y  +  (j- _  ^')>  +  (3  _  ,f  ' 

et,  à  cause  de  l'invariabilité  des  distances  mutuelles  des  points  de  ce solide, 

A  cos  (p  =  (  Ar— Ar')  COS  g -h  (A/  —  A>-'  )  cos  A  +  (A;  —  A;')  cos  /  _ 

V/(.r  -  xy  -h  {y—  r')>  -(-  (3  -  2')'  ~~   "■ 

L'angle  î>  reste  le  même  avant  et  après  le  déplacement  ;  quant  à  l'angle  c, on  a 

cos  V  =  (•^-^-^)  (■^— r-t-Ar-Ai/)  +  ix-y)  (r-.r'+ Ay-Aj-')  H-(z-3')  (z-g'-Az-Az') 
{x  —  x')'  -h  {jr  —r'Y  ̂ (z—z'}'  ; 

TomcV.  —  NoïiMBRï  i8.)0.  55 



434  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

d'où  enfin  cette  lelation  remarquable 

sin  -^v  =   sin  jp  sin  i  9 , 

qui  exprime  le  théorème  énoncé  au  n°5. 
]^es  droites  parallèles  à  la  direction  des  axes  de  rotation  sont  donc 

transportées  parallèlement  à  elles-mêmes.  Entre  toutes  ces  droites  il  y 

en  a  une  qui  ne  fait  que  glisser  sur  elle-même  et  pour  laquelle  les  va- 

riations AJC ,  Aj',  Az,  doivent  évidemment  être  proportionnelles  aux 
cosinus  des  angles  g,  h,  l.  Les  équations  de  cette  droite  seront  tlonc 

Ar       A)-        A:      

cos  g         cos  /(        cos  /  ' 
et  comme  on  a 

X  =  jc  ■+■  |-Aa?,        Y   =  j  -h  |aj,        z   =  z  -t-  jAz, 

on  aura,  comme  nous  les  avons  déjà  données  au  n"  16,  pour  équa- 

tions de  l'axe  central  du  déplacement  : 

pj  —  «z.  -t-  A    =   /  cos  g-, 
mz  —  px  4-   B   =   /  cos  // , 

nx  —  mj  -h   r  ̂    ?  cos  / , 
etc. 

Conclusion.    —  Loi  générale  de  la  Stati(pie. 

53.  La  Géométrie  considère  les  déplacements  finis  ou  infiniment 

petits  des  corps  solides ,  occasionnés  par  l'action  successive  de  causes 
ou  àe  forces  capables  de  les  produire. 

La  Mécanique  considère  les  déplacements  consécutifs  des  corps  so- 
lides, et  plus  généralement  ensuite  des  systèmes  quelconques  de  points 

occasionnés  par  laction  simultanée  et  prolongée  de  causes  ou  de  forces 

capables  de  les  produire. 

La  Statique  est  cette  première  partie  de  la  Mécanique  où  l'on  ne 
considère  que  la  possibilité  des  déplacements  infiniment  petits  ou 

virtuels  de  ces  systèmes,  qui  résulteraient  de  l'action  simultanée  et 
non  continue  de  ces  mêmes  causes. 
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La  Géométrie  enseigne  que  le  déplacement  d'un  corps  solide  se  ré- 
duit à  tourner  autour  d'un  ou  de  deux  axes  fixes. 

Il  en  résulte  que  si  les  forces  qui  agissent  simultanément  sur  un 
système  solide  ne  peuvent  lui  imprimer  aucune  rotation  autour  d'ini 
axe  fixe  quelconque,  ces  forces  se  font  équilibre  ou  se  neutralisent  . 
et  le  corps  reste  immobile. 

Ces  forces,  considérées  séparément,  ne  peuvent  agir  que  de  deux 
manières,  ou  parce  qu'elles  tendent  à  faire  tourner  ce  corps  solide  au- 

tour d'un  axe  fixe,  ou  parce  qu'elles  tendent  à  déplacer  un  certain pouit  de  ce  système,  ou  plus  expressivement  à  faire  varier  les  coor- 
données de  ce  point.  C'est  la  manière  la  plus  générale  de  considéier  et 

d'examiner,  en  Mécanique,  l'actior.  des  forces. 
Toutefois  la  loi  de  l'équilibre  est  identique  dans  ces  deux  modes  de 

considération ,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 
Si  des  forces  ou  causes  quelconques  de  déplacement  tendent  succes- 

sivement ou  simultanémenl ,  en  passant  aux  limites,  c'est-à-dire  en 
passant  de  la  Géométrie  à  la  Alécaniqiie,  à  imprimer  à  un  solide  des 
rotations  élémentaires  ou  virtuelles  ô,  6',  9',.  .  .,  autour  d'axes  fixes 
déterminés,  la  loi  de  l'équilibre  de  ces  forces  consiste  en  ce  que  la 
somme  des  moments  de  ces  rotations  soit  nulle  par  rapport  à  un  axe 
quelconque  ; 

L'équation 

2  01)  sin  i'   =   o, 

qui  est  la  traduction  algorithmique  de  cette  loi,  impliquant,  a  cause 

de  l'indétermination  de  cet  axe  quelconque,  six  équations  spéciales  qui 
se  réduisent  à  trois  quand  ce  système  solide  se  réduit  à  un  point. 

Examinons  maintenant  ce  (jui  arrive  quand  les  forces  qui  agissent 
simultanément  sur  le  solide  tendent  séparément  à  faire  varier  les  co- 

ordonnées de  divers  points  de  ce  système.  Tout  déplacement  se  rap- 
portant virtuellement  à  un  axe  fixe  de  rotation,  il  suffira  pour  chaque 

point  de  considérer  la  variation  qui  peut  résulter  de  l'action  des  forces 
qui  agissent  en  ce  point ,  sur  la  (-oordonnée  de  ce  point  orthogonale 

à  ce  même  axe  fixe,  dont  la  résistance  s'oppose  à  toute  variation  de 
ses  autres  coordonnées  rectangulaires. 

Or  il  est  évident  que  le  déplacement   nilinnuent  petit  dun  pouit 

55.. 
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peut  être  considéré  comme  effectué  successivement  par  rapport  à 
chacune  des  coordonnées  rectangulaires  de  ce  point,  la  variation  de 

chacune  de  ces  coordonnées  étant  d'ailleurs  égale  à  la  projection  du 
déplacement  total  sur  la  direction  de  cette  coordonnée.  11  en  résidte 

que  dans  tout  système  où  il  se  trouve  un  axe  fixe ,  les  forces  qui  agissent 

sur  un  point  de  ce  système  ne  peuvent  réellement  faire  varier  que  la  co- 
ordonnée de  ce  point  orthogonale  à  cet  axe  fixe. 

D'un  autre  côté,  à  cause  de  l'invariabilité  du  système,  il  est  évident 
que  deux  forces  égales ,  dans  leur  action  sur  un  même  point,  se  foui 
équilibre, 

1°.  Si  elles  tendent  à  faire  varier  également  ses  coordonnées,  mais 
en  sens  contraire  ; 

2°.  Si  elles  sont  appliquées,  mais  en  sens  contraire,  aux  extrémités 
d'une  droite  invariable; 

3°.  Si  elles  tendent  à  faire  tourner  en  sens  contraire  une  circonfé- 

rence dont  le  centre  est  fixe,  dans  le  plan  de  laquelle  elles  sont  ap- 

pliquées tangentiellement; 

4".  Si,  plus  généralement,  elles  tendent  à  faire  tourner  en  sens  con- 

traire un  cylindre  droit  dont  l'axe  est  fixe,  à  la  surface  duquel  elles 
sont  tangentes  orthogonalement  à  son  axe. 

Il  résulte  de  ces  propositions  que  si  l'on  considère  toutes  les  forces 

qui  tendent  à  déplacer  les  divers  points  d'un  système  solide,  où  il  se 
trouve  un  axe  fixe,  suivant  des  directions  données,  et  à  leur  imprimer 

des  translations  lùrtuelles  données,  il  v  aura  équilibre  entre  toutes  ces 

forces  si,  en  les  supposant  appliquées  toutes  à  des  points  équidistants 

de  l'axe  fixe,  ce  qui  est  toujours  possible,  la  somme  des  nioineitts  des 

translations  virtuelles  qui  mesure  l'effet  de  ces  forces  est  nulle  par 

rapport  à  cet  axe. 

F.n  passant  d'un  axe  fixe  déterminé  à  un  axe  quelconque,  il  s'en- 
suivra nécessairement  que  l'équation  générale 

S^D  sin  V  =   o 

est  la  traduction  algorithmique  de  l'équilibre  d'un  système  de  forces 
capables  de  produire  des  translations  virtuelles  ou  uifiniment  petites 

proportionnelles  aux  rotations   ô.  6',  h",.  ■  ■  ,   ces  forces  étant  appli- 
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qiiées  sur  les  axes  de  ces  rotations,  positivement  on  négativement ,  selon 

Je  signe  de  ces  rotations. 

Ainsi  s'explique  l'analogie  si  remarquable  des  lois  de  ré(jiiilibre  et 
conséquemment  de  celles  de  la  composition  des  rotations  infiniment 

petites,  avec  les  lois  de  l'équilibre  et  de  la  composition  des  forces  con- 
sidérées dans  la  Statique. 

.Si  l'on  désigne  généralement  ces  forces  par  les  grandeurs  tinies  P, 

1", .  .  . ,  proportionnelles  aux  translations  virtuelles  qu'elles  tendent  à. 

imprimei',  l'équation  de  leui-  écpiilibre  sera 

2  PI)  sin  ('  ̂   o  ; 

le  ternie  général  PDsin^  exprime  le  moment  statique  de  la  force  P,. 

relatif  à  l'axe  fixe,  et  est  égal  au  produit  de  la  distance  du  point  d'ap- 

plication de  cette  force  à  l'axe  fixe,  multipliée  par  la  composante  de 
cette  force  orthogonale  à  ce  même  axe. 

On  comprend  nettement  par  cette  signification  du  produit  PDsini', 

te  qu'il  faut  entendre  en  Statique  par  les  moments  qui  tendent  a  faire 
toiu'ner  dans  un  sens  ou  dans  un  autre,  ces  moments^  à  un  dénomina- 

teur commun  près,  n'étant  autre  chose  que  les  composantes  orthogo- 

nales des  forces  données ,  par  rapport  à  l'axe  de  rotation ,  appliquées 
à  une  même  distance  de  cet  axe. 

Les  conditions  de  l'équilibre  des  forces  appliqiu'-es  à  un  système  so- 

lide, que  la  considération  secondaire,  bien  qu'admirablement  ingé- 
nieuse, des  couples^  réduit  en  teimes  finis  à  deux  conditions,  sont  donc 

comprises  dans  une  seule  loi,  également  exprimée  en  teiines  finis,  qui 

consiste  en  ce  que  la  somme  des  moments  ou  des  forces  du  système  sf)it 

nulle  par  rapport  à  un  axe  quelconque. 

Cette  loi  est  générale  et  s'applique,  ainsi  cpie  celle  du  piincipe  des 

vitesses  virtuelles,  qui  n'en  est  cpie  la  transfoiination  infinitésimale,  a 
l'équilibre  de  tout  système  invariable  ou  non,  pourvu  t|ue  les  condi- 

tions de  la  liaison  des  points  de  ce  système  puissent  être  renqilacées  par 

l'introduction  de  forces  qui  permettent  de  regarder  ces  points  comme 

entièrement  libres,  forces  que  l'analyse  détermine  et  élimine  ensuitf 

des  équations  qui  donnent  l'équilibre  de  chaque  point. 

\u  inoveii  de  cette  introduction,   la  loi  décpiilibic  li'uu  pouii  <ii- 
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gendre  immédiatement  celle  d'un  système  solide;  nous  ne  nous  y  ar- 
rêterons pas  :  nous  remarquerons  seulement  que ,  dans  ce  cas  parti- 

culiei-,  les  forces  introduites  étant  deux  à  deux  égales  et  de  signes 
contraires,  la  somme  des  momçnts  de  toutes  les  forces  appliquées  à 

tous  les  |)oints,  qui  doit  être  nulle  pour  l'équilibre,  ne  contient  que 
ceux  des  forces  données,  et  exprime  ainsi,  sous  une  forme  identique, 

la  loi  de  l'équilibre  d'un  point  ou  de  plusieurs  points  entièrement 

libres,  et  celle  d'un  système  invariable. 

De  V équation  des  vitesses  virtuelles . 

Si  la  force  P  tend  à  faire  varier  la  coordonnée  p ,   le  produit  Vép 

sera  égal  à  PD  H  sin  v,  Y)^  sin  v  exprimant  le  moment  de  la  rotation  vir- 

tuelle 6,  dans  l'hypothèse  d'un  déplacement  infiniment  petit  quel- 
conque du  système,  qui  produirait  dans  les  coordonnées  de  ce  système  . 

des  variations  caractérisées  par  le  signe  S. 

En  effet ,  ce  déplacement  infiniment  petit  se  réduisant  forcément  à 

une  ou  à  deux  rotations  successives,  doit  virtuellement  n'être  consi- 

déré que  dans  sa  première  ou  son  unique  rotation  ,  et  dès-lors  l'arc  in- 

finiment petit  décrit  par  le  point  d'application  de  la  force  P,  projeté 
sur  la  direction  de  cette  force ,  se  trouve  égal  à  la  variation  même  de 

la  coordonnée  ya ,  suivant  laquelle  agit  cette  force,  ce  qui  donne 

cTp  =   ÔDsinc,      PcT/;   =   ̂ PDsuii'. 

E'équation  générale  de  l'équilibre  de  ces  forces, 

2FD  sin  c  =   o, 

se  transforme  donc  en  celle-ci 

SPcT/^   =   o, 

(jui  exprime  que ,  des  forces  étant  en  équilibre  dans  un  système  solide, 

si,  par  une  cause  quelconque,  ce  système  vient  à  être  dérangé  infini- 
ment peu  de  sa  situation  actuelle,  la  somme  des  forces  multipliées  par 

les  espaces  infiniment  petits  parcourus  par  les  points  de  ce  système 
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dans  la  direction  de  ces  forces  respectives  devra  être  nulle,  et  récipm- 

quement,  ce  qui  est  l' énoncé  du  principe  des  vitesses  virtuelles. 
Cette  é(jiiation  bien  supérieure,  algorithmiquenient  parlant,  a  la  pre- 

mière, n'a  pas  au  fond  plus  de  généralité:  mais  elle  exprime  le  plus 
simplement  possible  la  loi  de  l'équilibre  de  tous  les  systèmes  dans  les- 

quels les  conditions  de  liaison  sont  susceptibles  d'être  traduites  par 
des  équations  linéaires  entre  les  variations  des  coordonnées  des  divers 
|)oints  du  système. 

En  effet ,  si  ces  conditions  sont  exprimées  par  des  équations  telles  que 

J'L  =   o.     J^L'=   o,     crL"=   o, 

ou  plus  généralement  par  une  seule  équation  telle  que 

AcTL   4-   A'JL'   +  A"/L  .  ..    =   o, 

dans  laquelle  A,  A',  A",  sont  des  multiplicateurs  arbitraires,  el  qu'on 
désigne  par  X,  Y,  Z,  les  coefficients  des  variations  Sx,  Sj ,  Jz,  dans 

cette  équation:  par  r  une  grandeur  linéaire  dont  la  direction  serait 

(X,  Y,  Z)  ;  par  R  une  force  appliquée  au  point  >,  j-,  ::),  dans  la  direction 

de  cette  droite  qu'elle  tendrait  à  faire  varier ,  égale  à  y/X*  -<-  Y'  •+■  Z* , on  aura 

J", V/X'  -(-  Y'  -+-  Z' 

et  seniblablement  pour  J'r',  Sr" ,...,  etc.,  l'équation  ci-dessus  prendra la  forme 

RJ/-  -4-   H'cf/'  +   K  S^r  ...    =   o, 

et  les  deux  équations 

SPcT/;   =   o,      IVSp   -t-   WSr   -f-    R'J^/'  -+-   RcT/-   ...    =0. 

auront  la  même  généralité,  les  variations  étant  limitées  dans  la  pre- 

mière par  les  équations  de  conditions ,  et  complètement  indépendnnti-s 

dans  la  seconde.   Or,  dans  ce  dernier  cas,  l'équation 

SPcT/j  H-    WSr  -f-   K'cTr'  -f-   R'//    .  ..=0, 

exprime  la  condition  d'équilibie  de  tous  les  points  du  système,  dégagés 
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de  toute  liaison ,  mais  sollicités  par  les  forces  primitivement  données 

P,  P',  P",  •  .  . ,  et  par  d'autres  forces  R,  R',  R' ,  qui  ont  statiquement 
remplacé  les  conditions  de  liaison  supposées. 

L'élimination  de  ces  forces  R,  R',  R",  dans  les  équations  particu- 

lières comprises  dans  l'équation  précédente ,  fournira  les  équations  dé- 

finitives de  l'équilibre  des  premières  forces,  telles  qu'elles  résultent  de 
la  liaison  du  svstème.  Et  réciproquement .  si  ces  équations  ont  lieu , 

il  y  aura  équilibre,  car  les  forces  R  ,  R',  R",  se  trouvent  en  même  temps 

déterminées,   et  l'équation 

•S.VSp  -i-   RcTr  -I-   K'Sr'  H-  WSr"...    =  o, 

à  variations  indépendantes,  établit  l'immobilité  de  tous  les  points  du 

système,  par  suite  de  l'action  des  forces  données  et  de  celles  qui, 
statiquement ,  équivalent  à  la  liaison  donnée  entre  les  divers  points  du 
système. 

Quand  le  système  que  l'on  considère  est  continu,  les  éc[uations  de 
condition  renferment  des  intégrales  définies  qui  représentent  en  quelque 
sorte  un  nombre  infini  de  conditions  linéaires  entre  les  variations  des  co- 

ordonnées du  système;  les  multiplicateurs  arbitraires  passent  sous  le 

signe  de  ces  intégrales ,  dont  il  reste  à  obtenir  les  variations  par  un  mode 

entièrement  analytique  et  indépendant  de  toute  considération  statique. 

On  y  arrive  aisément  par  la  formule  générale  suivante 

L  \  (ix,  rfXj  djc„  Jj 

U  étant  une  fonction  quelconque  des  variables  indépendantes  o",,  x^, 

.rj,...,  a^n,  et  le  signe  S"  désignant  une  intégrale  définie  multiple  de l'ordre  n. 

5  décembre  1840. 



PURES  ET  APPLIQUÉES.  44 1 

MÉMOIRE 

SUR  LES  TRANSCENDANTES  ELLIPTIQUES 

DE    PREMIÈRE    ET    DE    SECOKDE    ESPÈCE  , 

CONSIDI^RÉES    COMME    FONCTIONS     DE    LEUR    MODULE; 

Par  J    LIOUVILLE. 

(  Présente  à  l'Académie  des  Sciences  ,  le  6  janvier  1840.  ) 

I.  En  désignant  par  E,  F,  les  fonctions  elliptiques  de  première  et 

de  seconde  espèce  qui  répondent  à  l'amplitude  a.  et  au  modtiie  a  ,  on  a , 
d'après  les  définitions  de  Legendre , 

=   1     dct\/  \  —  x"^  sin-  a ,        F  =   / 

da. 

Quand  on  donne  au  module  x  une  valeur  déterminée,  E  et  F  de- 

viennent des  fonctions  de  l'amplitude  a  seulement;  et  jai  fait  voir  que 

ces  fonctions  sont  des  transcendantes  d'espèce  supérieure  qui  ne  peuvent 

pas  s'exprimer  en  termes  finis  à  l'aide  des  signes  algébriques,  exponen- 
tiels et  logarithmiques  [*].  Le  seul  cas  où  a:  =o  fait  exception,  puisque 

l'on  a  alors  E  =  a,  F  =  a. 

Maintenant,  au  contraire,  attribuons  à  l'amplitude  a.  une  \al<ur  dé- 
terminée différente  de  zéro,  en  laissant  quelconque  le  motluit-x.  Dans 

cette  hypothèse,  E,  F  seront  des  fonctions  de  .r ,  et  je  me  propose  de 
prouver  que  ces  quantités  ne  sont  pas  non  plus  des  fonctions  Unies  ex- 

plicites de  X.  On  peut  même  ajouter  cpielles  ne  s'exprimeraient  pas 

davantage  en  termes  finis  si  l'on  joignait  aux  signes  algébriques,  expo- 

[*]  Journal  de  l'École  Polytechnique,  ̂ 3""^  cahier. 

Tome  \.  —  UtcEMDiiB  18^0.  5o 
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nentiels  et  logarithmiques,  le  signey,  indiquant  une  intégrale  indéfinie 

relative  à  la  variable  x,  c'est-à-dire  une  intégrale  dont  la  limite  supé- 
rieure est  X  et  dont  la  limite  inférieure  est  une  constante  déterminée  on 

arbitraire.  Ce  nouveau  théorème  est  par  rapport  au  module  x ,  ce  que 

l'ancien  est  par  rapport  à  l'amplitude  a  ;  il  était,  si  je  ne  me  trompe, 

plus  difficile  à  démontrer  rigoureusement.  Je  n'y  suis  parvenu  d'abord 
qu'en  m'appuyant  sur  la  forme  particulière  des  séries  auxquelles 

donnent  naissance  les  fonctions  algébriques  d'une  variable  lorsqu'on 
les  développe  suivant  les  puissances  ascendantes  ou  descendantes  de 

cette  variable.  Mais  en  continuant  mon  travail  j'ai  réussi  enfin  à  m'af- 

franchir  de  toute  considération  relative  aux  suites  infinies.  C'est  ce  que 
l'on  verra  dans  les  numéros  suivants. 

2.  Rappelons  d'abord  que  la  fonction  F  satisfait  à  une  équation  dif- 
férentielle du  second  ordre  dans  laquelle  x  est  la  variable  indépen- 

dante. En  effet,  si  l'on  différentie  la  valeur  de  E,  on  a 

dx  Jo     \/i  —  x'  sin'a 

et  par  conséquent, 

(i)  X  ̂  =  E  -  F. '    ̂   dx 

Dim  autre  coté,  en  différentiant  la  valeur  de  F,  on  obtient 

c'est-à-dire 

rfF        /'»       X  sin^ a  da. 

(  1  —  x^  sin  ̂   a.) 

d¥     .      _  /'a  da 
•  T7  T" 
dx  Jo 

(i  —  x^  sin  ̂ iy 

Or  il  est  aisé  de  vérifier  que 

dx  E 
f"  da           t  x^ 

Jo     ,  ,    ■     ,    xT  '  —  •'■^  '  — (1  —  x'  Sin^aj 
V I  —  x"  sin  '« 

On  a  donc 
rfF 

(a)  j:  -T-  -H  F  =  - —    .      . dx  ,  — X»        I  — X'    i/i— ^'sin'< 
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L'équation  (2)  fournit  la  valeur  de  E,  et  par  suite  celle  de^;  en  por- 
tant ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  on  trouve  finalement 

(3)  [x-x\  JI  -^  (,  _  3x> )  1^  -  o-F  =  -   "^'"'"^. dx^  '  dx  .         i. 

(i — x'  sin'ï} 

Telle  est  l'équation  différentielle  du  second  ordre  à  laquelle  F  satisfait. 
Nous  aurons  prouvé  que  pour  aucune  valeur  de  a ,  différente  de  zéro , 

F  n'est  une  fonction  explicite  finie  de  x,  si  nous  faisons  voir  que,  sauf 
l'intégrale  insignifiante  z  =  o  dont  on  doit  toujours  faire  abstraction, l'équation 

(4)  (x  -  x^)p^  -H  (,  _  3x^)  J  ~œz=-  _fii£.!Lf2!f_, dx  _ 

(1  —  x'  sin'»)' 

à  laquelle  satisfait  évidemment  l'intégrale  2  =  F,  n'est  jamais  vérifiée 
par  une  valeur  de  z  exprimable  en  fonction  finie  explicite  de  x. 

3.  Le  second  membre  de  l'équation  (4)  disparaît  lorsque  l'ampli- 

tude a  est  un  multiple  de  -.  Examinons  avec  étendue  ce  cas  particulier, 

auquel  il  sera  facile  de  ramener  ensuite  le  cas  général ,  et  discutons  en 

conséquence  l'équation 

ou  plutôt  l'équation  plus  simple 

^    '  dx'  4  (x  —  x^)'  •^' 

que  l'on  en  déduit  en  posant 

\/x—  x^'
 Cette  équation  (5)  est  un  cas  particulier  de  l'équation 

56. 
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où  P  est  une  fonction  quelconque  de  x,  et  dont  nous  allons  d'aboid 

nous  occuper  d'une  manière  générale. 

4.  Désignons  par  «  un  nombre  entier  positif,  et  par  j-, ,  j,?  •  •  •  >  Jim 

des  intégrales  de  l'équation  (6)  en  nombre  quelconque.  Il  est  aisé  de 

voir,  et  j'ai  prouvé  ailleurs  [*]  que  si  l'on  pose 

«  =  jrf  +  j5'  -^...-\-ji:, 

u  dépendra  d'une  certaine  équation  différentielle  linéaire  de  l'ordre 

(a{  + 1) ,  que  l'on  obtiendrait  en  considérant  les  (;tt+  i)  équations  que 
voici 

du  , 

SI-      ="' 
-^    =  MP^^  -4-  M  , 

du-"  ,  \T.      ,  ir 
:=    2  (  />£.  —  I  )  Vu    -h   M   , 

dx 

(7) 

^  =/(«_/+  i)  PmC.-o_j.  «c.  +  o, 

\      dœ     —  f^^
"'  ' 

puis  éliminant  les  w  quantités  auxiliaires  m',  m",...,   m''-'. 

Soient  Y, ,  Yj ,  deux  intégrales  de  l'équation  (6),  distinctes  enti'e  elles, 

et  g-  une  constante  arbitraire;  Y,  -\-  gYo  sera  une  intégrale  de  l'équa- 

tion (6),  de  sorte  que  l'équation  linéaire  de  l'ordre  (^«-h  i)  dont  u  dé- 

pend sera  satisfaite  si  l'on  pose 

«  =  (Y,   +  gY,)% 
ou 

M  =Yf  +   ̂ gY,"-'Y2+...+  g''Yr. 

[*]  Tome  IV  de  ce  Journal ,  page  429. 



PURES  ET  APPLIQUÉES.  445 

Or  g  étant  une  constante  arbitraire,  cette  intégrale  de  l'équation 
linéaire  en  u  entraine  les  intégrales  suivantes  : 

«   =   Y^,     u  =  Yr-'Y,,...,  «  =  Yr. 

Donc ,  en  désignant  par  A  ,  A, , .  .  . ,  A  ,  des  constantes  arbitraires  ,  on 

pourra  encore  poser 

u   =   AYr  ->r  A.Yf-'Yo   +...+   A^Y,". 

Enfin  si  l'on  observe  que  toute  intégrale ^,,^rj ,...,  y  ,  de  l'équation 

(6),  peut  s'exprimer  par  «Y,  +  M'j ,  a  et  h  étant  des  constantes  con- 
venables, et  que  par  suite  le  produit  j-,j-2.  ••J'„>  se  réduit  à  la  forme 

AYr  +  A,Y,-'-Y,  +...+  A^Y^; 

on   en  conclura  que  l'équation  en   u   sera  également  satisfaite  par 

o.  En  appliquant  les  équations  (7)  au  cas  où  P  est  un  simple  mo- 

nôme de  la  forme      ,  on  est  conduit  à  démontrer  un  théorème  d'al- 

gébre  qui  nous  sera  utile  j)ar  la  suite.  Supposons  la  constante  ^a  -\-  i 

différente  de  zéro,  afin  que  les  racines  /3,  y,  de  l'équation  S  ;^6  —  ij^a 

soient  inégales.  L'intégrale  de  l'équation  (6)  est  alors 

On  satisfera  donc  à  l'équation  linéaire  dont  u  dépend  en  prenant 

u  =  Axf"^  ■+■  A.ar^''-'"^^  4-... -h  A„ar">. 

Il  suit  de  là  que  si,  après  avoir  posé  P  =  —,  ou  cherche  à  satisfaire  aux 

équations  (7)  en  prenant  u  =  x^,  l'équation  de  condition  dont  l'expo- 
sant r  dépendra ,  devra  avoir  les  racines 

/■  =  uj8 ,    r  =  :  a  —  I  1  "B  4-  ̂  , .  .  . ,    /■  =  ttj  . 

Or   quand   on   fait  u  ̂ ^  af  dans  les  équations  ̂ 7),  on  trouve  pour 
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u' ,  «",...,  «^'5,...,  m''"',  des  valeurs  monômes  de  la  forme 

u'  =  h^x'^~\     u"   =   h^x''~^,. .  .,    u^'^   =   hiX''~', .  .  ., 

les  coefficients  h,,  h^,. . .,  A,, , . . ,  étant  liés  entre  eux  par  cette  série 
d'égalités 

h,      =  r, 

h^      =  {r  —  i)h^  —  a/x, 

hs      =  {r  —  i)  h^  —  a.2  [lu  —  i)  h,, 

hi^,  =   [r  —  i)  hi  —  a.i{u  —  i ■+■  i)â,_,  , 

^/i-Hi  =  (/'  —  u)  h^  —  a.  uhfi^i. 

On  a  ajouté  ,  pour  la  symétrie,  le  coefficient  h,,-^, ,  et  c'est  en  posant 

Â„-Hi  =  o,  que  l'on  doit  déterminer  r.  Cette  équation  A^+i  =  o  est  évi- 
demment de  degré  /u-\-  i,  et  elle  doit  avoir  les  (/a  •+-  i)  racines  r^=u^, 

r^=[u—  i)  j0  -»-  ̂ , .  . . ,  7-  :=  imy.  Par  suite  le  polynôme  ̂ „_^,  est  dé- 
composable  dans  le  produit  des  facteurs 

[r  -  it*/3]  [r  -  (^  -    I)  /3   -   >]      [/■  -    ..y]. 

Cette  décomposition  ayant  lieu  en  général ,  il  est  aisé  de  voir  qu'elle 
subsistera  même  pour  la  valeur  particulière  de  a  qui  rend  égaux  entre 

eux  les  facteurs  simples  écrits  ci-dessus.  En  prenant  donc  n  =  —  | , 
ce  qui  donne  a  =  ̂   =  i,  il  \aendra 

ainsi  A^+i  ne  pourra  s'évanouir  que  pour  r  ̂   -.  De  là   ce  théorème, 

qui  pourrait  se  démontrer  par  d'autres  moyens  :  les  racines  r  de  l'é- 

quation qu'on  obtient  en  posant  /i^^-,  =o,  après  avoir  déterminé  h i^,^, 
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à  l'aide  des Jonnules 

ht       =  r, 

K       =   (r-i)  h,   +  Ç, 

(8) 

sont  toutes  égales  entre  elles  et  à  -. 

6.  Revenons  maintenant  à  l'équation  (5),  laquelle  répond  au  cas  de 

p  _   _      ('  +x')' 

et  prouvons  que  cette  équarion  (5)  n'a  pas  d'intégrale  algébrique.  Par une  méthode  identique  avec  celle  du  n°  5  de  mon  Mémoire  sur  l'inté- 
gration d'une  classe  d'éqiMtions  différentielles  du  second  ordre  en 

quantités  finies  [*] ,  on  démontrera  d'abord  que  si  l'équaHon  (5)  avait une  intégrale  algébrique,  le  système  des  équations  (7),  où  l'on  doit prendre  désormais 

P  =  - 
r>)- 

4(. 

devrait,  pour  des  valeurs  convenal)les  de  u,  être  vérifiée  par  une  va- 
leur de  u  rationnelle  et  différente  de  zéro.  Prouvons  qu'ime  telle  valeur 

de  u  est  impossible. 

Si  la  valeur  de  «  était  une  fraction  rationnelle,  son  dénonnnateur  ré- 
duit à  sa  plus  simple  expression  ,  ne  pourrait  contenir  aucun  facteur 

[x  -p),  différent  des  facteurs  x,  j:  -  i ,  x -+-  i ,  qui  se  trouvent  déjà dans  le  dénominateur  de  P.  En  effet,  si  x  -;;  se  trouvait  dans  le  dé- 

\*]  \ojez  tome  IV  de  ce  Journal,  page  43 1. 
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nominateur  de  u  avec  l'exposant  p ,  la  théorie  connue  de  la  décomposi- 
tion des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples  et  la  considération 

attentive  des  équations  (7)  nous  montrent  que  ce  même  facteur  entrerait 

dans  les  dénominateurs  de  u',  u",... ,  u''~'\  u^'^\  — — ,  avec  les  expo- 

sants respectifs  /o+  i,  f-4-2,. ..,p  +  /u—  i,  p-i-jw,  p-\-  ix-\-  i;  or 

du^ 

cela  est  absurde  puisqu'on  a  —z—  =  luVu!'^    '^ . 

Je  dis,  déplus,  que  le  dénominateur  de  u  ne  peut  pas  contenir  les 

facteurs  j?.j:  —  i,j?-Hi.La  démonstration  est  la  même  pour  ces  trois 

facteurs  ,  et  il  nous  suffira  de  considérer  le  premier  d'entre  eux. 
Décomposons  en  fractions  simples  les  fractions  rationnelles  qui  re- 

présentent par  hypothèse  les  valeurs  de  u ,  u',  etc. ,  et  désignons  par 

B 
-       ou       Bx^ 

le  terme  de  u  où  x  entre  en  dénominateur  avec  le  plus  grand  exposant 

possible.  Il  y  aura  dans  P  un  terme  semblable,  et  ce  terme  sera 

^  ,  ,  .         du  ,  .        , 

L  équation —  =  z<  ,   nous  montre   que   ii     en  contiendra    aussi   un. 

— — -       ou       /-Bar^"'. 

Nous  le  représenterons  par  B|X''~'  ,  et  nous  aurons 

B,    =  rB. 
L'équation 

du  _  ,, 

-;—      =     Ulfll     H-     U ax 

nous  montre  de  même  que  la  fraction  simple  provenant  de  la  décompo- 

sition de  v! .  où  X  se  ti'ouve  en  dénominateur  avec  le  plus  grand  expo- 
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sant  possible,  est 

B2  étant  lié,  à  B  et  B,  par  la  formule 

B,   =  (r-i)B.   +  ̂ . 4 

En  général ,  le  plus  grand  exposant  de  x  dans  le  dénominateur  de  u<--> 

ne  peut  pas  surpasser  p  +  /  ou  /  -  r,  et  l'on  peut  toujours  supposer 
qu'il  existe  une  fraction  simple  correspondante,  savoir, 

— — r       ou       B.a''"': 

seulement  nous  ne  pouvons  pas  affirmer  à  priori  que  B,  aura  une  va- 
leur différente  de  zéro.  Ajoutons  que  l'équation 

-^-=  H/«  -  '"-t-  i)Ptt<'-''-+-  m('  +  ' 

entraînera  dans  tous  les  cas  celle-ci  : 

B,^.    =  ^r-i)B,  +  L(fLzl±lI  B,_,. 

La  formule  que  je  viens  d'écrire  s'étendra  même  au  cas  où  /  =  u,  si 
l'on  a  soin  de  remplacer  la  dernière  équation  du  système  (7)  par  ces deux  autres 

dont  la  seconde  exige  que  B^.^.,  =  o.  Maintenant  si  l'on  divise  par  B 
toutes  les  équations  trouvées  entre  B,  B, , .  .  . ,  B^^, ,  et  si  l'on  fait  en 
général 

B    =  ̂
" 

Tome  V  —  Décehbri  i8^o. 
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on  devra  avoir,  d'après  ce  qui  précède, 

h,        =   r, 

K       =  [r   -    i)  h,    +  ̂ , 

A^-t-i   =  ('•  —  /u)  h^  -i-  j  h^-i, 
puis  hf^-t-,   =  o. 

Or  cela  est  impossible,  la  valeur  de  /•  étant  négative,  car  les  formules 
que  nous  trouvons  sont  précisément  celles  du  système  (8)  ,  et  nous 

avons  vu ,  n°  5 ,  que  les  racines  de  l'équation  /«^_i-i  =  o  sont  toutes  posi- 
tives et  égales  à  -, 

7.  La  même  démonstration  s'appliquant  aux  facteurs  x—i,  x-{- 1  [*] , 
il  en  résulte  que  u  ne  peut  être  rationnelle  sans  se  réduire  à  un  poly- 

nôme entier.  Mais  cette  réduction  n'a  pas  lieu  nécessairement  pour  les 

autres  inconnues  j/^''',  ̂^^''~'',  etc.,  qui  entrent  dans  le  système  des 

équations  (7).  Cela  étant,  désignons  par  X  un  polynôme  tel,  qu'en 
multipliant  par  X  ou  par  sa  dérivée  une  quelconque  des  quantités  u^'  ', 
Pm<'',  le  produit  obtenu  soit  toujours  entier.  Les  équations  (7)  multi- 

pliées par  X  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

d.Xu  rfx 

dx  dx 

d.XW  _        ,    dX 
dr  dx 

=   Xm', 

=  iu,YXu  -4-   \u", 

(9) 
rf.XiiO  m    dX  .,  ,    .     _M->v.f.-ii      .      X:^^''*"'' 
dx  dx 

^4^^_„M  '^=  f,VXu^-'K dx  dx 

[*]  11  faut,  bien  entendu,  considérer  alors  d'une  manière  spéciale  les  fractions  simples 
ayant  pour  dénominateurs  les  puissances  les  plus  élevées  de  x  —  i  ou  de  x-l-  i . 
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Désignons  parax''  le  premier  terme  du  polynôme  m  ordonné  suivant  les 
puissances  descendantes  de  x;  désignons  de  même  par  Kx'"  le  premier 

terme  de  X,  en  sorte  que  l'on  ait 

Xu  =:   ̂ .ax'"'*'''  ■+■  etc. 

La  première  des  équations  (9)  nous  fournira 

Xu'  =  Aarx^-*-'-'   -+-   etc., 
c'est-à-dire 

Xu'  =  Aah^a:"''*"~*-^-  etc., 

en  posant  A,  =  r.  L'équation 

d.Xu'    _       ,   tiX 
dx  dx 

nous  fournira  ensuite 

=  fiPXu  -+-  Xii 

-,    „             d.Xu                  ,    f/X  _„ 
Xu        =■       ;              U        -r-            UPXU. clx  dx 

Or  le  produit  yiVXu  doit  se  réduire  à  une  fonction  entière ,  et  (d'après 
la  composition  de  P,  X  et  m)  il  est  aisé  de  voir  que  le  premier  ternie 
de  cette  fonction  entière  sera 

—  7..\ax^*'-»; 
4 

on  aura  donc 

Xii'  =   ka\\r  —  \)h,   -^  7I  x""^'-'  -h  etc.. 
ou 

Xm"  =   ka  fi^xf*"^''  -h  etc., 

en  posant 

K  =  {r-  0  h,   +  •^. 

En  continuant  ainsi  on  s'assurera  que  le  degré  du  polynôme  X//"  ne 
peut  pas  surpasser  m -^  r  —  /,  et  que  par  suite  ou  a  le  droit  d<-  poser 

Xm<'5  =  Aa/iiX'" '*''-'  ■+-  etc., 

57.. 
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hi  se  réduisant  à  zéro  si  le  terme  en  x'"'^'"'  manque  dans  Xm''^  En 

vertu  de  l'équation 

ll^^  _  «(')  ̂   =  /  (^  _  i  -v-  i)  PX«('-i  +  X?/"  +  '^ , 
dx  dx  ^'  ' 

on  trouvera  d'ailleurs 

relation  qui  s'étendra  même  à  la  valeur  /  =  /W  si  l'on  remplace  la  der- 
nière des  équations  (9)  par  ces  deux  autres 

1:^  _  «W  g  =  ̂ PXm^'"-')  4-  X«(''^",     Xw^"^"  =  o, 

dont  la  seconde  exige  que  A„_,_,  =  o.  L'exposant  r  se  trouve  ainsi  déter- 

miné, et  nous  voyons  qu'il  est  égal  à  -,  puisque  les  relations  établies 

entre  h,,  h^,  etc.,  coïncident  avec  celles  du  système  (8). 

8.  Le  premier  terme  du  polynôme  u,  ordonné  suivant  les  puissances 

descendantes  de  x,  a  donc  pour  exposant  -.  Mais  si  l'on  recommence 

les  calculs  précédents  en  ordonnant  ce  même  polynôme  u  et  tous  les 

autres  polynômes  X.u'-''^,  u'-'  -y-,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  .r, 
on  trouvera  précisément  les  mêmes  équations  pour  déterminer  le  degré 

du  premier  terme  de  m  ,  et  l'on  conclura  de  nouveau  que  ce  degré  =  -. 
Cela  tient  à  la  forme  particulière  de  la  fraction 

P  =  - 
—  --^'I" 

■  x'Y 

Cette  forme  est  en  effet  telle  que  si  U  et  PU  sont  des  polynômes  en- 

tiers ,  le  premier  terme  de  PU  s'obtiendra  toujours  en  divisant  par 

—  l\x'^  le  premier  terme  de  U,  soit  qu'on  ait  ordonné  par  rapport  aux 
puissances  descendantes  de  x,  soit  qu'on  ait  ordonné  par  rapport  aux 
puissances  ascendantes.  Il  suit  de  là  que  le  terme  de  u  du  degré  le  plus 
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élevé  et  le  terme  de  u  du  degré  le  moins  élevé  ont  les  mêmes  exposants  -. 

/^ 

Par  
conséquent  

u  
ne  

peut  

être  
qu'un  

monôme  

de  
la  

forme  

ax^.  
Exa- minons si  

cette  

valeur  

de  
u  s'accorde  

avec  
les  

équations  

(7).  
De  

la  
pre- mière de  

ces  
équations  

on  
tire 

u'  =    -.ax        ; 
2 

la  seconde  donne  ensuite 

4  (x  —  x^Y  4 

le  facteur  jr  —  i  se  trouve  ici  en  dénominateur  avec  l'exposant  1,  et  la 
fraction  simple  qui  le  contient  ainsi  à  la  seconde  puissance  est 

en  posant 
4(x-.)' 

on  peut  la  représenter  par 

ah. 

[x-xf 

En  se  servant  des  équations  successives  (7),  on  verra  de  même  aisément 

que  le  facteur  x  —  i  entre  tout  au  plus  à  la  puissance  /  dans  le  déno- 

minateur de  M^'^,  et  que  par  conséquent  on  a  le  droit  d'y  supposer  re- 
présentée par 

ahi 

[x—  ()'■ la  fraction  simple  pour  laquelle  l'exposant  de  j:  —  i  est  le  plus  grand 
possible.  De  plus  on  trouve  ̂ j  =:  —  ih^ ,  puis,  pour  /  >u, 

«4+1      =      —      '''.     -H   7       «1-1, 

relation  que  l'on  peut  étendre  même  au  cas  de  i  =  /u,  eu  remplaçaut. 
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comme  au  n°  6 ,  la  dernière  des  équations  (7)  par  les  deux  autres 

dont  la  seconde  exige  que  h^^i  =  o.  Mais  les  équations 

fii   =    7,--.,   ̂ >i  +  i  —  —  ihi  -4-  /'"'"     hi_„...,  ha-^i  =  o, 

que  nous  venons  de  former,  sont  incompatibles ,  puisqu'elles  se  dédui- 
sent du  système  (8  )  en  donnant  à  /la  valeur  o  qui  ne  peut  annuler  A„^,, 

comme  on  l'a  vu  n"  5.  Donc  la  valeur  de  u  ne  peut  pas  être  exprimée  par 

un  monôme  ;  donc  cette  valeur  de  u  n'est  pas  rationnelle  ;  donc  aussi 

les  intégrales j',,  j^,...,  de  l'équation  (5)  ne  s'expriment  jamais  algébri- 
quement. Notre  analyse  prouve  en  même  temps  que  les  produits  formés 

d'un  nombre  jul  quelconque  de  ces  intégrales  ne  se  réduisent  jamais  à 
une  fonction  algébrique  et  rationnelle  de  x  :  on  a  vu  en  effet  (n°  4) 
que  ces  produits  satisfont  à  la  même  équation  que  u. 

9.  Cherchons  à  présent  s'il  y  a  une  intégrale  de  l'équation  (5)  qui 

puisse  s'exprimer  enjoignant  aux  signes  algébriques  les  signes  exponen- 

tiels et  logarithmiques.  Or,  quelle  que  soit  la  fonction  algébrique  P,  j'ai 

prouvé  dans  un  autre  Mémoire  [*]  que  pour  que  l'équation 

dont  l'équation  (5)  n'est  qu'un  cas  particulier,  ait  une  intégrale  du 

genre  de  celle  dont  nous  venons  de  parler,  il  faut  que  l'équation 

ax 

puisse  être  vérifiée  par  une  valeur  algébrique  de  t.  J'ajouterai  ici,  que 
ce  théorème  subsisterait  encore  lors  même  que  pour  obtenir  la  valeur 

[*]  Voyez  les  n°*  9,  10  et  11  de  mon  Mémoire  sur  l'intégration  d'une  classe  d'équa- 
tions différentielles  du  second  ordre  en  quantités  finies  explicites,  tome  IV  de  ce  Journal, 

page  435.  A  la  vérité  dans  ce  Mémoire  j'ai  eu  surtout  en  vue  le  cas  où  P  est  un  simple 

polynôme  entier  ;  mais  cela  n'empêche  pas  l'analyse  dont  j'ai  fait  usage  de  s'étendre  à 
«ne  fonction  algébrique  quelconque. 
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de  j  on  serait  obligé  de  joindre  !e  signe  Ç  d'intégration  indéfinie  aux 
signes  algébriques,  exponentiels  et  logaritbmiques;  cela  tient  à  ce  que 

les  fonctions  qui  naissent  de  l'emploi  du  signe /"  jouissent,  dans  ce 
genre  de  recherches,  de  propriétés  toutes  semblables  à  celles  des  loga- 

rithmes [*].  Ce  théorème  fondamental  étant  admis,  je  dis  que  toutes  les 

fois  qu'il  est  impossible  d'obtenir  une  fonction  rationnelle  de  x  en 

multipliant  entre  elles  des  intégrales  de  l'équation  6;  [ce  qui  arrive  en 

effet,  comme  on  l'a  vu  tout-à-l' heure,  pour  la  valeur  particulière  de  P 

qui  répond  à  l'équation  (5)],  l'équation  algébrique  irréductible  dont 
t  dépend  ne  peut  être  que  du  premiei-  degré.  En  effet,  si  cette  équation 
était  dun  degré  «  >  i ,  ses  racines  /,,  t^,...,  i,  donneraient  naissance  à 
une  suite  de  fonctions 

qui  toutes  seraient  des  intégrales  particulières  de  l'équation  (6).  Cela 
est  démontré  dans  le  n"  12  du  3Iémoire  cité  en  tête  de  ce  numéro  ,  et 

l'on  y  fait  voir  de  plus  que  le  proouit  de  deux  quelconques  des  fonc- 
tions ^,  ,j,,...  ,j',-,  est  de  la  forme 

_       C 
y  m  y  n   —    ̂     3~^  > 

[*]  C'est  ce  que  j'ai  déjà  remarqué  à  la  fin  du  Mémoire  dont  il  est  question  dans  la 

Note  précédente.  Au  reste,  dès  qu'on  admet  le  signe  y  d'intégration  relative  à  x  dans 

les  fonctions  dont  on  s'occupe  ,  on  peut  renoncer  aux  signes  logarithmiques  que  le  signe 

/remplace  immédiatement ,  puisque  l'on  a 

log/W  =    /^    ̂-^^  +  ̂ o^fi")- 

Les  nouvelles  fonctions  finies  explicites  auxquelles  donnera  lieu  le  signe  /combin<  un 
nombre  limite  de  fois  avec  les  signes  algébriques  et  les  signes  exponentiels  se  partageront 

en  espèces,  comme  les  anciennes,  d'après  le  nombre  des  signes  transcendants  qui  por- 
tent les  uns  sur  les  autres.  Enfin  ,  pour  bien  comprendre  quelle  est,  dans  ce  genre  de 

recherches,  l'analogie  des  fonctions  intégrales  avec  les  fonctions  logarithmiques,  il  suffit 

d'observer  cpio  si  l'on  a'j  ■=  fvdx,  la  difTerentielle  de  la  fonction  <?  [xy/t  -t-  6),  où  ̂   est 

une  constante,  se  déduira  de  celle  de  ̂   (x,  (i),  savoir  o'j(x,  6)  -f-  *'6  (x,  t)i',  en  y 

remplaçant  simplement  S  par  «  -t-  fi ,  ce  qui  est  précisément  i'  voyez  la  note  au  bas  de  la 
page  52'y,  tome  III  de  ce  Journal)  la  pro|)rii'ti'  fondamentale  qui  nous  sert  en  gcmral 
pour  traiter  les  fonctions  logarithmiques. 
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C  étant  une  constante  différente  de  zéro.  Multipliant  entre  elles  les 

'  '  '  ~  '  ^  équations  qui  se  déduisent  de  celle  que  nous  venons  d'écrire  , 

puis  élevant  au  carré  le  résultat  final ,  on  aura  donc 

(jr.  j2  •  •  •  j<)°  =  (^—f,)'(;3— ?,)'...(?,_,— r,)^' 

B  étant  une  nouvelle  constante  différente  de  zéro ,  et 

{t,-t,f  (t,-t,y...  (/,_,  -tiY 

étant  au  signe  près  le  dernier  terme  de  l'équation  aux  carrés  des  diffé- 
rences des  racines  t,  ,  t^,, .  .  . ,  t^.  Ce  dernier  terme  étant  nécessairement 

rationnel ,  il  faudrait  que  (  j^,  j'^. . .  yi  Y  le  fîit  aussi  ;  or  cela  est  ab- 

surde, car  (  Y^  y^...rif  est  le  produit  de  2/intégrales  de  l'équation  (6), 

et ,  par  hypothèse ,  un  tel  produit  ne  peut  pas  s'exprimer  en  fonction rationnelle  de  x. 

10.  Pour  compléter  notre  démonstration  et  prouver  que  l'équation 

(5  )  n'a  aucune  intégrale  de  la  forme  y  =  une  jonction  finie  explicite,  de 
X,  il  nous  reste  encore  à  montrer  que  l'équation 

r_^  '^'   '   t''  =   ii_±_^_'y_ ^       '  d.T  4  (-^  —  -^^  )' 

ne  peut  pas  être  vérifiée  par  une  valeur  rationnelle  de  t. 

Cette  valeur  rationnelle,  si  elle  existait,  se  composerait  d'une  partie 

entière  exprimée  par  un  polynôme  d'un  certain  degré  m  et  d'une  partie 

fractionnaire.  Or  si  la  partie  entière  de  t  est  de  degré  m ,  celles  de  <*,  — 

et  -j-  -\-  t^  seront  respectivement  de  degré  im,  m  —\,  im,  ce  qu'on  ne 

peut  admettre,  puisque  le  second  membre  de  l'équation  (10)  est  une 
fraction  proprement  dite.  Cette  conclusion  subsiste  même  dans  le  cas 

où  /?z  =  o,  comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer.  Il  suit  de  là  que  la  partie 
entière  de  t  est  identiquement  nulle  ou  que  t  est  une  fraction  pro- 

prement dite.  Décomposons  cette  fraction  rationnelle  en  fractions 

simples,  et  il  v  aura  au   moins  une  de  ces  fractions  qui  sera  de  la 
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tonne 

A  ne  se  réduisant  pas  à  zéro.  En  effet ,  si  f  ne  contenait  pas  le  facteur  x 

en  dénominateur,  —  ne  le  contiendrait  pas  non  plus,  ce  qui  est  ab- 

surde ,  puisque  x  entre  en  diviseur  dans  le  second  membre.  Cela  posé, 
parmi  les  fractions  de  la  forme 

A 

qui  peuvent  résulter  de  la  décomposition  de  t,  \e  considère  spéciale- 

ment celle  pour  laquelle  l'exposant  11  est  le  plus  grand  possible ,  puis je  mets  la  valeur  de  t  sous  la  forme 

'  =  ̂    +  ̂' 

i'  étant  une  nouvelle  fraction  dans  le  dénominateur  de  laquelle  x  ne 
peut  pas  entrer  plus  de  n  —  i  fois.  On  en  tirera 

dt  nk  ,  , 

dx  x"  +  '    ̂     ̂     ' 

X'"
 

"i"'  et  "i^"  étant  des  fractions  dont  les  dénominateurs  ne  peuvent  contenir 

X  à  des  puissances  plus  grandes  que  n  et  2//  —  i .  L'équation  (loj  nous donne 

A*  «A  ,  ,  ,  .,  fi  -f-  X*)* 

X'"         x"+'  4  (j:  —  x^)>  ■ 

si  n  est  >  I  ,  on  arrive  donc  à  une  absurdité,  car  on  obtient  pour  va- 
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qu'avec  un  exposant   <  2«  ;    si   n  =  i  ,  cette  absurdité  ilisparait  et 
rtiinc  V.  —  Décembre  1840.  5o 
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l'on  a 

c'est-à-dire 

-^1:^=  _^'_^"_  '   _  ̂ -L_^  _  ̂ ^_!_^,4 

d'où  résulte  nécessairement 

A'   —  A  :=   —  7       ou       A  =  -. 

4  2 

Ainsi  la  fraction  —  est  la  seule  fraction  de  la  forme 

qui  puisse  résulter  de  la  décomposition  de  t.   On  verra  de  la  même 
manière  que 

2  (x      l)  '  1  \X  -h  l)' 

sont  aussi  les  seules  fractions  de  la  forme 

A  A 

auxquelles  on  puisse  être  conduit.  Mais  il  peut  en  outre  exister  dans  la 

valeur  de  t  décomposée  des  fractions  de  la  forme 

p  étant  une  constante  qui  ne  se  réduit  ni  à  zéro,  ni  à  l'unité  prise  posi- 
tivement ou  négativement.  En  suivant  la  même  marche  que  ci-dessus  on 

trouvera  que  pour  ces  fractions  ?i  =  i  et  A  =  i .  La  valeur  de  t  doit 
donc  être  de  la  forme 

t      =   1   -,   :    H   ;   :    -\   
2X  2  (X       I  )  2  (  JT  -+-  I  j  X  —  p 
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Mais  il  suivrait  de  1^  que  l'équation  (S^  serait  satisfaite  en  posant 

j  =  e^"*^-  =   [jc  -  p)...{a:  -  (f)  \/x--a.\ 
c'est-à-din- 

j  ~  une  Jonction  algébrkjue  de  x , 

ce  qui  est  absurde.  Donc  /  n'a  pas  de  valeur  rationnelle.  Donc  au.ssi  r 
n'est  pas  une  fonction  finie  explicite  de  x;  ce  qu'il  fallait  démontrer.  " 

11.  Ayant  ainsi  traité  complètement  le  cas  où  l'équation  (4 ,  n'a  pas 
de  second  membre,  je  vais  maintenant  y  ramener  le  cas  général.  Et 
d'abord  je  vais  prouver  que  si  l'équation  (4)  a  une  intégrale  exprimable 
en  fonction  finie  explicite  de  x,  l'intégrale  dont  il  s'agit  sera  purement 
algébrique.  Car  si  l'on  nie  cela  ,  soit  m  l'indice  de  la  fonction  finie  ex- 

plicite vérifiant  l'équation  (4),  et  réduisons  à  son  minimum  le  nombre 
des  transcendantes  monômes  de  m'""'  espèce  contenues  dans  cette  fonc- 

tion. Je  dis  qu'aucune  d'elles  ne  sera  de  la  forme  C .  Dans  l'Iivpothèse contraire  posons  en  effet  <?"  =  ̂   et 

z  =  <p(x;  9), 

la  fonction  $  étant  algébrique  par  rapport  à  6  et  par  rapport  aux  autres 
transcendantes  de  ni'*""  espèce.  En  différentiant  on  aura 

ë  =  fA^,  Q)  +  fo  {^,  â'  e  J  =  F[x,  6' , 

et  J  [x,  6),  F(x,  0)  seront  des  fonctions  du  même  genre  que  ̂   [x,  Ô\ 

c'est-à-dire  des  fonctions  algébriques  par  rapport  à  6  et  par  rapport  aux 
autres  transcendantes  de  m'^'"'  espèce.  Pour  que  l'équation  4  soit  satis- 

faite, il  faudra  donc  que  l'on  ait 

(^  —  .r')  F  (.T,  6)  -f-  (i  —  3x')/{x,  b)  —  xip  [x,  «1  =  — 

X  un  «  cos  « 

(i  —  x'  siii  '«r 

équaliou  dans  laquelle  on  aiua  le  droit  de  remplacer  6  par  w6 ,  u  étant 

58.. 
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une  constante  quelconque  [*].  Ainsi,  quel  que  soit/*,  il  viendra 

(x-x3)  F(^,^5)  +  (i-3x>)/(x,  f.6)-^p  {x,  fci}z=  - 

X  sin  a  cos  u. 

'  I  —  J-"  sin  '«  -  ' 

Mais  c'est  là  précisément  le  résultat  qu'on  aurait  obtenu  en  posant 

puisque  la  différentiation  aurait  donné 

I  =  <P'Aoc,  ̂ ô)  +  <p'^^{oc,  fM9)u(J  £  =  /(x,  uQ) , 

s  =/;  (^,  /-^.6)+/^e(-^.  '-'à}  «^  £  =  F  (-^^  -"6)- 

Donc  on  satisfera  à  l'équation  (4)  en  posant  z  =  (p{ac,  /uQ),  d'où  il  suit 
que  l' équation  qui  s'en  déduit  en  supprimant  le  second  membre  aura cette  intégrale 

<p(x,f4ê)-(p(,rj); 

or  cela  est  absurde,  puisque  aucune  des  intégrales  de  l'équation  dont  il 
s'agit  ne  peut  être  une  fonction  finie  explicite  de  x. 

On  arrivera  à  une  absurdité  du  même  genre  si  l'on  suppose  que  z 

puisse  contenir  un  logarithme  de  m'*"""  espèce  tel  que  5=  logt";  seule- 
ment, dans  les  calculs  qui  précèdent,  on  devra  remplacer  6  par  «+  5 

et  non  plus  par  u(i.  Je  ferai  observer  que  les  mêmes  raisonnements 

s'appliqueraient  aux  fonctions  produites  par  l'emploi  du  signe  d'inté- 
gration indéfinie  y.  Ces  fonctions  ne  peuvent  être  admises  dans  la  valeur 

de  z  sans  conduire  à  une  absurdité.  Les  transcendantes  étant  ainsi 

exclues  de  la  valein-  de  z ,  il  reste  à  examiner  si  cette  valeur  peut  être 

algébrique;  dès  qu'il  sera  prouvé  qu'elle  ne  peut  pas  l'être,  on  aura  le 
droit  de  conclure  qu'elle  n'est  exprimable  explicitement  par  aucune 
formule  renfermant  un  nombre  limité  de  fois  les  signes  algébriques, 

exponentiels  et  logarithmiques,  et  le  signey^d'intégration  indéfinie. 

[*]  Voyez  tome  II  de  ce  Journal ,   page  76. 
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12.  Désignons  par  A  une  fonction  algébrique  irrationnelle  quel- 

conque,  et  par  L,  M,. .  .  ,  N,  des  fonctions  rationnelles  de  x,  puis 

considérons  l'équation  linéaire 

(11)  ■    \/lll  ̂ u  ̂ ^;  _(....+  Nr   =  T, 

OÙ  le  second  membre  est  supposé  fonction  rationnelle  de  x  et  de  A.  Si 

l'équation  (11)  est  satisfaite  en  prenant  pour  z  une  fonction  algébrique 
de  X,  elle  le  sera  aussi  en  prenant  pour  z  une  certaine  fonction  ration- 

nelle de  X  et  de  A. 

En  effet,  la  valeur  de  z  algébrique  en  x  qui  satisfait  pai-  hypothèse 

à  l'équation  (11),  peut  être  regardée  comme  une  fonction  algébrique  de 
.r  et  de  A  déterminée  par  une  équation  irréductible  de  la  forme 

(12)  z-"   +   K-z""'   -4-  etc.  =  o, 

dont  les  coefficients  K.,  etc.,  sont  rationnels  en  x  et  A.  Les  dérivées  suc- 

cessives de  :  s'obtiendront  aisément  en  différentiant  l'équation  (12),  et 
elles  seront  toutes  fonctions  rationnelles  de>r,  A  et  z:  en  les  substituant 

dans  le  premier  membre  de  l'équation  (1 1)  et  désignant  pary  une  fonc- 
tion rationnelle,  on  aura  donc 

(i3)  fix,  A,   z)   =  T. 

Mais  l'équation  (12)  étant  irréductible,  si  une  de  ses  racines  z,  satisfait 

à  l'équation  (i3),  les  autres  z,,...,  z^,  devront  y  satisfaire  aussi.  En 

d'autres  termes  l'équation  (11)  ne  peut  avoir  l'intégrale  z  =  z,  sans 

avoir  en  même  temps  les  intégrales  z  =  r„  ...,  z  =  z^,  et  par  suite  l'in- 
tégrale 

c'est-à-dire 

z  =:  Jonction  rationnelle  de  x  et  A, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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En  appliquant  ce  théorème  à  l'équation 

,,\  '     ,  tsd^z  dz  xsinacosa 

(i  —  x'  sin^a)' 

on  voit  que  l'existence  d'une  intégrale  algébrique  entraine  celle  d'une 
intégrale  de  la  forme 

vV 

I  — X  sni  a. 

w  et  t"  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x\  d'ailleurs  si  une  telle  inté- 

grale existe  ,  il  faudra  qu'après  la  substitution  de  z  dans  l'équation  (4) 
la  partie  rationnelle  soit  nulle,  indépendamment  de  la  partie  irration- 

nelle, ce  qui  donnera 

,  ,^  rl'u  „     „rfii 
(jc  —  JC^)   h   (I  —   JX-)  --   —   xu   =   o, 

et  par  suite  u  =  o,  puisque  u  =  o  est  la  seule  intégrale  algébrique  que 

puisse  posséder  l'équation  en  u,  équation  qui  n'est  autre  que  l'équa- 
tion (4)  privée  du  second  membre.  La  valeur  de  s  sera  donc  sim- 

plement 
2^4'  \/ï    —  x^  sin^  a. 

15.  La  fonction  rationnelle  u  peut  être  regardée  en  général  comme 

composée  d'une  partie  entière  et  d'une  partie  fractionnaire  contenant 
tin  certain  nombre  de  fractions  de  la  forme 

(x  —  pY' Désignant  par  Ji  le  degré  de  la  partie  entière ,  ne  mettant  d'ailleurs  en 
évidence  qu'une  des  fractions  simples ,  et  supposant  que  la  fraction 
simple  ainsi  indiquée  explicitement  soit  parmi  les  fractions  qui  ont 

X  —  p  en  diviseur  celle  pour  laquelle  l'exposant  /  est  le  plus  grand, nous  écrirons 

-   =   [A.r"   + .  ,  .    4-  ̂ ^,  -4-.  .  .]  V/i    -   x^^  ce. 
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Or,  si  nous  différencions  cette  expression  deux  fois  de  suite  pour  en 
^-  dz      d'z 

*"'    Tr'  ;Z7''   P"'^  ̂ '  ""'"^  portons  ces  valeurs  dans  l'équation  (4), 

il  faudra  qu'après  avoir  tout  multiplié  par  (i  —  ̂ ^sin'a/,  les  deux 
membres  de  cette  équation    4   soient  égaux  entre  eux.  11  faudra  donc: 

1°.  Que  la  partie  entière  flu  premier  membre  se  réduise  à 

—   j:  sm  a  cos  a  ; 

or,  en  formant  (ce  qui  est  très  facile)  le  premier  terme  de  cette  parti»^ 
entière,  on  le  trouve  égal  à 

—   A  [il  -\-  iY  sin*  st  jc" 

il  faut  donc  que  A  soit  zéro  et  v  piu'ement  fractionnaire; 

2".  Que  la  partie  fractionnaire  se  réduise  d'elle-même  à  zéro,  d'où 

il  est  aisé  de  conclure  d'abord  que  les  seules  valeurs  possibles  de  p sont 

/>  =   o,     p  =    ̂  

en  effet  (on  le  voit  de  suite)  pour  toute  autre  valeur  de  p  il  v  aurait  une 
fraction  de  la  forme 

(x-/,)'  +  " 

dans  laquelle  ̂   serait  essentiellement  différent  de  zéro,  et  qui  ne 

pourrait  être  détruite  par  aucune  autre.  Et  quand  on  donne  'a  p  tme 
des  cinq  valeurs  écrites  ci-dessus,  un  calcul  un  peu  plus  long,  mais 
fort  simple  encore,  suffit  pour  constater  de  même  que  la  fraction  con- 

tenant en  dénominateur  la  plus  haute  puissance  de  x — p,  ne  peut 

pas  disparaître.  Dès  lors  il  est  prouvé  qu'en  attribuant  à  z  une  valeur 

de  la  forme  indiquée  tout-à-l'heure,  on  ne  j)eut  jamais  satisfaire  à 

l'équation  (4).  Cette  équation  (4  n'a  donc  aucune  intégrale  algébricpie; 
par  suite  elle  n'a  aucune  intégrale  exprimable  à  l'aide  d'un  nombre 
limité  de  signes  algébricpies,  exponentiels  et  logaritbiuiques,  auxquels 

on  peut  même  joindre  le  signe  j'  d'intégration  indéfinie.  Donc  eiifin  un 
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nombre  limité  des  signes  dont  il  s'agit  ne  peut  pas  non  plus  fournir  en 
fonction  du  module  les  valeurs  des  fonctions  elliptiques  de  première 

espèce.  L'équation 
F  =  E  —  X  j 

ax 

montre  ensuite  que  le  même  théorème  a  lieu  pour  les  fonctions  ellip- 

tiques de  seconde  espèce  ;  car  si  E  pouvait  s'exprimer  en  quantités 
finies,  cette  équation  conduirait  à  une  valeur  finie  de  F,  ce  qui  est 
absurde. 
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NOUVELLE    SOLITÏON 

PROBLÈME    DE    L'ATTRACTION    D  L>    ELLIPSOÏDE    HÉTÉROGÈNE 
SUR  UN  POINT  EXTÉRIEUR  [*]; 

Pab  m.  chasles. 

1.  J'ai  donné  une  première  solution  de  ce  problème  dans  un  .Mé- 
moire qui  paraîtra  dans  le  Recueil  des  Savants  étrangers  [**].  Dans 

ce  Mémoire,  j'ai  eu  pour  objet  piincipal  de  continuer  la  méthode  syn- thétique de  Maclaurin,  et  de  généraliser,  par  cette  méthode,  les  beaux 
résultats  auxquels  elle  avait  conduit  le  géomètre  anglais.  Cette  ''énéra- 
lisarion  qui,  après  avoir  résisté  long-temps  aux  efforts  de  l'analyse, 
maniée  par  D'Alembert  et  Lagrange  [***],  a  été  obtenue  enfin  par  T.e- 
gendre  [**"]  et  Laplace  [*****],  \le  deux  manières  très  différentes. 

[*]  Cette  solution  est  extraite  des  Comptes  rendus  des  séances  de  l  Académie  des 
Sciences,  T.  VI,  p.  902,  séance  tlu  25  juin  i838.  J'y  ai  fait  quelques  changements 
de  rédaction,  et  j'ai  ajoute,  sous  forme  de  Notes,  quelques  développements  destines  à la  rendre  tout-à-fait  élémentaire  et  indépendante  de  tons  autres  ouvrages. 

[*•]  Voir  le  Rapport  Ae  M.  Poinsot,  Comptes  rendus,  etc.  T.  VI,  p.  !So8,  séance  du 1 1  juin  i838. 

[***]  Voir  Opuscules  maliiématit/ues  de  D'Alembert,  T.  M  et  Ml.  —  Minwires  d, 
l'Académie  de  Berlin,  années  1773,  1774,  1776  et  1 -q5. 

[****]  Recucd  des  Savants  étrangers,  T.  X ,  et  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences, année  1  ' 

[*****]  Mémoires  de  l'Académie  de.\  Sciences,  année  1  783  ,  et  Mécanii/ue  celote.  T.  Il , livre  3. 

Tomn  \.  —  Décemuiie  iSjJo.  5q 
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avait  paru  à  d'illustres  analystes,  peu  accessible  à  la  synthèse  [*].  La 
marche  que  j'ai  suivie  consiste  à  comparer  de  molécule  à  molécule  les 
attractions  des  deux  ellipsoïdes  considérés  dans  le  théorème  de  Ma- 

claurin  ;  ce  qui  montre,  en  quelque  sorte,  l'origine  et  la  cause  pre- 
mière de  ce  singulier  et  célèbre  théorème.  Cette  solution  est  simple  en 

elle-même;  mais  elle  nécessite -la  connaissance  de  plusieurs  propriétés 
nouvelles  des  surfaces  de  second  degré;  et  la  démonstration  de  celles-ci 

entraine  dans  des  considérations  géométriques  qui  ne  sont  pas  sans 

quelque  difficidté,  et  qui  peuvent  faire  regarder  cette  solution  comme 

peu  susceptible  d'un  usage  -pratique,  du  moins  jusqu'à  ce  que  les  mé- 
thodes géométriques,  fort  négligées  depuis  un  siècle,  aient  repris  fa- 

veur. Dans  la  solution  actuelle,  j'évite  ces  considérations,  en  com- 

parant, tout  d'abord,  de  couche  à  couche,  les  attractions  des  deux 
ellipsoïdes  de  Maclaurin.  De  cette  manière,  une  seule  propriété  de  ces 

siu-faces  me  suffit ,  et  cette  proposition  n'est  pas  inconnue  ;  c'est  pré- 
cisément celle  sur  laquelle  repose  le  beau  théorème  de  .AL  Ivory,  sur 

l'attraction  des  ellipsoïdes. 
Cette  solution  est  sjntliétique ,  comme  la  première;  elle  conduit, 

sans  calculs ,  à  une  expression  géométrique  de  l'attraction  qu'une 
couche  ellipsoïdale  infiniment  mince  comprise  entre  deux  surfaces 

semblables,  exerce  sur  un  point  extérieur  quelconque 

Pour  passer  à  l'attraction  de  l'ellipsoïde,  on  le  considère  comme 

[*]  M.  Legendre,  à  la  suite  de  sa  solution  pour  le  cas  d'un  point  extérieur ,  s'exprime 
ainsi  :  «  Ce  problème  est  vraisemblablement  un  de  ceu.x  auxquels  la  méthode  synthé- 

»  ticjue  ne  strnit  pns  applicable...  «  {Mémoires  de  V Académie  des  Sciences,  année  17H8, 

page  .;86.) 

^I.  Poisson ,  après  avoir  exprime  l'opinion  que  l'analvse  seule  peut  résoudre  les  pro- 
blèmes un  peu  difficiles ,  et  que  la  synthèse  y  est  impuissante  ,  dit  que ,  néanmoins ,  le 

livre  des  Principes  mathématiques  de  la  Philosophie  naturelle  fait  exception  à  cette 

règle,  et  ajoute  ce  qui  suit  : 

"  On  peut  encore  citer  les  beaux  théorèmes  de  Maclaurin  sur  l'attraction  d'un  ellip- 

>'  soide  ;  mais  s'il  est  vrai  que ,  dans  cette  question ,  la  synthèse  ait  d'abord  devancé 

>■  l'analyse ,  celle-ci  a  bientôt  repris  sa  supériorité  entre  les  mains  de  Lagrange ,  et  la 

Il  question  n'a  été  résolue  complètement  que  par  des  transformations  analytiques ,  que 

«  l'on  n'a  pas  tout  de  suite  imaginées,  et  auxquelles  la  synthèse  n'aurait  pu  suppléer.  » 

[Note  sur  le  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide,  lue  à  l'Académie  des  Sciences,  le 
a6  mai  i834-) 
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composé  de  couches  infiniment  minces,  comprises  chacune  entre  deux 

surfaces  semblables;  et  il  suffit  (\f  placer  l'expression  trouvée  pour 

l'attraction  de  l'une  de  ces  couches,  sous  le  signe  d'intégration.  Toute- 
fois, il  faut  donner  d'abord  ;i  cette  formule  une  forme  analytique  con- 

venable, en  exprimant  les  différentes  quantités  qui  \  entrent  en  fonc- 
tion d'une  seule  variable. 

Le  choix  de  cette  variable  est  tel,  qu'on  peut  supposer  que,  chacpie 

couche  étant  homogène,  la  densité  de  l'ellipsoïde  varie  d'une  couche 
à  une  autre,  suivant  une  fonction  quelconque  d'un  diamètre  de  la  sur- 

face externe  de  la  couche.  Un  obtient  ainsi  l'expression  de  l'attraction 
exercée  par  un  ellipsoïde  hétérogène  sur  un  point  extérieur  :  ce  qui 

comprend,  comme  on  sait,  le  cas  d'un  point  intérieur,  et  conséquem- 
ment  la  solution  complète  du  problème. 

2.  La  proposition  de  géométrie  sur  laquelle  nous  nous  appuierons 
s'énonce  ainsi  : 

Quaiul  deux  ellipsoïdes  ont  leurs  sections  principales  décrites  des 

mêmes  foyers,  si,  sur  le  premier,  on  prend  arbitrairement  deux  points 

S ,  m ,  et,  sur  le  second,  les  deux  points  correspondants  S',  m',  les 
deux  droites  Sm',  S'm,  seront  égales  [*]. 

On  sait  que  M.  Ivory  a  a|)pelé  points  correspondants  deux  points  si- 
tués sur  les  deux  ellipsoïdes,  de  manière  que  leurs  coordonnées,  dauh 

le  sens  de  chaque  axe  pruicipal,  soient  entre  elles  comme  les  demi- 
diamètres  des  deux  ellipsoïdes,  dirigés  suivant  cet  axe. 

3.  Concevons  deux  surfaces  ellipsoïdales  A ,  B,  semblables  entre 

elles,  semblablement  placées  et  concentriques;  soient  a,  h,  c,  les 

trois  demi-diametres  principaux  de  la  première,  et  na ,  nb .  ne.  ceux 
de  la  seconde  :  les  équations  des  deux  surfaces  seront 

.r'         y'         z' 
a>  6>         c' 

x'  y'         i'  » 
- -*-  Ti  -*-  -i  =  "  • n'  o'         r' 

Supposons  quà  chaque  point  //;  de  l'espace ,  dont  les  coordonnées 

[*]  Voir  la  démonstration  de  ce  théorème  dans  la  Note  I,  à  la  suite  de  re  Mémoire. 
5q.. 
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sont  X,  j,  z,  corresponde  un  point  ni'  dont  les  coordonnées  x',   y',  s', 
aient  avec  celles  du  point  tn  les  relations 

.V      a  j  b  z  c 

a',  b',  c',  étant  trois  coefficients  arbitraires. 

Aux  deux  surfaces  proposées  correspondront  deux  autres  surfaces 

A',  B',  qui  seront  deux  ellipsoïdes  semblables  entre  eux  et  semblable- 
ment  placés  :  le  rapport  de  leurs  diamètres  homologues  sera  n. 

Ces  deux  surfaces  jouissent  de  cette  propriété,  que  :  une  partie  (/uel- 

conque  du  volume  compris  entre  elles  est  à  la  partie  correspondante 

du  volume  compris  entre  les  deux  premières,  dans  le  rapport  constant 

— T — ;  car  les  relations  entre  les  coordonnées  de  deux  points  corres- 

pondants donnent 

dx'dr'dz'  =  — ^  dxdydz. 
•^  abc  -^ 

4.  Prenons  les  coefficients  indéterminés  a\  b',  c',  tels  qu'ils  aient 
avec  les  trois  premiers  a,  b ,  c,  les,  deux  relations 

a-   -  b^   =  a'^  —  b'-', 
a^   —   c^    =^  a'-    —   c'-; 

les  deux  surfaces  A,  A',  auront  leurs  sections  principales  décrites  des 
mêmes  foyers;  et  il  en  sera  de  même  des  deux  autres  B ,  B'. 

Supposons  que  les  deux  premières  surfaces  A,  B,  soient  intiniment 

rapprochées  lune  de  l'autre,  ce  qui  aura  lieu  si  Ji  diffère  infiniment  peu 

de  l'unité;  elles  envelopperont  une  couche  infiniment  mince  C,  dont  A sera  la  surface  externe  et  B  la  surface  interne.  Les  deux  autres  surfaces 

A',  B',  envelopperont  pareillement  une  couche  infiniment  mince  C, 

dont  A'  sera  la  paroi  externe  et  B'  la  paroi  interne. 

3.  Remarquons  que  les  épaisseurs  des  deux  couches,  suivant  un 

même  axe  principal,  sont  entre  elles  comme  les  demi-diamètres  des 

surfaces  externes  dirigés  suivant  cet  axe;  car  a,  a',  étant  ces  deux 
demi-diamètres ,  ceux  des  deux  surfaces  internes  seront  na,  /«z  '  j  les 
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épaisseurs  des  deux  couches  sont  donc 

da   =  rt   —   Tia,     da'  =  a'   —   ria', 

et  leur  rapport  est 
(ia  a 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

6.  Soient  S,  S',  deux  points  fixes  correspondants  entre  eux  sur  les 
deux  surfaces  externes  A ,  A';  soient  deux  autres  points  correspondants 
m,  m',  sur  ces  mêmes  surfaces,  et  soient  dv ,  dv',  les  éléments  de  vo- 

lume des  deux  couches  en  ces  points  /«,  m';  on  aura,  comme  iioiis 
l'avons  démontré  ci-dessus, 

dv             abc 

dv'  n'b'c'' Oi-  on  a 

inS'  =   m'S  (n°  2): 
donc 

dv        dv'  abc 

mS'  '  rn'S  a'b'c'  ̂  

dv         dv' et,  étendant  les  expressions  -^„    -^,  à  toutes  les  molécules  des  deux ms       m  S 

couches,  on  a 

■ri     dt'        ̂     dv'  ahc 

7.  1^,  '■  ̂   ̂J7g  =     ,,,  ,  =  '<'  rapport  des  volumes  des  deux  couches  [*]. 

Cette  équation  exprime  une  propriété  géométrique  des  deux  cou- 
ches, qui  va  nous  suffire,  seule,  pour  résoudre  toute  la  question  de 

l'attraction  des  ellipsoïdes  [**]. 

r*i   r>  "^'^ '-  ̂   a'b'c'  ̂ ''P""^^  '^  rapport  constant  des  volumes  de  deux  molécules  corres- 

pondantes quelconques  (3);  c'est  donc  aussi  \v  rapport  des  volumes  des  deux  couches elles-mêmes. 

[**]  Nous  avons  suppose  que  chacune  des  couches  était  comprise  entre  deux  surfaces 
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7.  On  sait  que  les  coefficients  différentiels  de  la  fonction  ̂   — tt,  , 

pris  par  rapport  aux  coordonnées  x,  j,  z,  du  point  m,  sont  les 

composantes  de  l'attraction  que  la  couche  C  exerce  sur  le  point  S'  [*]. 
Or  si  nous  supposons  que  ,  des  deux  couches  C,  C,  la  première  soit 

semblables  et  semblablement  placées,  parce  que  ce  sont  ces  couches  que  nous  allons 

considérer  dans  la  suite  ;  mais  il  est  aisé  de  voir  que  le  théorème  a  lieu  pour  deux 

couches  infiniment  minces  dont  les  siu-faces  internes  seraient  de  forme  quelconque, 

pourvu  qu'elles  se  correspondissent  et  que  les  deux  surfaces  externes  fussent  toujours 
deux  ellipsoïdes  décrits  des  mêmes  foyers. 

[*]  En  effet,  l'attraction  que  la  molécule  df,  située  en  m ,  exerce  sur  le  point  S',  a  pour 

expression         . ,  et  sa  composante  parallèle  à  l'axe  des  .r  est 

^^ 
.  cos  (S  m ,  X). 

niS' 

Supposons  que  le  point  S'  soit  déplace  de  la  quantité  ilx  dans  la  direction  de  l'abscisse 
x;  soit  S  la  nouvelle  position  de  ce  point ,  et  Sp  la  perpendiculaire  abaissée  de  S  sur  rn  S', 

on  aura  dans  le  triangle  rectangle  SpS', 

S'fj  =  S'Scos/'S'S  =   —  S'S  cos  mS'S. 

Or  S'p  est  égal  à  la  différence  des  deux  rayons  mS,  mS'  ;  c'est  donc  la  différentielle  de 
mS' .  Mais  S 'S  est  égal  a  dx;  on  a  donc 

d.mS' 

d.  wS    :=  —  dx .  cos  (S  m,  x)  ;      d  où     cos  (S  //(,  x)  =   —   

La  composante  de  l'attraction  exercée  par  la  molécule  dv  sur  le  point  S'  devient  donc 

dv       d.mS'  mS' 
^'        dx     '  dx 

ma 
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l'enveloppante,  le  point  S'  sera  situé  dans  l'intérieur  de  sa  paroi  in- 

terne; conséqueniment ,  d'après  le  théorème  de  Newton  [*],  ce  point 

n'éprouvera  aucune  action  de  la  part  de  cette  couche.  Ues  coefficients 

différentiels  de  la  sonune  V— -,.  seront  donc   nuls;  c'est-à-dire  (lue 

cette  somme  est  constante  pour  toutes  les  positions  du  point  S'  dans 

l'intérieur  de  la  paroi  interne  de  la  couche  C  [**].  Donc,  d'après  l'é- 

quation ci-dessus,  la  somme  y]— ;^  a  aussi  une  valeur  constante  pour 

toutes  les  positions  correspondantes  du  point  S,  c'est-à-dire  pour  tous 

les  points  de  la  surface  A.  D'où  résulte  ce  théorème  : 

Quand  on  a  une  couche  infiniment  mince,  comprise  entre  deux-  sur- 
jaces  ellipsoïdales  concentriques ,  semblables  et  semblahlement  placées. 
In  somme  des  molécules  de  cette  couche,  divisées  par  leurs  distances 

respectives  à  un  point  pris  en  dehors  de  la  surface  externe,  est  cons- 
tante pour  toutes  les  positions  de  ce  point  sur  un  ellipsoïde  ayant  ses 

sections  principales  décrites  des  mêmes  jojrers  que  celles  de  la  surface 
externe  de  la  couche. 

La  valeur  de  cette  somme  a  pour  expression 

■r»   dv'      a'b'c'    ̂     dv 

Zé  ̂ T^  ahc    '  Zd  TrT^'' 

fil'  est  indépendante  de  la  coordonnée  du  point  S'  sur  laquelle  porte  la  difTérentiation  ; 
on  peut  donc  écrire 

otS' 

dx 

T.a  composante  de  l'attraction  totale  du  corps  est  donc 

CM 
\     dx    /  ' 

dx c.  Q.  F.  D. 

[*]  Voir  la  Note  II,  à  la  suite  du  Mcnioiri 
[**]Voirla  Note  III,  ibid. 
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8.  Concevons  une  autre  couche  C  "  analogue  à  la  couche  C,  c'est- 
à-dire  qui  soit  comprise  entre  deux  surfaces  A',  B",  semblables  entre 
elles  et  ayant  respectivement  leurs  sections  principales  décrites  des 

mêmes  foyers  que  celles  des  deux  surfaces  A ,  B  ;  que  cette  couche 

soit  aussi,  comme  C,  enveloppée  par  la  première  C.  Soient  a",  b",  t ', 
les  demi-diamètres  principaux  de  sa  surface  externe  A";  et  S",  m",  les 
points  de  cette  surface  qui  correspondent  aux  points  S  et  m  de  la  sur- 

face A. 

On  aura 
dv"  a"b"c"  w-\    rfi' 

2él^  ~     abc     2d 

mS>"
  ' 

dv 
Or  nous  avons  dit  que  la  fonction  T]— ̂  est  constante  pour  toutes 

les  positions  du  point  S' dans  l'intérieur  de  la  paroi  interne  de  la  couche 

C;  le  point  S"  est  une  de  ces  positions  :  on  a  donc 

^-^     dv  ■<^     dv 

Les  deux  équations  ci-dessus  donnent  donc 

^^  m  S  a'h'c' 

•^  dv"  a"b"c"  ' 

ce  qui  exprime  ce  théorème  : 

Quand  on  a  deux  couches  ellipsoïdales  infiniment  minces,  comprises 
chacune  entre  deux  surjaces  semblables  et  semblablement  placées,  et 

dont  les  surjaces  externes  ont  leurs  sections  principales  décrites  des 

mêmes  fojers,  ainsi  que  leurs  surjaces  internes,  si  l'on  Jait  la  somme 
des  molécides  de  chaque  couche,  divisées  par  leurs  distances  respec 
tives  à  un  même  point  extérieur  aux  deux  couches,  ces  deux  sommes 
seront  entre  elles  comme  les  volumes  des  deux  couches. 

9.  Ce  théorème  et  le  précédent  expriment  de  simples  propriétés  géo- 
métriques des  couches  ellipsoïdales  que  nous  avons  considéiées.  ^Nî^lis 

ils  sont  susceptibles  d'autres  expressions  qui  vont  devenir  des  pro- 
priétés relatives  aux  attractions  exercées  par  ces  couches  sur  lu)  même 
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point  extérieur.  Le  premier  fera  connaître  la  direction  de  ces  attrac- 

tions, et  le  second  le  rapport  de  leurs  intensités;  d'où  l'on  conclura 
aisément  la  valeur  absolue  de  ces  attractions,  et,  par  suite,  la  solution 

complète  du  problème  de  l'attraction  d'un  ellipsoïde. 

10.  Nous  avons  vu  (7)  que  la  somme  ̂  -r^  3  une  valeur  cons- 

tante pour  toutes  les  positions  du  point  S  sur  la  surface  A;  cela  prouve, 

comme  on  sait,  que  cette  surface  est  normale  à  la  direction  de  l'at- 
traction que  la  couche  C  exerce  sur  le  point  S  [*].  Le  théorème  du 

n°  7  exprime  donc  que  : 

L'attraction  qu'une  couche  infiniment  mince  comprise  entre  deux 
ellipsoïdes  semblables,  concentriques  et  semblablement  placés,  exerce 

sur  un  point  extérieur,  est  dirigée  suivant  la  normale  à  l'ellipsoïde  mem: 
par  ce  point,  de  manière  que  ses  sections  principales  aient  les  mêmes 

foyers  que  celles  de  la  surjace  externe  de  la  couche  [**]  ; 

[*]  La  raison  de  cette  proposition  est  bien  simple.  Nous  avons  vu  art.  7,  note  i") 

que  si  l'on  passe  du  point  S  à  un  point  infiniment  voisin  i,  l'expression   

est  la  composante  de  l'attraction  de  la  couche  C  sur  le  point  S,  estimée  dans  la  direc- 

tion de  l'élément  S.?.  Or  si  cet  élément  est  situé  sur  la  surface  A ,  on  a 

>    =  constante  ;     d'où     d.   y   — —  =:  o  ; 
^ni'S  ^  m'S 

par  conséquent  la  composante  de  l'attraction  suivant  l'élément  Ss  est  nulle.  Cela  a  lieu 

I)our  toutes  les  directions  de  cet  élément  sur  la  surface  A;  il  s'ensuit  donc  que  l'attrac- 
tion est  dirigée  suivant  la  normale  à  cette  surface. 

["*]  M.  Poisson  a  obtenu  une  autre  expression  de  la  direction  de  l'attraction  de  la 

couche,  qu'il  a  trouvée  coïncidante  avec  l'axe  du  cône  circonscrit  à  la  couche,  ayant 

son  sommet  au  point  attiré.  (Voir  Mémoires  de  l' académie  des  Sciences,  T.  XIII. j 
M.  Steiner  a  donné  de  ce  théorème  une  démonstration  géométrique  très  simple,  qui 

repose  sur  le  théorème  de  Newton ,  c'est-à-dire  sur  la  propriété  dont  jouit  la  couche ,  de 

n'exercer  aucune  action  sur  un  point  quelconque  de  l'espace  compris  dans  sa  paroi  \n- 
terne.  (Voir  Journal  de  Mathématiques  lie  M.  Crello,  ï.  XJI,  page  lia,  année  i834.} 

Depuis  j'ai  démontré  ce  même  théorème  directement,  c'est-à-dire  sans  faire  usage  de 
celui  de  Newton.  Ma  démonstration  repose  sur  une  proposition  de  Géométrie,  dcmon- 

Tome  V.  —  DtccMiir.E  iSJo. 
60 



474  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

On ,  en  d'antres  termes , 

Les  surfaces  de  niveau  relatives  à  l'attraction  de  la  coucJie  sont  des 
ellipsoïdes  ayant  leurs  sections  principales  décrites  des  mêmes  foyers 

que  celles  de  la  surface  externe  de  la  couche. 

Il  suit  de  là  que  cette  surface  externe  est  elle-même  une  surface  de 

niveau;  c'est-à-dire  que  l'attraction  que  la  couche  exerce  sur  un  point 
quelconque  de  sa  surface  externe  est  dirigée  suivant  la  normale  à  cette 
surface. 

11.  L'équation  du  n"  8  donne 

^d  OT  s  .^d  m  s         abc 

dx  '  dx  a"b"c" 

L'axe  des  x  peut  avoir  ici  une  direction  quelconque.  Or  les  deux  coef- 
ficients difFérentiels  expriment,  comme  nous  l'avons  dit  ci -dessus, 

les  composantes ,  parallèles  à  cet  axe ,  des  attractions  exercées  par  les 

deux  couches  C  et  G  "  sur  le  point  S;  cette  équation  exprime  donc  le théorème  suivant  : 

Quand  deux  couches  ellipsoïdales  infiniment  minces ^  comprises  cha- 
cune entre  deux  surfaces  semblables  ̂   sont  telles  que  leurs  surfaces 

externes  aient  les  mêmes  foyers ,  ainsi  que  leurs  surfaces  internes,  ces 

couches  exercent  sur  un  même  point  extérieur  des  attractions  dont  les 

composantes ,  suivant  une  même  direction  quelconque,  sont  entre  elles 
comme  les  -volumes  des  deux  couches. 

D'où  il  suit  que  : 

Les  attractions  effectives  des  deux  couches  sur  un  même  point  ex- 
térieur ont  la  même  direction  et  sont  entre  elles  comme  les  masses 

^es  deux  couches. 

trée  dans  mon  Aperçu  historique,   page  792.  (Voir  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique, 
xxv"=  cahier,  page  26g.) 

Mais  le  theoi'ème  actuel  a  l'avantage  de  faire  connaître  les  surfaces  de  niveau  relatives 

à  l'attraction  de  la  couche,  surfaces  qu'on  n'avait  pas  encore  introduites  dans  la  théorie 

de  l'attraction ,  et  dont  la  considération  peut  y  être  très  utile.  J'ai  montré  que  ce  théo- 
rème a  aussi  une  application  immédiate  dans  la  théorie  de  l'électricité  et  dans  celle  de 

la  chaleur,  théories  qui  ont  une  grande  analogie  avec  celle  de  l'attraction.  (Voir  Journal 
de  l'Ecole  Polytechnique,  xxV^  cahier.) 
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1*2.  De  ce  théorème  on  passe,  sans  difficulté,  au  cas  de  deux  couches 
d'épaisseur  finie,  ce  qui  comprend  le  cas  de  deux  ellipsoïdes,  et  ce  qui donne  le  théorème  de  Maclaurin  dans  toute  sa  généralité  f*]. 

13.  Il  nous  reste  à  déterminer  l'attraction  d'une  couche  sur  un  point extérieur.  Nous  connaissons ,  par  le  théorème  du  n"  10 ,  la  direction  de 
cette  attraction  :  le  calcul  de  son  intensité  se  ramène,  par  le  théorème 
précédent,  au  cas  d'une  autre  couche  dont  la  surface  externe  passerait par  le  point  attiré. 

Pour  ce  cas  nous  jjourrions  invoquer  un  théorème  général  de  La- 
place,  qui  consiste  en  ce  que  :  quand  une  couche  infiniment  mince,  de 
jorme  quelconque,  n  exerce  aucune  action  sur  les  points  situés  dans 
l'intérieur  de  sa  paroi  interne,  l'attraction  de  la  couche  sur  un  point  S  de 

[']  Soient  A,  A',  deux  ellipsoïdes  dont  les  sections  principales  ont  les  méraes  foyers; considerons-les  comme  composés  de  couches  infiniment  minces,  comprises  chacune  entre 
deux  surfaces  semblables.  Soient  a,  b,  c,  et  a',b',c',  les  demi-diamctres  principaux  de 
ces  deux  surfaces;  les  demi-diamètres  de  la  surface  externe  d'une  couche  du  premier  ellip- 

soïde seront  na ,  nb ,  ne,  et  ceux  de  la  surface  externe  d'une  couche  du  second  ellipsoïde 
na',  nb',  ne'.  Il  est  évident  que  si  l'on  suppose  à  la  variable  n  la  même  valeur  par  rap- port au.x  deux  couches,  celles-ci  auront  leurs  sections  principales  décrites  des  mêmes 
foyers  ;  leurs  attractions  sur  un  même  point  extérieur  auront  donc  la  même  direction  et 

seront  entre  elles  dans  le  rapport  constant  -^,.  C.)ns<quemment  les  composantes 
de  ces  attractions,  suivant  un  même  axe,  seront  entre  elles  dans  ce  même  rapport. 
Donc  la  somme  des  composantes  des  attractions  d'un  certain  nombre  de  couches  con- 

sécutives du  premier  ellipsoïde ,  sera  à  la  somme  des  composantes  «les  attractions  des 
couches  correspondantes  du  second  ellipsoïde,  dans  ce  même  rapport  ;.  doù  Ton  con- 

clut que  les  attractions  totales  des  volumes  formes  par  les  couches  considcr.es  dans  les 

deux  ellipsoïdes,  ont  la  même  direction  et  sont  entre  elles  dans  le  rapport  "'"^  Or 

ces  volumes  ont  pour  parois  internes  des  ellipsoïdes  semblables  aux  deux  proposes, 
et  dont  les  demi-diamètres  principaux  ont  leurs  valeurs  égales  à  na,  nb,  ne,  et  na\ 
nb',  ne'.  Les  épaisseurs  de  ces  deux  couches,  suivant  laxe  n,  sont  o  (  1  —  /j)  et  à'[  i  —  n), 
et  elles  ont  pour  rapport  ~.  Les  volumes  des  deux  couches  sont  entre  eux  dans  le  rap- abc 

P"""'  VF7"  P"'**!"''  •<'*  volumes  des  couches  élémentaires  correspondani.-<i  sont  e„x 
mêmes  dans  ce  rapport.  On  conclut  donc  ce  théorème  : 

Quand  on  a  drax  courhrs   d'vpahscur  finir,  cunipriu-s  rho.unr   ,ntn    ,i,  „.,  ,//,,,. 60.. 
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sa  surface  externe  est  dirigée  suivant  la  normale  SA  en  ce  point,  et  a 

pour  expression  ̂ "^pi,  p  étant  la  densité  de  la  couche ,  et  i  son  épais- 

seur au  point  attiré  [*]. 

Mais  le  calcul  direct  de  l'attraction  d'une  couche  ellipsoïdale  est 

tellement  simple,  que  nous  n'avons  pas  besoin  de  recourir  à  ce  théo- 
rème général. 

Concevons  que  le  point  S,  situé  sur  la  surface  externe  de  la  couche, 

soit  le  sommet  d'un  cône ,  et  que  ce  cône  intercepte  sur  une  sphère 

décrite  de  son  sommet  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  l'unité, 
un  élément  superficiel  tr  ayant  des  dimensions  infiniment  petites  par 

rapport  à  «.  Pour  une  sphère  de  rayon  ?•  la  surface  interceptée  sera 

r-ff  :  par  suite  la  portion  de  couche  comprise  dans  le  cône  en  question 

peut  être  décomposée  en  une  infinité  d'éléments  r^adr,  qui  donnent 
lieu  à  des  forces  p7dr  dont  on  obtiendra  la  somme  ou  la  résultante  en 

intégrant  dr  entre  des  limites  convenables.  Soient  m,  n,  n',  les  points 

où  l'une  des  arêtes  du  cône  rencontre  les  deux  parois  externe  et  interne 

de  la  couche.  L'intégration  effectuée  depuis  le  point  S  jusqu'au  point  n, 

et  depuis  le  point  /z' jusqu'au  point  m,  donnera 

p7  [Su  -+■  mn'), cest-à-dire 

ip.Sn.7 , 

puisque  dans  l'ellipsoïde  m7i'  ==  Sfi. 
Concevons  la  normale  à  la  couche  au  point  S;  soit  A  le  point  où 

soldes  semblables,  si  tes  ellipsoïdes  qui  forment  les  surfaces  externes  des  deux  couches 

ont  les  mêmes  foyers,  et  si  les  épaisseurs  des  deux  couches,  suivant  un  même  axe  prin- 

cipal, sont  entre  elles  dans  le  rapport  des  deux  demi-diamètres  des  surfaces  externes  dirigés 

suivant  cet  axe  [auquel  cas  les  surfaces  internes  ont  les  mêmes  foyers) ,  les  attractions 

que  ces  deux  couches  exerceront  sur  un  même  point  extérieur  auront  la  même  direction 
et  seront  entre  elles  comme  les  masses  des  deux  couches. 

Le  théorème  de  Maclaurin  est  un  cas  particulier  de  cette  proposition  générale. 

Réciproquement ,  on  peut  conclure  de  ce  théorème ,  par  le  seul  principe  de  la  com- 

position des  forces ,  qu'il  s'applique  à  deux  couches  telles  que  nous  venons  de  les  définir. 

(Voir  le  Rapport  de  M.  Poinsot  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie,  T.  W,  p.  810.) 

[*]  Voir  le  Mémoire  sur  la  distribution  de  l'électricité  à  la  surface  des  corps  conduc- 

teurs, par  M.  Poisson  ;  Mémoires  de  l'Institut,  année  1811,  I"  partie ,  pages  5  et  3 1 . 



PURES  ET  APPLIQUÉES.  477 

elle  rencontre  la  surface  interne  :  à  cause  de  la  petitesse  de  SA ,  on 
aura 

SA  =  Sn.cos  «SA. 

L'expression  de  l'attraction  devient  dès  lors 

SA.»- 

^■^cos/jSA' 

et  la  composante  de  cette  attraction,  suivant  la  normale,  est 

2  p.SA.^. 

Pour  avoir  la  composante  de  l'attraction  totale  de  la  couche,  laquelle 

sera  l'attraction  effective,  d'après  le  théorème  du  n°  10,  il  faut  prendre 

l'intégrale  de  cette  expression  par  rapport  à  cr ,  étendue  à  la  demi- 
sphère;  cette  intégrale  est  a^r.  On  a  donc 

4  vrp .  SA 

pour  l'attraction  totale  exercée  par  la  couche  sur  le  point  S;  SA  est 

l'épaisseur  de  la  couche,  ce  qui  s'accorde  avec  le  théorème  général  de 
Laplace. 

A  cette  épaisseur  SA  nous  substituerons  une  autre  expression  plus- 
commode. 

Du  centre  O  de  la  couche  abaissons  la  perpendiculaire  OP  sur  la 

normale  SA;  on  aura,  par  la  comparaison  des  deux  triangles  rectangles 
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SPO ,  S  As, SA   _   Ss_^ 

PS  "~  sô' 

mais  les  deux  surfaces  de  la  couche  étant  semblables  et  semblablement 

S  « 

placées,  le  rapport  ̂   est  constant,  quel  que  soit  le  demi-diamètre  OS; 

on  a  donc,  en  appelant  a,,  b,,  c,,  les  demi-diamètres  principaux  de 
la  surface  externe , 

SA   _    rfû, 

SP   ~   ~
' 

L'expression  de  l'attraction  de  cette  couche  prend  donc  cette  forme 

4  7rp.^SP. 

14.  Supposons  qu'on  ait  une  seconde  couche  infiniment  mince, 
comprise ,  comme  la  première ,  entre  deux  surfaces  semblables  et  sem- 

blablement placées,  et  ayant,  respectivement,  les  mêmes  foyers  que 
les  deux  surfaces  externe  et  interne  de  la  première  couche ,  comme 

dans  le  théorème  du  n°  7,  et  supposons  cette  seconde  couche  intérieure 

à  la  première,  poiu*  que  le  point  S  soit  en  dehors.  L'attraction  exercée 
par  cette  seconde  couche  sur  le  point  S  aura  la  même  direction  que 

l'attraction  exercée  par  la  première;  et  ces  attractions  seront  entre 
elles  comme  les  deux  produits  abc,  a,b,c,;  a,  b,  c,  étant  les  trois 

demi-diamètres  principaux  de  la  nouvelle  couche.  L'attraction  exercée 
par  cette  couche  est  donc 

da^     abc       „ 

4  7r/;   7 — .SP. 

-,.  Il  i'^^^\      da ,  tia     - 1      ■  1 
Mais  on  a ,  comme  nous  1  avons  dit  ( n°  t>) ,  —  =  —  ;  il  vient  donc '  ^  a  t  a 

.         da      abc      „„ 

4wp  — .— 7 — .SP. 

Telle  est  l'expression  de  l'attraction  qu'une  couche  ellipsoïdale  infi- 
niment mince,  comprise  entre  deux  surfaces  semblables,  concentriques 

et  semblablement  placées,  exerce  sur  un  point  extérieur  :  a,  b,  c, 

sont  les  demi-diamètres  principaux  de  la  surface  externe  de  la  couche, 
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«t  a*,  *, ,  f, ,  les  demi-diametres  principaux  d'un  ellipsoïde  auxiliaire 
mené  par  le  point  attiré  et  ayant  les  mêmes  foyers  que  la  surface  ex- terne de  la  couche. 

l3.Maintenant,pourcalculerl'attraction  d'un  ellipsoïde,  nousle con- 
sidérerons comme  composé  de  couches  infiniment  minces,  comprises 

chacune  entre  deux  surfaces  semblables.  Nous  prendrons  les  compo- 
santes, suivant  trois  axes  fixes,  de  l'attraction  exercée  sur  le  point  S 

par  l'une  de  ces  couches;  et  les  intégrales  des  expressions  de  ces  com- 
posantes seront  les  composantes  de  l'attraction  totale  de  l'ellipsoïde. 

Prenons  pour  les  trois  axes  fixes  les  axes  principaux  de  l'ellipsoïde 
proposé,  lesquels  seront  aussi  les  axes  principaux  de  chacune  des  cou- 

ches élémentaires.  Soient  .r,  jr,  z,  les  coordonnées  du  point  attiré  S, 
rapportées  à  ces  trois  axes.  L'attraction  exercée  sur  ce  point  par  ime couche  dont  a,b,c,  sont  les  trois  demi-diametres  de  la  surface  ex- 

terne, est  l'expression  ci-dessus.  Cette  attraction  est  dirigée  suivant  la 
normale  en  S  à  l'ellipsoïde  auxUiaire  dont  «, ,  A. ,  c, ,  sont  les  demi- diametres.  Pour  avoir  ses  composantes  parallèles  aux  trois  axes  coor- 

donnes, il  suffit  donc  de  connaître  les  angles  que  cette  normale  fait 
avec  ces  axes.  Or,  le  plan  tangent  à  l'eHipsoïde  auxiliaire,  au  point  S, 

rencontre  l'axe  des  x  à  une  distance  du  centre  qui  est  égale  à  ̂.  La 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  ce  plan  tangent  est  égal^  i  la 
ligne  SP;  on  a  donc,  en  appelant  e  l'angle  que  cette  perpendiculaire tait  avec  l'axe  des  x , 

SP  =  ̂cose;      d'où     cosp  =  5^ 

Par  conséquent  la  composante  de  l'attraction  de  la  couche  sur  le 
point  S,  parallèle  à  l'axe  des  jc ,  est 

,  da      abc     SP 

'      a     a,b,c,  a  ]        ' 

et  la  composante  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde  sera  l'intégrale  de  cette 
expression ,  prise  depuis  a  =  o  jusqu'à  rt  =  le  denii-axe  majeur  de l'ellipsoïde. 

Or  il  faut  observer  qu'il  n'y  a  que  a  de  variable  indépendante  dans 
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cette  expression;  car  les  autres  quantités  b,  c ,  a, ,  b, ,  c,  et  SP,  dé- 
pendent de  la  valeur  de  «;  il  faut  donc  exprimer  toutes  ces  variables 

en  fonction  d'une  seule. 

Soient  A,  B,  C,  les  trois  demi-diamètres  principaux  de  l'ellipsoïde 

proposé  ;  la  surface  externe  de  la  couche  qu'on  considère  étant  sem- 
blable à  cet  ellipsoïde ,  on  a 

,  B  C 
b  =  a  —,     c  =  a—. A  A 

L'ellipsoïde  auxiliaire  passe  par  le  point  S  dont  les  coordonnées  sont 

j:,  ̂ ,  z;  on  a  donc  l'équation  de  condition 

_j,i         .,1        ji 

—  +  fï  +  —  =  I- 

Or  cet  ellipsoïde  a  ses  sections  principales  décrites  des  mêmes  foyers 

que  celles  de  la  surface  externe  de  la  couche  ;  on  a  donc  les  deux  re- 
lations 

b'^          «2     __    ̂ 2     _     ̂ 2^        ̂ 2         ^2     __    ^a     _     ̂ 2^ 
ou 

b-^  =a--\-a'  [ji-  i),     Cï  =a- +«2^— -  ij; 

et  la  condition  ci-dessus  devient 

x' 

X'
 

Z* 

n  J 

•)    '''+''{ir-- 

-) 

Cette  équation  établit  la  relation  qui  a  lieu  en  a,  et  a. 

Enfin  la  ligne  SP  est  égale  à  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 

sur  le  plan  tangent  en  S  à  l'ellipsoïde  auxiliaire;  on  a  donc,  comme on  sait, 

I  X'  y'         s' 

SP         "'        *•        '^' 

L  Va"      yJ       L  '        \A'      yj 



PURES  ET  APPLIQUEES.  481 

Ainsi  nous  connaissons  les  six  relations  qui  ont  lieu  entre  les  sept  va- 

riables a,  h,  c,  a, ,  bf ,  Cf ,  SI'. 

Pour  exprimer  toutes  ces  variables  en  fonction  d'une  seule,  nous 

|)rpndrons  pour  celle-ci  le  rapport  —  :  faisons  donc  —  =  u;  la  relation 

ci-dessus,  entre  a,  et  a,  devient,  par  l'élimuiation  de  a,  =  -, 
'  u 

—    «    1  --H       TT   —    I    , 

B 

A'        'J         u'    '    \A' 

Différentiant  par  rapport  k  u  et  k  a,    et  mettant  ^^   à   la  place 

SP de  l'expression  qui  lui  est  égale,  on  a 

a^      i      j  3  ,,     ,        SP      da         du 
— ;  — ;  au  =  aa;      a  ou      — ;-  .  —  =:  — . 
u' op  a'       a  u 

D'après  cela,  l'expression  de  la  composante  de  l'attraction  de  la couche  élémentaire  devient 

Ayrpx .  ,     -  du, 

ou,  en  mettant  à  la  place  de  b,  c,  b,  ,  c,,  leurs  valeurs  données  ci- 
dessus, 

4  TXf  X-  dL.  — ==^=== — ^  . 
\/A' -h  «' (B' —  A*)  \/A' -(- tt"  (C"  —  A") 

(l'est  cette  expression  qu'il  faut  intégrer  pour  avoir  la  composante  de 
l'attraction  de  l'ellipsoïde.  Les  limites  de  rintégrale  doivent  répondre 

aux   valeurs  rt  =  o,    «  =  A;   or  on  a    «  =:  —  :  elles  seront  donc 

«  =  o  et  u  =  — ,  A,  étant  le  demi-axe  majeur  de  l'ellipsoïde  décrit 

des  mêmes  foyers  que  l'ellipsoïde  attirant  et  mené  par  le  point  attiré. 

Ce  demi-axe  A,  sera  déterminé  par  l'équation 

x'  y'  i' 

A]  ̂   A]  -(-(B'  — A')^  A]  -H(C*  — A»)  ~ 
Tome  V.  —  Décembre  i8}o.  OI 
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Ainsi  la  composante,  parallèle  à   l'axe  des  jc,   de  l'attraction   de 

l'ellipsoïde,  supposé  homogène,  est 
•^   o u'du 

l/A'  +  W  (B'  —  A')  V/A'  4-  «'  (C  —  A')' 

La  valeur  de  A, ,  d'où  dépend  la  limite  de  l'intégrale,  sera  la  plus 

grande  racine  de  l'équation  ci-dessus ,  parce  que  les  deux  autres  ra- 
cines seront  les  demi-axes  majeurs  des  deux  hyperboloïdes ,  à  une  et  à 

deux  nappes,  qui  passent  par  le  point  attiré  et  qui  sont  décrits  des 

mêmes  foyers  que  l'ellipsoïde  mené  par  ce  point,  lesquels  demi-axes 

sont  évidemment  plus  petits  que  celui  de  l'ellipsoïde  [*]. 
On  aura  des  expressions  semblables  à  la  précédente  pour  les  com- 

posantes de  l'attraction  de  l'ellipsoïde,  parallèles  aux  axes  des  j  et  des 
2  :  je  les  omets  ici  pour  abréger. 

16.  Je  passe  au  cas  de  l'ellipsoïde  hétérogène,  en  supposant  que 
chacune  de  ses  couches  élémentaires  soit  de  même  densité  dans  toute 

son  étendue,  et  que  cette  densité  soit  une  fonction  du  demi-axe  majeur 

de  la  couche  divisé  par  le  demi-axe  majeur  de  l'ellipsoïde;  de  sorte 
qu'on  aura 

Or  l'équation  ci-dessus,  d'où  dépend  la  valeur  particulière  de  u  cor- 

respondante à  la  couche,  doiuie  l'expression  suivante  du  rapport  — 
en  fonction  de  u, 

À'  ~  "     L-V  "*"  A^  +  «^(B"  — A^)  "^  A=+«'(C'  +  A')J  ' 

[*]  Car  le  plan  diamétral  qui  contient  l'axe  majeur  et  l'axe  imaginaire  de  l'hyperbo- 
loide  à  une  nappe ,  coupe  l'ellipsoïde  suivant  une  ellipse  et  les  deux  hyperboloïdes 

suivant  deux  hyperboles  qui  ont  les  mêmes  foyers  que  l'ellipse;  conséqueranient  les  axes 

réels  de  ces  deux  courbes  sont  plus  petits  que  celui  de  l'ellipse  :  or  ces  trois  axes  sont 
précisément  ceux  des  trois  surfaces;  donc,  etc. 
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on  aura  donc 

f  =  F  \n  f-  -h  -- -^   Zl   ^     -\H  . 

et  la  composante  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde,  parallèle  à  l'axe  des  x, sera 

J    o  \/A'+«'.B'  — A')  \/A'+«'(C'  — A'i 

Si  l'on  suppose  la  densité  de  cliaque  couche  en  raison  inverse  du 

rapport  -,  hypothèse  que  plusieurs  géomètres  ont  faite  au  sujet  de  la 

masse  de  la  Terre,  cette  intégrale  s'obtiendra  en  termes  finis.  Il  en  sera 
de  même  pour  diverses  autres  suppositions  sur  la  forme  de  la  fonc- 

tion F. 

17.  On  voit  que  l'intégrale  ne  contenant  le  coefficient  A,  que  dans 
la  limite  supérieure,  et  non  dans  la  partie  à  intégrer,  on  aura  immé- 

diatement la  formule  relative  à  l'attraction  d'une  couche  d'une  épais- 
seur finie,  comprise  entre  deux  ellipsoïdes  semblables  et  semblable- 

luent  placés.  Cette  formule  sera 

^; 
4^BCa:  I  r[I'  +  V4-.'V-A^-  +  v  +  «-(C>-AJ'i  "' \/A'  -+-  «'  (B'  —  A')  l/A'  +  «•  (C»  —  A') 

du 

A,  et  a,  sont  les  demi-axes  majeurs  des  deux  ellipsoïdes  menés  par  le 
point  attiré,  dont  le  premier  a  les  mêmes  fo\ers  que  la  surface  externe 
de  la  couche,  et  dont  le  deuxième  a  les  mêmes  foyers  que  sa  surface 

interne,  celle-ci  ayant  son  demi-axe  majeur  égal  à  a. 

Pour  donner  à  cette  formule  la  forme  sous  laquelle  on  présente 

ordinairement  l'attraction    d'un    ellipsoïde  homogène,   où  le  coeffî- 

cient  A,  entre  dans  l'expression  à  intégrer,  on  fera  //  =^   i-.  et  il 
tii.. 
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viendra 

ABC       / 

\/a;  +<''(b^  — A')  \/a  ;  +  c'  (C'  —  a^) 

^d^> 

Dans  mon  premier  Mémoire  je  suis  entré  dans  d'autres  détails 

qu'il  est  inutile  de  reproduire  ici,  la  question  de  l'attraction  d'un 
ellipsoïde  hétérogène  sur  un  point  extérieur  se  trouvant  résolue  com- 

plètement. 
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NOTES. 

A^'vv^vvvvvv*x^vv%xv^v^\vvvv\^^vv\vvvvvv^vvw^v^vvvv\\\v^v^v^\\vvvvv\vvvv^%v\^v^xvv^A^vv^^ 

NOTE  PREmERE. 

Soient  les  équations  des  deux  ellipsoïdes 

x'        y"    ,    z' 
-7  •^-  Tï  +  -,  =  '  ' 
a'         6'         c' 

X*         r»        z' 
a'       b'       c  ' 

Soient  x,  .j',  z,  et  ?,  ij ,  Ç ,  les  coordonnées  des  deux  points  m  et  S,  sitnés  sur  le  pre- 

mier ellipsoïde ,  et  x',  /',  z',  et  i',  II',  Ç',  celles  des  deux  points  come.7)o«rffl«r.(  m 
et  S'  du  second  ellipsoïde ,  on  aura 

X         a 

x'        a'  ' 

X'~b" 

z          c 

z'       c' 
>,        b 

i'-c' Il  faut  prouver  que  Sm'  =  S'/n. 
Or  on  a 

Sm''=  (Ç  —  x')'  -t-  (»  —y')'  -+-  (Ç  —  i')', 

S^:=  (f-  X  )'  +  (V  -  /  )'  +  (C-  z  )•  ; 
11 

d'où 

Mais  on  a 
a'  —  a'*  ̂   b'  —  b''  =  c'  —  c''; 

donc 
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Les  deux  points  S  et  m  étant  situes  sur  la  surface  du  premier  ellipsoïde  ,  on  a 

a'        b' 

a^       b' 

z' 

-H 
 
—  = 

 
I. 

c' 

Sm'  — 

Sm  =  0  , 

Sm'
 

=   S' m. 
Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Autrement.  Les  relations  entre  les  coordonnées  des  quatre  points  m  ,  m',  S  et  S', 
donnent 

a-'l  =  x|',      x'^  =  y„',      z%  =  zi;, 
donc 

ou ,  en  appielant  O  le  centre  commun  des  deux  ellipsoïdes , 

OS .  Om' .  cos  S0/«  '  =  OS' .  dm .  cos  S'Om  , 
ou 

Ow.cosmOS'  _    OS 

Oot'.cosw'OS  ^  OS^" 

Le  second  membre  est  constant ,  quels  que  soient  les  deux  points  correspondants  m  , 

m' .  Cette  équation  exprime  donc  une  propriété  générale  de  deux  points  correspondants 

quelconques  S  ,  S',  sur  les  deux  surfaces. 
On  a 

0/«  =  x'    +/'  +  z') 
— — ■!             a''  b'^  c'' 
Om  =  X'   h  r*  T — Hz'  ̂ ; d'où 

Ô^'_Ôm''='^(a>  _fl")-f-^  (è  =  —  *'') +^  {c^  —  c"), 
ou 

Oto—  Oto'  =  i   —  -I-  4t  -t-  -1  1  ("'  —  a'^)  —  a-'—a'\ 

C'est-à-dire  que  :  la  différence  des  carrés  de  deux  demi-diamètres  correspondants  est 
constante. 

On  a  dans  les  deux  triangles  S0«;',  S'0/« , 

S7«'   =  OS  +  On/  —  2.0S.0/«' cosSO/n', 

S' ni   —  OS' +  Om    —   2. OS'. 0/7).  cos  S 'O/h; 
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d'où 

Sm'  —  S'rn  =  (os  —OS'  )  —  (O/n  —  Om'  )  —  2  (OS.Om'cosSOm'—  OS'Om  cosS'Ow). 

Le  second  membre,  d'après  les  deux  propositions  qui  viennent  d'être  démontrées,  est 
identiquement  nul  ;  on  a  donc 

Sm'  =  S'rn.      C.   Q.   F.   D. 

Cette  démonstration  est  peut-être  un  peu  moins  directe  que  la  première  ,  mais  elle  a 

l'avantage  de  faire  connaître,  en  passant,  deux  propriétés  générales  des  ellipsoïdes  de crits  des  mêmes  fovers. 

>OTE  DEUXIÈME. 

Voici  la  démonstration  du  théorème  de  Newton  : 

Concevons  un  cône  d'une  ouverture  infiniment  petite,  ayant  son  sommet  au  point 
attiré  S.  Il  interceptera  dans  la  couche  ellipsoïdale  deux  portions 

de  volume  i»,  i»',  en  m  et  ///',  où  l'une  de  ses  arêtes  rencontre  la 

-\iri  surface  externe  de  la  couche.  Soient  n  et  «'  les  points  où  celte 
même  arête  rencontre  la  surface  interne.  Concevons  deux  sphères 

décrites  du  point  S  comme  centre  avec  les  rayons  S/«,  Un  :  le 

volume  intercepte  en  i>i ,  par  le  petit  conc ,  dans  la  couche  for- 

mée par  ces  deux  sphères ,  différera  infiniment  peu  du  volume  i', 

et  pourra  être  pris  pour  celui-ci.  Appelons  o-  la  surface  que  le 
petit  cône  intercepterait  sur  une  surface  spheritfue  décrite  de  son 

sommet  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  l'unité ,  les  surlares 

qu'il  intercepte  sur  les  deux  premières  sphères  seront  égales  res- 

pectivement à  <rSm  et  irSii.  Le  volume  compris  dans  le  cône, 

entre  ces  deux  surfaces,  aura  donc  pour  expression 

Y  \Sm  —  S/2   J  ""  =  j  '  \_Sm  —  (S/?/  —  nui  1^  J  ::=  Sm.mn.r, 

en  négligeant  les  infiniment  petits  du  deuxième  et  du  troisième  ordre    vinii  r.>ii  ,i 

I'  ̂ =  Sm  .  mr/.r. 

L'attraction  exercée  par  ce  volume  sur  le  point  S  a  donc  pour  expression 

S/w 

L'attraction  exercée  sur  le  point  S  par  le  second  volume  >■'  a  de  mêim-  pour  «xprrvtiiiii 

S  ni 
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Oi  les  deux  ellipsoïdes  étant  semblables ,  concentriques  et  semblableraent  places , 

les  deux  lignes  mn  ,  m'n',  comprises  sur  une  même  sécante,  sont  égales.  Les  attractions 

exercées  sur  le  point  S  par  les  deux  volumes  v,  v',  sont  donc  égales.  Mais  elles  sont  di- 

rigées en  sens  contraire;  elles  se  détruisent  donc,  c'est-à-dire  que  les  deux  volumes 

compris  dans  le  ])etit  cône  n'exercent  aucune  action  sur  le  point  S.  D'oîi  l'on  conclut 

que  la  couche  entière  comprise  entre  les  deux  ellipsoïdes  n'exerce  aucune  attraction  sur 

un  point  situé  dans  l'intérieur  de  sa  paroi  interne.  C'est  le  théorème  de  :Sewton. 

NOTE  TROISIEME. 

Ou  peut  démontrer  directement ,  sans  s'appuyer  sur  le  théorème  de  Newton ,  que 

l'expression  ̂     ;  est  constante  pour  toutes  les  positions  du  point  S'  dans  l'inté- 

rieur de  la  paroi  interne  de  la  couche. 
Pour  cela ,  concevons  le  petit  cône ,  comme  dans  la  Note  précédente  :  on  aura 

(II-     _     dv' 

S'/n  S'w' 

Mais  si  l'on  suppose  que  le  point  S'  soit  déplacé  et  transporté  dans  une  position  infini- 
ment voisine  de  S',  on  aura 

d.S'ni  =  —  d  S'm', 

parce  que  chacune  de  ces  deux  expressions  est  la  projection  orthogonale ,  sur  la  corde 

mm',  de  l'élément  rectiligne  décrit  par  le  point  S',  cette  projection  devant  être  prise 

avec  le  signe  -+-  dans  un  cas ,  et  le  signe  —  dans  l'autre. On  a  donc 

rfr  ^     di'' S  m  S  m 
ou 

Et  conséquemment 

d  "V    ^=  o ,     et       >  —r-  =  constante.     C.   Q.  F.   D. 
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